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Resumo

O presente trabalho de conclusao de curso foi desenvolvido, tendo como objetivo prin-
cipal, o estudo qualitativo das equacoes diferenciais ordinarias e aplicacao ao crescimento
de tumores.

O trabalho baseou-se no estudo de equacoes diferenciais, aplicagoes de equacoes dife-
renciais no crescimento de casos de COVID-19, sistema de equagoes diferenciais planares,
topicos de algebra linear, estudo de retrato de fase planares e aplicagao de equacoes dife-
renciais em modelos de crescimento tumoral.

Ao fim do trabalho, os objetivos foram alcancados e o aluno pode observar seu avango
nas concepgoes matematicas e suas aplicacoes no mundo ao seu redor.

Palavra-Chave: Equagoes diferenciais, Crescimento de tumores, Retrato de Fase,

Algebra linear, Aplicagoes, Sistemas lineares, COVID-19.



Abstract

The course conclusion study was developed with the main objective of studying the
cancers and their growth.

The work was based on the study of differential equations, applications of differential
equations in the growth of COVID-19 cases, system of planar differential equations, linear
algebra topics, phase portrait study and application of differential equations in tumor
growth models.

At the end of the work, the objectives were observed around the world and the student
can launch them in mathematical concepts and their applications around them.

Keywords: Differential Equations, Tumor Growth, Phase Portrait, Linear Algebra,
Applications, Linear Systems, COVID-19.
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Introducao

Este trabalho de conclusao de curso iniciou-se em 2021 com estudos de iniciagao ci-
entifica, em que o objetivo central era e é, o Estudo Qualitativo das Equacoes Diferenciais
Ordinarias, tendo como outros objetivos: Familiarizar-se com o software de escrita KTEX;
Realizar pesquisas bibliograficas; Utilizar o software Mathematica; Utilizar a linguagem
de programacao Python; Aprimorar os conhecimentos matematicos.

Tendo em vista o grande interesse pelo tema estudado na iniciacao cientifica, decidiu-
se continuar e ampliar os estudos nesse presente trabalho de conclusao de curso. Ademais,
os estudos foram direcionados para equacoes diferenciais e aplicacao em crescimento de
tumores.

No primeiro capitulo, tépicos essenciais para o entendimento das equacgoes diferenciais
ordinarias de primeira ordem sao apresentados e no final do capitulo buscou-se aplicar
os conhecimentos num estudo de crescimento de casos de COVID-19 em Sorocaba-SP,
comparando equagoes de crescimento com solugoes numeéricas.

O segundo capitulo resume-se em um estudo de sistemas lineares planares, passando
por tépicos importantes da algebra linear, como: Sistemas planares; Dependéncia linear;
Autovalores; Autovetores e Resolucao de sistemas lineares.

J& o terceiro capitulo tem como intuito, analisar os diferentes tipos de retrato de fase
planares. No final do capitulo buscou-se o estudo de mudanca de coordenadas. No quarto
capitulo, o intuito foi o trago-determinante, para analisar o comportamento dos retratos
de fase.

No quinto capitulo sao introduzidas algumas nogoes bioldgicas do cancer, de seu cres-
cimento, e sao apresentados alguns resultados da modelagem do crescimento de tumores
com a equagao de Gompertz.

A principal referéncia usada para essa monografia foi Hirsch, Smale e Devaney (1974).
E foi possivel sanar todos os objetivos propostos inicialmente. O estudante compreendeu
a escrita em KIEX, realizou-se diversas pesquisas bibliograficas, utilizou-se o software

Mathematica e a linguagem Python e aprimorou seus conhecimentos matematicos.






Capitulo 1

Equacoes Diferenciais de Primeira
Ordem

1.1 Equacoes Diferenciais de Primeira Ordem

O propédsito desta secao é desenvolver alguns conceitos elementares e exemplos de
equacoes diferenciais de primeira ordem. FKEsses exemplos ilustram algumas das ideias
basicas da teoria das equacoes diferenciais ordindrias, na mais simples configuracao
possivel. (HIRSCH, SMALE e DEVANEY, 1974).

Primeiramente sera exposto conceitos elementares acerca de uma equacao diferencial

de primeira ordem, do tipo,

dr _
dt

onde x = z(t) é uma fungao de valor real de uma variavel real ¢, % é sua derivada e a

az, (1.1)

é um parametro real. Para a representagao da derivada pode-se usar também z’ e z'(t).
Para cada valor de a tem-se uma equacao diferencial diferente.

Se k € R entao pode-se afirmar que a solucao dessas equacoes sao obtidas pela fungao
z(t) = ke®. De fato,

7'(t) = ake™ = ax(t). (1.2)

Além disso, a solugao é tnica. Para concluir isso considere uma solugao u(t) e calcule

—at

a derivada de u(t)e~, ou seja,

d —at\ __ ./ —at —at
a(u(t)e ) =u(t)e™ ™ +u(t)(—ae™™)

= au(t)e” ™ — au(t)e ™ = 0. (1.3)

Portanto, u(t)e”* é uma constante k, entdo u(t) = ke™. Logo, encontrou-se todas as
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solugdes da equagao diferencial (1.1). Chama-se a cole¢ao de todas as solugbes de uma
equacao, solugdo geral da equagao (1.2).
A constante k da solucao (1.2), é completamente determinada se o valor uy de uma

solugao em um ponto ty é especificado.

Suponha que uma funcao z(t) que satisfaga a equagao diferencial (1.1) também deva
satisfazer z(ty) = uy. Entdo, deve-se ter ke™ = ug, de modo que k = upe ™. Assim,
determina-se k, e a equagao (1.1), portanto, tem uma unica solugao que satisfaz a condicao
inicial especificada x(ty) = up. Afim de simplificar, toma-se ty = 0, entdo k = uy. Nao
perde a generalidade em tomar ¢, = 0, pois se u(t) é uma solu¢ao com u(0) = ug, entao
a funcdo v(t) = u(t — ty) é uma solugao com v(ty) = uy. Com isso, define-se o problema

do valor inicial, mais conhecido com a sigla PVI,

¥ =ax,  z(0) = uo. (1.4)

Uma solugao x(t) de um problema do valor inicial ndo deve apenas resolver a equagao

diferencial, mas também deve assumir o valor inicial ug em t = 0.

H4 uma solugao especial de (1.1) quando k& = 0, isto é, a solugao constante, z(t) = 0.

Uma solucao constante é chamada de solucao de equilibrio ou ponto de equilibrio .

A constante a na equacao =’ = ax é um parametro. Se a¢ muda, entdao a equacao e
suas solugoes também sao alteradas. Ademais, pode-se descrever as mudancas qualitativas

ocasionadas pelas possiveis mudancas do parametro a, ou seja:

e Se a >0, limy_,o ke = oo quando k > 0, e lim;_, ke = —0o quando k < 0;

e Se a =0, ke® = constante;

e Se a <0, limy_,o ke = 0.

O comportamento qualitativo das solucoes pode ser visto e entendido com as Figuras
1.1 e 1.2. Observa-se que o comportamento das solucoes é extremamente diferente quando
a é positivo e quando a é negativo. Quando tem-se a > 0, todas as solugoes nao nulas
tendem para longe do ponto de equilibrio em 0 a medida que ¢ aumenta. Por outro lado,

quando a < 0, as solugoes tendem para o ponto de equilibrio.

Diz-se que o ponto de equilibrio é repulsor quando solucoes préximas tendem a se
afastar dela. Ja o ponto de equilibrio é atrator quando as solugoes proximas tendem para

ele.



1.1. Equacgoes Diferenciais de Primeira Ordem 3

Figura 1.1: Gréfico das solugoes de 2’ = ax para a > 0.

150 -1

100

x(t)
(=]

=50 1

-100 -

-150 A

-100 -75 =50 -25 0

Fonte: do préprio autor.

Figura 1.2: Grafico das solucgoes de 2’/ = ax para a < 0.

150

100

x(t)
(=]

-100 -

-150 A

-100 -75 =50 -25 0 25 50 75 100

Fonte: do préprio autor.

Além disso, descreve-se solugoes, colocando-as no retrato de fase, pois a solugao x(t)
¢ uma funcdo do tempo, pode-se ver z(t) como uma particula movendo-se. No ponto de
equilibrio, a particula permanece em repouso, em qualquer outra solucao move-se para

cima ou para baixo em relagao ao eixo x.
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1.2 O Modelo de Crescimento Populacional

A equacao diferencial 2’ = ax, é considerada um modelo simples de crescimento popu-
lacional quando tem-se a > 0. A quantidade z(t) mede a populagao de algumas espécies,

em fungao do tempo ¢t. (HIRSCH, SMALE e DEVANEY, 1974).

dz
! dt

populacao, o que leva a suposi¢ao que o crescimento populacional deve ser modelado por

A taxa de crescimento populaciona ¢ diretamente proporcional ao tamanho da
uma equagao diferencial. Toda via, para obter um modelo mais proximo ao real, deve-se

levar algumas hipéteses em consideragao para realizar essa modelagem:

e Se a populacao for pequena, a taxa de crescimento é quase diretamente proporcional

ao tamanho da populacao;

e Mas se a populagao crescer muito, a taxa de crescimento torna-se negativa.

Uma das equagoes diferenciais que satisfaz essas hipdteses é o modelo logistico de

crescimento populacional, ou seja,

¥ =ax (1 - %) : (1.5)

Na equagao (1.5) a e N sdo parametros positivos, onde a representa a taxa de cresci-
mento populacional quando x é pequeno e N representa uma populacao ideal. Se = for
pequeno, tem-se a equacao diferencial 2’ = ax, pois o termo 1 —(z/N) = 1, mas se z > N,
entdao 2’ < 0. Assim a equagao (1.6) satisfaz as hipéteses acima.

Sem perda da generalidade, supoe-se que N = 1, ou seja, a capacidade de carga
nesse caso é igual a 1, exatamente 1 unidade da populagao, e z(t) representa a fragao da

populagao ideal presente no tempo t. Portanto a equacao logistica se reduz a,

' = f,(x) =ax(l —z). (1.6)

A equacao (1.6) representa uma equacgao diferencial ndao linear auténoma de primeira
ordem, diz-se ser de primeira ordem, pois ha apenas a primeira derivada de x, autonomo
pois o lado direito depende apenas de x e nao linear pois f,(x) é uma funcdo nao linear
de z.

A solucao da equacao diferencial logistica é facilmente encontrada pelo método de

parax # 0 e x # 1.

Utilizando o método das fracoes parciais na integral da esquerda, tem-se,

/ G + 1:%) da. (1.8)

separacao e integragao:
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Integrando ambos os lados e depois resolvendo para x resulta-se em,

(t) B Keat
n= 1+ Keat’

onde K é a constante arbitraria que surge da integracao. Tendo ¢t = 0 e resolvendo para

(1.9)

K, tem-se,
(0)
K=—-—. 1.10
1 —x(0) (1.10)
Pode-se reescrever a solugao como,
z(0)e” (1.11)

1 —z(0) + z(0)eat”

Portanto, essa solugao é véalida para qualquer populagao inicial 2(0). Quando z(0) = 1,

tem-se uma solucao de equilibrio , pois z(t) se reduz a z(t) = 1. Similarmente, z(t) = 0
¢ também uma solucao de equilibrio para a equacgao.

Para um entendimento melhor e uma visualizagao, plotou-se o grafico que mostra as

solucoes para a equagao em estudo através da Figura 1.3. No gréfico em questao tem-se

o plano (t,z).

Figura 1.3: Gréfico das solugbes de ' = az(1 — x).

x(t)

-

=20 -10 0 10 20

Fonte: do préprio autor.

Analisando o grafico da Figura 1.3 pode-se concluir que todas as solugdes que tém
x(0) > 0 tendem a populagao ideal z(t) = 1, ja para z(0) < 0, as solugoes tendem para

—0Q.
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Pode-se também entender o comportamento através do grafico da fungao f,(z) =
ax(l — x). Na Figura 1.4 pode ser visto que o eixo x é cruzado em dois pontos z = 0
e r = 1, logo, esses sao os pontos de equilibrio. Ademais, quando 0 < x < 1, temos
f(z) > 0, portanto, as inclina¢oes sao positivas em qualquer (¢, 2) com 0 < z < 1, e assim
as solugbes devem aumentar nesta regido. Quando z < 0 ou x > 1, tem-se f(z) < 0
e, portanto, as solugoes devem diminuir, como pode ser visto em ambos os graficos de

solucao.

Figura 1.4: Gréfico da fungao f,(x) = 3,2z(1 — x).

fa()
0,8 e

0.5 \1

Fonte: do préprio autor.

1.3 Colheita Constante e Bifurcacoes

Essa segao baseia-se em Hirsch, Smale e Devaney (1974). O intuito é modificar o mo-
delo logistico para levar em conta a colheita de uma populacao. Supoe-se que a populagao
siga 0s pressupostos logisticos com o parametro a = 1, mas também ¢ colhida a taxa

constante h, entao tem-se a equacao diferencial,

¥ =x(l—x)—h, (1.12)

onde A > 0 é um novo parametro.

Em vez de resolver analiticamente essa equacao, usar-se-a o graficos das fungoes,
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fu(z) =2(1 —x)—h, (1.13)

para analisar o comportamento qualitativo das solucoes. Na Figura 1.5 exibe-se o grafico
de f, em trés casos diferentes: 0 < h < 1/4, h = 1/4 e h > 1/4. Sabe-se que f; tem
duas raizes quando 0 < h < 1/4, uma raiz quando h = 1/4 e nenhuma raiz se h > 1/4,
conforme ilustra-se no grafico. Como consequéncia, a equagao diferencial tem dois pontos
de equilibrio, z; e x,, com 0 < z; < z,, onde 0 < h < 1/4. Também é facil verificar que
fr.(x;) > 0, entao x; é repulsor e f;(z,) < 0, entdo x, é atrator.

A medida que h passa por h = 1/4, encontra-se um exemplo de bifurca¢do. Os dois
equilibrios z; e x,. coalescem & medida que h aumenta em 1/4 e entao desaparecem quando
h > 1/4. Além disso, quando h > 1/4, tem-se Vz f,(z) < 0. Matematicamente, isso
significa que todas as solugoes da equagao diferencial diminuem para —oo com o passar

do tempo.

Figura 1.5: Grafico das fungoes f(x) = ha(l — z).

fn()

h<1/4

/ h>1/4
/

Fonte: do préprio autor.

1.4 Aplicagcao: Crescimento Logistico e Método dos

Quadrados Minimos

1.4.1 Introducao

A fim de trazer alguns conceitos trabalhados neste capitulo para uma realidade mais
préxima, realizou-se uma comparacao entre dois métodos diferentes para a modelagem do
numero de casos de COVID-19 em Sorocaba-SP.
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Surpreendendo a todos, e surgida no final de 2019 em Hubei na China, a pandemia
causada pela COVID-19, se alastrou pelo mundo com uma velocidade e um impacto
assolador. Em meados de marco de 2020 a pandemia era nova, porém presente em nosso
pais, e com o passar dos meses tomou proporcoes gigantescas. Seu alto nivel de contdgio
impactou o mundo todo e devido a isso, toda a comunidade cientifica se empenhou para
combater uma das maiores pandemias dos ultimos 100 anos e a matematica nao poderia
ficar de fora dessa.

Em busca da compreensao do comportamento de infeccao do virus da COVID-19,
diversos modelos matemaéticos surgiram com possiveis previsoes de comportamento no
nimero de contagio. Era importante entender quantas pessoas poderiam ser infectadas,
qual o pico da pandemia, o quao desolador ela poderia ser e trazer dados otimistas em
relacao ao fim dela e a um possivel controle.

O artigo de Wang, Qiao e Li (2020), utiliza do modelo matemdtico de crescimento
populacional, especificamente o da equagao logistica de Verhulst, desenvolvido por Pierre
Frangois Verhulst, para encontrar uma equagao que preveé o numero de possiveis casos
de Covid em relacao ao tempo. O modelo foi desenvolvido considerando o niimero de
casos ocorridos entre 24 de marco de 2020 a 24 de junho de 2020, no Texas, Estados
Unidos. E tem como objetivo, estimar o ntimero de casos futuros através da equacao
logistica desenvolvida, dando o valor aproximado de casos conforme o tempo, onde o
tempo ¢ medido em meses. No artigo é apresentado um modelo para os casos de COVID-
19 do estado e as possiveis tendéncias de contaminacao do virus. No entanto, devido a
simplificagao do modelo, os resultados obtidos nao fizeram uma previsao muito precisa.

Até onde sabe, nao existem trabalhos sobre o estudo de comparacao para os casos
de COVID-19 através do Crescimento Logistico de Verhulst e do Método dos Quadrados
Minimos, para a cidade de Sorocaba. Logo, o objetivo é comparar os dados reais de
infectados com as aproximacoes dos modelos e se possivel, perceber qual deles se aproxima
mais da realidade, qual é o mais preciso e alcanca valores mais satisfatérios em questao

de previsao, a fim de alcangarmos uma dimensao dos impactos da pandemia na cidade.

1.4.2 Crescimento Logistico

Em algum momento se faz necessario ou se torna imprescindivel questionar até onde
uma coisa é capaz de chegar. Bacaer (2008) relata que Verhulst em 1838 fez isso e foi atras
de algo inimagindvel; o limite de pessoas que a Bélgica poderia comportar/sustentar. O
modelo Logistico de crescimento populacional de Verhulst, ao contrario dos convencionais
modelos de crescimento utilizados, como o exponencial, onde se consideram apenas o
crescimento em funcao do tempo podendo o valor da populagao ir ao infinito, leva em
consideracao um certo limite maximo na qual determinada populacao pode crescer, e que
quando atingido esse valor o crescimento tende a estabilizar.

Esse limite estabelecido na equacao logistica de Verhulst leva em consideragao fatores,
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como os recursos disponiveis no ambiente, a existéncia de outras populacoes que vivem ao
redor, o préprio tamanho da populagao, entre outros. O limite estabelecido, denominado
de limite de carga, ¢ um controlador para o crescimento populacional, pois impede que os
valores alcancem nimeros muitos altos que nao se enquadrem com a situacao condizente.
Devido ao seu limite de carga, que considera fatores para além da populagao em relacao
ao tempo, o crescimento logistico de Verhulst ¢ muito utilizado nos estudos de crescimento

populacional de virus, habitantes de uma regiao e crescimento de espécies.

Jé foi visto anteriormente que o modelo logistico de crescimento populacional pode ser
representado pela equacao (1.5), em que a e N sdo parametros positivos, a nos da a taxa
de crescimento populacional quando x é pequeno e N representa o tamanho da populacao

"ideal”de tal forma que a populacao decresce caso x > N e cresce caso x < V.

Temos entao, que a solucao geral pode ser concebida isolando a variavel z. Os
dados foram retirados do Repositério do Centro de Ciéncia e Engenharia de Sistemas
(CSSE) da Universidade Johns Hopkins, analisando o periodo correspondente entre os
dias 28/03/2020 e 28,/05/2021.

Para resolver o modelo de crescimento logistico primeiro é necessario isolar a varidvel
x, tendo entao uma equagao que mostra a populacao dado num determinado tempo t.
Para isto, primeiro divide-se ambos os lados da equagao por (1 — z/N), e em seguida

aplica-se a integral como demostrado pela equagao (1.14).

/ " (NN_ $)dx - / adt. (1.14)

Na parte esquerda da igualdade é necessario realizar integracao por fragoes parciais,
método indicado por Stewart (2016), de tal forma que N = A(N — z) + B(z). Quando
r =0, temos que: N = A(N) = A=1. Quandox = N, temos que: N = B(N) = B = 1.

Dessa forma transformamos a equacao 1.14 na 1.15, facilitando muito a integracao.

1 1
/;—I— N_xdx:/adt. (1.15)

Integrando,

In|lzg] —In|N —z| = at+(C =
eln|m|—ln\N—m| — ellH-C.

Seja K = e%,
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N = Ke" =
v+ Ke'(z) = Ke"(N)=
o NKe!
14+ Ket
B N
=t (1.16)

Considerando o valor inicial z(0) = zo, conseguimos encontrar o valor da constante

K:

N N
g = ——
0 K+1
K - M=%
Zo

Realizando algumas manipulagoes algébricas e substituindo o valor de K em (1.16),

conseguimos chegar em (1.17) que representa a solucao geral da equagao.

N.%'()
t) = .
IL‘( ) e‘“t(N — [L’()) + x

(1.17)

Basta agora encontrar o valor das constantes N e xzy. Inicialmente serd necesséario
isolar N em (1.17).

zle”™(N —x9) + 9] = Nzog =
re N —xe “xg+ 2y = Nog=—=
—xe "xy+xr9 = Nxg—ze “N.

Fatorando e dividindo por xze~% — x, ambos os lados, encontramos N

_axg(e ™ —1)

e~ — xg

N (1.18)

Usando a equacao acima, pode-se formar um conjunto de equagoes cuja intersecao
de seus graficos possibilitara encontrar os valores numéricos de a e N. Dessa forma, as

seguintes condicoes iniciais sao selecionadas:
e t =0, o = 1; onde ¢t = 0 representa o dia 28,/03/2020;
o =200, x990 = 16408; onde t = 200 representa o dia 13/10/2020;

e t =400, x490 = 48344; onde t = 400 representa o dia 01/05/2021.
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Uma vez que N200 = N400:

—200a __ 1) —400a _ 1)

Ta00(e . Ta00(e
Togpe—2000 — 1 Tape 2000 — 1 °

(1.19)

—200a

Considerando e = « e simplificando a equacao (7) temos:

ZL’Q[)()(Oé — 1)(1’4000&2 — ]_) = ZL‘400(OZ2 — 1)(1’2000[ — 1) =

042(90400 — T400%200) + (4002200 — T200) + (Z200 — Ta00) = 0.

Substituindo os valores indicados e resolvendo a equagao de segundo grau encontramos
que o = 0,000040263243750339205. Levando em conta que e~ 2% = o = ¢ = 8% Jogo,

—200°
encontramos que a = 0,050600357854. Substituindo o valor encontrado em qualquer um

dos lados da equagao (1.19) encontramos o valor da constante N:

{L‘QO()(O{ — 1)
L2000 —

N = = 48347,789027325511440289401.

Por fim, basta substituir as constantes encontradas na equagao (1.18), chegando assim

no modelo de crescimento logistico para a cidade de Sorocaba-SP.

48347, 789027325511440289401
e~0,050600357854¢ (48346, 789027325511440289401) + 1

x(t) = (1.20)

1.4.3 Meétodo dos Quadrados Minimos

Nem tudo cresce ou decresce de maneira padronizada, que possam ser modelados por
funcoes lineares ou exponenciais por exemplo, e esse é o caso da somatoria de casos de
COVID-19 em funcao do tempo, ou seja, quando transfere-se dados reais de uma tabela
para um grafico tem-se apenas pontos isolados do tipo (z, f(x)), tornando a previsao de
dados futuros, uma tarefa dificil.

O objetivo do Método dos Quadrados Minimos é portanto encontrar uma funcao que
represente os valores tabelados a partir de dados reais, de modo que se tenha um menor
erro das aproximacoes calculado medindo-se a distancia entre o ponto coletado e o ponto
aproximado pelo método. Como isso, nos permita determinar, com alguma precisao,
valores futuros.

Na figura 1.6 é possivel observar, que os pontos em vermelho sao os pontos isolados,
coletados no mundo real, e em azul ha a reta que aproxima-se dos pontos, tendo o menor
erro possivel, que é advinda de um tratamento de dados, que no caso é o método dos
quadrados minimos.

Conforme  sugere  Ruggiero  (1994), dados os  pontos  (z1, f(x1)),
(9, f(x2)), .oy (Tm, f(x)) e as n fungdes g¢i(x), go(z),...,gn(x), 0 objetivo é encon-

trar os coeficientes vy, o, ..., @, tais que a func¢ao ¢(z) = 191 (x) + aoga(x) + ... + @pgn ()
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Figura 1.6: Ajuste linear de pontos isolados

25 1

10 1

Fonte: do préprio autor.

se aproxime ao maximo de f(z). Usando o método de minimos quadrados, vamos ajustar

o modelo de crescimento exponencial. Desta forma teremos:

p(z) = el (B)+abz

p(z) = Pre™.
Iné(z) = In(Be™?).

Gu(x) = xf2+In(B).

Sendo ¢; a funcao linearizada. Basta entao resolver o seguinte sistema de equacoes:

11 Q12 aq _ by
Q21 A22 &%) ba ’
2 2
em que a; = ];gi(xk)gj(xk), bi = k;ykgi(xk)a gi(r) = 1, go(x) = =, a1 = In(B)

e ag = fJ5. Para realizar os calculos foi utilizado o python, sendo que o codigo esta

apresentado na Figura 1.7.

O algoritmo apresenta como solugao: a; = 5,79191628 e a, = 0.0146837, ou seja:

<25($) — 65,79191628+0.0146837:v. (121)
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Figura 1.7: Cédigo: Método dos quadrados minimos

import matplotlib.pyplot as plt
import pandas as pd

import numpy as np

import math

from math import *

data = pd.read_excel('COVID SOROCABA.x1lsx"')

tempo = data['Tempo'].values
y = data[ 'SomaCasosConfirmados'].values

ly = np.log(y)

stemp = np.sum(tempo)

A = np.array([[len(tempo), stemp],
[stemp, tempo.dot(tempo)]])
b = np.array([np.sum(ly), ly.dot(tempo)])

alpha = np.linalg.solve(A, b)

Fonte: do préprio autor.

1.4.4 Analise de Dados

Ao analisar a proximidade das fungdes (1.20) e (1.21) com os dados experimentais
percebe-se que ambas modelam a situacao de forma satisfatoria até certo ponto. Como
pode-se visualizar através da Figura 1.8, o método dos quadrados minimos fica cada vez
mais distante da realidade conforme se distancia do ponto A, enquanto a aplicacao pelo
crescimento logistico aparenta ser mais fiel a partir deste ponto, tendo em vista que, mais
cedo ou mais tarde, o nimero de casos ird se estabilizar.

Sendo assim, fica nitido que ambas as fungoes falham em modelar a tendéncia do cres-
cimento dos dados reais do ntiimero de casos do COVID-19 na medida em que estendemos

o tempo para além do ponto A.
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Figura 1.8: Comparacao entre os métodos e os dados experimentais

120000 - . .
—— Dados experimentais
Método dos Quadrados Minimos

100000 4 — Crescimento Logistico
80000 -
60000 -

A
40000 -
20000 -
0 e
0 100 200 300 400

Fonte: do préprio autor.
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Capitulo 2

Sistemas Lineares Planares

2.1 Sistemas de Equacoes Diferenciais

Utilizando o conceito abordado por Hirsch, Smale e Devaney (1974), e Boldrini, Costa

Figueiredo e Wetzler (1980), um sistema de equagoes diferenciais ordindrias pode ser

dado por
/
€Ty = fl(t, T1,T9y ... ,[L’n)
/
Ty = f2(t7 L1, T2, . .. 7-Tn)
/
x, = fult,x1,29,...,2,),
onde f; sao funcoes com valores reais de n + 1 varidveis x1, %2, 23, ..., Ty, t, com j =
1,2,...,n. Além disso, f; sao C*°, o que significa que todas as derivadas parciais existem

e sao continuas.
A fim de simplicagao, utiliza-se a forma matricial para a representacao do sistema,

que é do tipo

X' =F(t, X), (2.1)
onde,
I
X= (2.2)
Ty
Uma solugao para esse sistema, é uma fungao do tipo X (t) = (x1(t), z2(t), ..., z.(1)),

que satisfaz a equagao, ou seja

X'(t) = F(t, X (1)), (2.3)
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onde X'(t) = (2 (t), z5(t),..., 2, (t)).

Um sistema de equacoes diferenciais sera dito autonomo, se nenhuma f; depender de

Para o caso do estudo do sistema (2.1), deve-se entender que seu ponto de equilibrio
corresponde a uma solugao constante de X () = xg, xo € R" Vt € R.
Denota-se o espaco vetorial real n-dimensional por R", de modo que R" consiste em

todos os vetores da forma X = (x1,z9,...,2,).

2.2 Equacoes Diferenciais de Segunda Ordem

Inicialmente, utilizando os conceitos abordados por Hirsch, Smale e Devaney (1974)

expoe-se como uma equacao diferencial de sequnda ordem é escrita

2" = f(t,z,2)). (2.4)

Grande parte das modelagens matematicas sao feitas através de equagoes diferencias
de segunda ordem. Para exemplificar, considere o exemplo da sequnda lei de Newton, ou

seja,

mz" = f(x), (2.5)

sendo a constante m real

Outro exemplo é a equacao para um circuito RLC em engenharia elétrica,

LCx"RCx + x = v(t), (2.6)

sendo as constantes L, C, R reais.

E por fim, o oscilador harmonico,

ma” 4+ b’ + kx = f(t), (2.7)

sendo m, b, k constantes reais.

Primeiro, no entanto, nota-se que as equacoes diferenciais de segunda ordem sao uma
subclasse especial de sistemas bidimensionais de equacoes diferenciais que sao definidos
simplesmente introduzindo uma segunda varidvel y = z’

Para exemplificar, considera-se o seguinte exemplo,

2" +ax' +bxr =0. (2.8)

Se y = 2/, pode-se reescrever a equacao (2.8) como um sistema de equagbes primeira

ordem, ou seja,
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r =1

y = —bxr — ay. (2.9)

Um sistema de equacoes diferenciais autonomo em R?, é descrito como,

z' = f(z,y)

Yy =g(x,y). (2.10)

Habitualmente usa-se a notagao em que X' = F(X), onde X = (x,y) e F(X) =
F(z,y) = (f(z,y), 9(z,y)).

A solugao do sistema (2.10) pode ser visto e entendido através de uma curva para-
metrizada no plano da forma (z(t),y(t)), tal que para cada t, o vetor tangente no ponto
(x(t),y(t)) é F(x(t),y(t)), o que indica que a curva de solugao (x(t),y(t)) percorre o plano,
tangente ao vetor dado F'(x(t),y(t)) com base em (z(t),y(t)).

2.3 Sistemas de Equacoes Diferenciais Lineares Pla-

nares

Seguindo os passos de Hirsch, Smale e Devaney (1974), nessa se¢ao é abordado o

estudo do sistema de equacdes diferenciais lineares planares, ou seja

¥ = ax + by
y = cx + dy. (2.11)

onde a, b, ¢ e d sao nimeros reais.

Pode-se reescrever o sistema (2.11) na forma matricial, ou seja,

X' = AX, (2.12)

A= (Z Z) . (2.13)

E de extrema importancia, entender os pontos de equilibrios de um sistema linear.

onde,

A origem é sempre um ponto de equilibrio de sistemas lineares planares (2.11). Para
encontrar outros pontos de equilibrios deve-se resolver o seguinte sistema de equagoes

lineares:

0=ax+ by
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0= cx + dy. (2.14)

Se det(A) = 0, o sistema (2.14) tem infinitas solugoes. Isso implica a existéncia
de infinitos pontos de equilibrios, ou seja, eles podem ser representados por uma reta
passando pela origem. Porém, se det(A) # 0, resulta em apenas um ponto de equilibrio,
sendo esse o ponto (0,0). Todas as afirmagoes dadas sao vélidas caso a matriz A seja nao

nula.

Os sistemas auténomos no R?, tém a seguinte forma,

a' = f(z,y)
y' =g(z,y).
Geralmente, usa-se a notacao abreviada em que X' = F(X), onde X = (z,y) e

F(X)=F(z,y) = (f(z,9),9(,y)).

Tem-se F'(x,y) representado como um vetor, cuja as componentes sao f(z,y) e g(z,y).
Visualiza-se este vetor como sendo baseado no ponto (x,y). Por exemplo, o campo vetorial

associado ao sistema,

na Figura 2.1, tem-se o campo vetorial para a facilitacao da visualizagao.



19

2.4.

Dependéncia Linear

Figura 2.1: Retrato de fase para 2’ =y, = —x.

Fonte: do préprio autor.

Uma solucao deste sistema deve ser entendida como uma curva parametrizada no

plano da forma (z(t),y(t)) tal que, para cada t, o vetor tangente em o ponto (z(t),y(t))

é F(x(t),y(t)). Ou seja, a curva solugao (x(t),y(t)) percorre o plano sempre tangente ao

vetor dado F'(z(t),y(t)) com base em (x(t),y(t)).

2.4 Dependéncia Linear

Para o entendimento dos sistemas de equagoes lineares planares, deve ter-se o conhe-
cimento de topicos da algebra linear. Para isso essa secao tem como intuito estudar a

dependéncia linear.
Utilizando os conceitos abordados por Boldrini, Costa, Figueiredo e Wetzler (1980),

denota-se a dependéncia linear por:

Sejam V' um espago vetorial e vy,...,v, € V. Diz-se que o conjunto {vy,...,v,} é
linearmente independente (LI), ou que os vetores vy, ..., v, sao linearmente independente
se a equacao
ajvy + ...+ a,v, =0, (2.15)
é satisfeita somente para a; = ay = ... = a,, = 0. Caso contrario, se ela é satisfeita com
algum a; # 0, diz-se que o conjunto {vy,...,v,} é linearmente dependente (LD), ou que
., Up sa0 linearmente dependente.

0s vetores vy, . .
., Up} é linearmente depen-

Outra maneira de analisar a dependéncia linear é, {vy,
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dente se, e somente se, um desses vetores for uma combinacdo linear dos outros. De fato,

seja vy, ..., v, sao linearmente dependente, assim

a vy + ... +av; + -+ azv, =0,

com algum dos coeficiente diferente de 0. Suponhamos a; # 0. Entao

v =——(a1v1 + ...+ ajv; + -+ a,vy).
aj;
Logo,
ay G,
Vj=——U1+... = —Up.
a; a;

J J
Portanto, v; é uma combina¢ao linear dos outros vetores. Por outro lado, suponha

que para algum 7,

V; = b1U1 + ...+ bj_l?,lj_l + bj+1?]j+1 4+ ...+ bnvn,

tem-se,
bivi +... —v; + ...+ byv, =0,
com
b = —1,
e portanto,

{v1,..., 0}

é linearmente independente.
Exemplo 1. Verificar a dependéncia linear no R? de {(1,1,0),(1,4,5),(3,6,5)}

Pode-se escrever o conjunto de vetores como: z(1,1,0)+y(1,4,5)+2(3,6,5) = (0,0,0),
logo:

r+y+32=0
r+4y+62=0
oy +5z=0
Escalonando, obtém-se:
r+y+32=0
r+y+32=0

3y+3z2=0 ~
y+2z2=0
S5y + 52 =10
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Conclui-se que x = —2, y = —1 e z = 1, entao tem-se —2(1,1,0) —(1,4,5)+(3,6,5) =
(0,0,0), que estabelece uma relacao de dependéncia entre os trés vetores dados.

Assim os vetores sao linearmente dependentes.

2.5 Autovalores e Autovetores

Inicialmente sera definido o que é um autovalor e um autovetor.
Utilizando os conceitos de Calliolli, Domingues e Costa (1990), se A ¢ uma matriz de
ordem n X n entdao um vetor nao nulo z € R"™ é denominado autovetor de A se Az for

multiplo escalar de x, isto é,
Ax = Az, (2.16)

com algum escalar A. O escalar \ é denominado autovalor de A, e diz-se que x é um
autovetor associado a A .

Em funcao de A, chama-se det(A—\I) = 0 a equagao caracteristica. Assim, a estratégia
para gerar autovetores ¢ primeiro encontrar as raizes da equacao caracteristica. Isso
produz os autovalores. Em seguida, usa-se cada um desses autovalores para gerar, por
sua vez, um autovetor associado.

Tendo isto como base, partira-se para uma explicacao do tema, baseando-se em exem-

x é um autovetor da matriz A pois associa-se z ao autovalor A = 3, pois:

B0

.
Portanto, tem-se que x = [2 é autovetor da matriz A, associado ao autovalor A = 3.

plos, para melhor compreensao.

3 0

Exemplo 2. Seja A = .

3-14+0-2
8§8-1—-1-2

3
6

Azr =

Exemplo 3. Considere a matriz A

1 3
(1) o

A—AIz(l_)\ ; ) (2.18)

Tem-se que,

1 —1-A

Entao a equacao caracteristica é

det(A—I)=(1—-A\)(=1—\) -3 =0. (2.19)
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Simplificando, encontra-se,

N —4 =0, (2.20)

que produz os dois autovalores A = +2. Entao para A = 2, resolve-se a equacao,

(A—2I) ("T) - <O> . (2.21)
Y 0

Na forma de componentes, isso se reduz ao sistema de equacoes

(1-2)z+3y=0
x4+ (—1-2)y =0,

assim, qualquer vetor da forma (3y,y) com y # 0 é um autovetor associado a A = 2. Da
mesma forma, qualquer vetor da forma (y, —y) com y # 0 é um autovetor associado para
A= -2,

2.6 Resolucao de Sistemas Lineares

Os estudos feitos nessa segao terdo como base Hirsch, Smale e Devaney (1974). Como
visto na se¢ao anterior, encontra-se duas raizes reais A; e Ay, com A\; # Ay da equagao
caracteristica, entao pode-se gerar um par de solucoes do sistema de equagoes diferenciais
da forma X;(t) = eV}, onde V; é o autovetor associado a \;. Observa-se que cada uma
dessas solugoes é uma solucao em linha reta. De fato, tem-se X;(0) = V; que é um ponto

diferente de zero no plano. Para cada t, e*'V; é um multiplo escalar de Vj, se \; > 0,

tem-se
tliglo | X;(t)] = o0 (2.22)
e
lim X;(t) = (0,0). (2.23)

A magnitude da solugdo X;(¢) aumenta de modo monétono para oo ao longo do raio
através de V; a medida que t aumenta, e X;(t) tende para a origem ao longo deste raio
no tempo com o sentido contrario. O oposto ocorre se \; < 0, enquanto que, se \; =0, a
solucdo X;(t) é a solucdo constante Vt X;(t) = V.

Para encontrar-se todas as solucoes do sistema, supoe-se que ha dois autovalores dis-
tintos e reais A1 e Ay associados aos autovetores V; e V5. Sabe-se que V; e V5 sao linear-

mente independentes, assim V; e V5, formam uma base no R?, entdo, dado qualquer ponto
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Zy € R?, pode-se encontrar um tnico par de ntimeros reais o e 3 para os quais tem-se,

Considera-se a fungdo Z(t) = aX;(t) + fXs(t), onde X;(t) sdo as solugoes em linha

reta. Tem-se que Z(t) é uma solugao para X’ = AX. Para mostrar isso, faz-se

Z'(t) = aXi(t)+ pX5(t) (2.25)
= aAX(t)+ BAX,(t) (2.26)
= AlaX,(t) + BXs(t)) (2.27)
= AZ(). (2.28)

Assim, mostra-se que Z'(t) = AZ(t), entao Z(t) é uma solugao. Ademais, Z(t) é uma
solugdo que satisfaz Z(0) = Zy. Logo, afirma-se que Z(t) é solugao tnica de X' = AX
que satisfaz Z(0) = Z.

Supde-se que Y (t) é uma outra solugao do tipo Y (0) = Z,, ou seja,

Y(t) = Ct)Vi + p(t)Va, (2.29)

com ¢(0) = a, u(0) = . Por isso,

AY () = Y'(8) = C (Vi + 1 (D) Vi, (2.30)
Mas
AY (t) = C((t)AV] + p(t)AVs. (2.31)
— MCOVi + op(t)Va. (2.32)
Portanto, tem-se
¢ = M) 2.33)
W) = dopult), (2.34)

com ((0) = a e p(0) = B, entdo,

C(t) = aeM’, u(t) = pe, (2.35)

de modo que Y () é de fato igual a Z(t).

Como consequéncia, encontra-se a solucao tnica para o sistema X’ = AX que satisfaz
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X(0) = Zy para qualquer Z, € R%. A coleta de todos essas solugoes é chamada de solugao
geral de X’ = AX. Ou seja, a solugao geral é a colecao de solugoes de X' = AX que
apresenta uma solugio tinica do problema do valor inicial X (0) = Z, para cada Z, € R?.

O Principio de Linearidade é dado por: Suponha que Yj(t) e Y5(t) sao solugoes deste

sistema, e que os vetores Y1(0) e Y2(0) sdo linearmente independente. Entao

X(t) = aYi(t) + AYa(0), (2.36)

¢ a unica solugao deste sistema que satisfaz X (0) = aY1(0) + 5Y2(0).
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Capitulo 3

Retratos de fase para Sistemas

Planares

3.1 Autovalores Distintos Reais

Os estuduos feitos nessa segao terdo como base Hirsch, Smale e Devaney (1974). Ini-
cialmente, considera-se X’ = AX e supoe-se que A tenha dois autovalores reais A\; < Ao.

Ha trés casos para considerar, com \; # 0, que sao:

1. )\1<0<)\2,
2. M1 < Ay <0

3. 0< A\ < Aa.

Para melhor entendimento e visualizacao, exemplos de cada um dos casos citados a

cima.

Exemplo 4. Esse primeiro exemplo, tem como objetivo mostrar um caso em que o retrato

de fase serd uma sela. Inicialmente considera-se o sistema X’ = AX, onde a matriz A é,

)\1 0
() o

Considerando o primeiro caso em que A\; < 0 < Ay, pode-se transformar o sistema
X' = AX em duas equacoes diferenciais de primeira ordem que nao estao relacionadas,

ou seja,

I/ = )\133 (32)

Y = Ay (3.3)
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O proximo passo para a resolucao desse exemplo é encontrar os autovalores e autove-

tores. Para isso é importante a sua equacao caracteristca, que é,

(A=A (A — Ag) = 0. (3.4)

Logo, A1 e Ay sdo os autovalores, e os seus autovetores sao (1,0) e (0, 1) respectiva-

mente. Assim a solucao geral é,

1 0
+ Betet : (3.5)

X (1) = aeMt
(t) 0 )

Como tem-se \; < 0, as solucdes em linha reta da forma ae?(1,0), estao no eixo x
e tende a (0,0) quando t — oo, esse eixo é nomeado como linha estdvel. J&, para Ay > 0
as solugoes 3e*2t(0, 1) estao no eixo y e tendem para longe de (0,0), quando ¢t — oo, esse

eixo é uma linha instavel.

Ademais, as outras solugoes com «, # 0 tendem para co com direcao da linha
instavel, quando ¢t — 0o, ja que x(t) torna-se préximo de (0, fe*?!) enquanto ¢ aumenta.
Ja quando o tempo retrocede essas solugoes tendem para oo na direcao da linha estavel.

Na Figura 3.1 traga-se o retrato de fase do sistema em estudo nesse exemplo. Nesse

caso os autovalores sao do tipo Ay < 0 < Ay. Um ponto de equilibrio de um sistema desse

tipo é chamado de sela.

/

Figura 3.1: Retrato de fase para ' = —z,y = y.

tjt 77 A7

Fonte: do préprio autor.
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Exemplo 5. E possivel ter um exemplo mais complexo, por exemplo. Considere o sistema

X'= AX, onde,
1 3
A= . 3.6
L) 36)

Os autovalores associados a A sao 2 e —2, o autovetor associado a A\ = 2 é o vetor
(3,1), e o autovetor associado a A = —2 é o vetor (1, —1). Logo, tem-se uma linha instdvel

que contém solucoes em linha reta, ou seja,

X (t) = ae* <3> : (3.7)

que tendem para longe da origem quando t — oo. A linha estavel contém as solugoes em

linha reta, ou seja,

Xo(t) = pe™ < ! ) , (3.8)

que tendem para origem quando ¢t — co. Pelo Principio da Linearidade, qualquer outra

solugao assume a forma do tipo,

X(t) = ae* (i’) + Be <_11> : (3.9)

para algum «, 8. Note que se o # 0, quando t — oo, tem-se

X(t) ~ ae* (i’) = X (t). (3.10)

Ademais, se 8 # 0, como t — —o00, tem-se,

X(t) ~ Be2 < 11) = X, (t). (3.11)

Logo, pode-se observar que a medida em que ¢ aumenta a solugao aproxima-se de X (t),
porém, quando ¢ diminui, esta solugdo tende para X3(t). Do mesmo modo ocorrido no

ultimo caso, é possivel ver esse caso no retrato de fase ilustrado na Figura 3.2.
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Figura 3.2: Retrato de fase para ' = x +3y,y/ =x —y .
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Fonte: do préprio autor.

Portanto, generalizando, caso A tenha um autovalor positivo e outro negativo, sempre

encontra-se uma reta estavel e outra instavel, nas quais as solugoes tendem para origem,

ou para longe dela, respectivamente. Todas as outras solugoes se aproximam da reta

instavel quando t — oo, e tendem para a reta estavel quando ¢t — —oo.

Exemplo 6. Nesse exemplo, sera mostrado o caso em que \; < Ay < 0. Considere

X' = AX, onde,
A= (M 0) (3.12)
0 Ao

Pode-se ver que a solucao geral desse sistema é,

X(t) = aeM! <(1)> + Bett (?) : (3.13)

E possivel observar que todas as solugdes tendem a (0,0) quando ¢ — oo um fator de
extrema importancia, é entender como as solucoes se aproximam da origem. Para concluir
isso, é necessario calcular a derivada, a fim de ver a inclinagao, ou seja,

d
d—y, (3.14)
x
de alguma solucao, que tenha g # 0, onde,

z(t) = aeM! (3.15)
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y(t) = Be". (3.16)

Assim:

de  dx/dt  MaeMt Ao

Aot
Como Ay — Ay > 0, as inclinagoes se aproximam de +o00, desde que 3 # 0. Logo, essas
solucoes tendem a origem tangencialmente ao eixo y.
Como A\ < Ay < 0, chama-se A\, de autovalor mais forte e Ay de autovalor mais fraco.
A razdo para isso neste caso particular é que as coordenadas x das solugoes tendem a 0

muito mais rapidamente do que as coordenadas de y. Como pode ser visto na Figura 3.3.

Figura 3.3: Retrato de fase para 2’ = —2x,y = —y
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Fonte: do préprio autor.

Exemplo 7. Nesse exemplo, serd mostrado o caso em que 0 < Ay < A;. Considere

X' = AX, onde,
A O
A= " : (3.18)
0 X

O campo vetorial desse exemplo pode ser considerado como o negativo do exemplo
anterior. A solucao e o retrato de fase permanecem os mesmos, com a diferenca que
agora as solugoes se afastam de (0,0) ao longo dos mesmos caminhos, como pode-se ver

na Figura 3.4.
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Figura 3.4: Retrato de fase para 2’ =2z, =y .
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Fonte: do préprio autor.

3.2 Autovalores Complexos

Os estudos feitos nessa se¢ao tém como base Hirsch, Smale e Devaney (1974). Em
alguns casos, pode vir a ocorrer de as raizes do polindmio caracteristico serem nimeros
complexos. Chama-se essas raizes de autovalores complexos. Vale explicitar que, quando

a matriz A tem autovalores complexos, nao tem-se mais linhas retas como solucao.

Exemplo 8. Considera-se X' = AX, onde,

(o s
() -

sendo 3 # 0. O polindmio caracteristico é A\* + 3% = 0. Logo os autovalores sao niimeros

imaginarios +:3. Para encontrar o autovetor, deve-se resolver AX = AX para A =i, ou

(:Zf —fﬁ) <y> ) (8) - (320)

Logo, encontra-se um autovetor complexo (1,7). Entao a funcao

X(t)=e? (1) : (3.21)

é uma solugao complexa de X' = AX.

seja,
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Utilizando-se a Férmula de Euler e®T%# = e cos(f) + ie®sen() para transformar as

solugoes complexas de sistema real de equagoes diferenciais, ou seja.

Pt = cos(Bt) + isen(St). (3.22)

Portanto, pode-se reescrever a solugao (3.21) da seguinte forma,

X(t) = ( cos(ft) + ilsen(ﬁt) ) _ < cos(ft) —i—isgn(ﬁt) ) ‘ (3.23)
i(cos(Bt) + isen(pt)) —sen(ft) + i cos(ft)
Dividindo X (t) em suas partes reais e imaginarias tem-se,
X(t) = X’/‘e (t) + Zsz (t)7 (324)

onde,

[ cos(Bt) ’ _ sen(ft)
Xoet) = (_ Sen(ﬁ)) s Xim (1) (COSW)) : (3.25)

Portanto, agora pode-se ver que as solugoes X,.(t) e X;,(t) sdo solugdes reais do

sistema em estudo. Ou seja, verificando tem-se,

Xpe(t) +iXp, (1) = X'(t)
= AX(t)
= A(X,e(t) +iXimn(t))
= AX,e(t) + 1AX;(1).

Xre(()) = (;) 7sz(0> = (?) ’ (326)

a combinacao linear dessas solugoes

Ademais, como

X(t) = a1 X, (t) + e Xim(t), (3.27)

onde ¢; e ¢y, sa0 constantes arbitrarias, fornece uma solucao para qualquer problema do

valor inicial.

Afirma-se que essa é a solucao geral da equacgao. Para provar isso, deve-se mostrar
que essas sao as unicas solucoes da equacgao, entao, deve-se supor que esse nao é o caso.

Para isso, considere
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“(t)> (3.28)

outra solucao.
Considere a fungio complexa f(t) = (u(t) + iv(t))e?" diferenciando esta expressao e

usando o fato de que Y(t) é uma solugao da equagao, tem-se f'(¢) = 0. Logo, u(t)+iv(t) é
uma constante complexa vezes e~**. Portanto, tem-se diretamente que Y (¢) é combinacio
linear de Xre(t) e X (t).

Ademais, pode-se observar que cada uma das solugoes é uma funcao periddica, com
periodo igual a 27/8. De fato, o retrato de fase mostra que todas as solugoes estao em
circulos centrados na origem. Esses circulos sao percorridos no sentido horario se § > 0,
sentido anti-horario se § < 0, como visto na Figura 3.5. Esse tipo de sistema é chamado

de Centro.

Figura 3.5: Retrato de fase para o’ = 4x,vy’ = —4x
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Fonte: do préprio autor.

Exemplo 9. Considere X’ = AX, onde,

a
(+ ) -

e a,3#0. A equacao caracteristica agora é A\? — 2a\ + a? + 32 = 0 e os autovalores sao

A = a * . Um autovetor associado a a + (i é determinado pela equagao

(a = (a+1i8))x+ By = 0. (3.30)
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Assim (1,14) é novamente um autovetor. Portanto, tem-se solugoes complexas da forma

X(t) = elriht (1> (3.31)

_ eat< cos(ft) ) (sen t)) (3.32)
—sen(ft cos(5t)

= )+ i Xim(t) (3.33)

Como acima, tanto X,.(t) quanto X;,,(t) produzem solugoes reais do sistema cuja as

condigoes iniciais sao linearmente independentes. Assim encontra-se a solugao geral, ou

seja,

_ ot [ cos(Bt) o [ sen(Bt)
X(t) =ce (_ sen(ﬁt)) + coe (cos(ﬁt)) ) (3.34)

Caso nao tenha o termo e®, tem-se as solucoes enrolando-se periodicamente em
circulos centrados na origem. O termo e* transforma as solugoes em espirais voltadas
para origem quando « < 0 ou para longe da origem quando o > 0. Nesses casos tem-se o

foco atrator na Figura 3.6 e foco repulsor na 3.7, respectivamente.

Figura 3.6: Retrato de fase para 2’ = —x + 3y,y = —3x —
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Fonte: do préprio autor.
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Figura 3.7: Retrato de fase para 2’ = x + 3y, = -3z +y.
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Fonte: do préprio autor.

3.3 Autovalores Repetidos

Os estudos feitos nessa se¢ao tém como base Hirsch, Smale e Devaney (1974). Os

Unicos casos restantes ocorrem quando A repete autovalores reais. Um caso simples ocorre

quando A é uma matriz diagonal da forma,

A0
A= (o A). (3.35)

Os autovalores de A sao ambos iguais a A. Neste caso, todo vetor diferente de zero é

um autovetor desde que,
AV =\V, (3.36)
VYV € R?, portanto, tem-se solucoes da forma,
X(t) = aeMV. (3.37)

Cada uma dessas solugoes estd em uma linha reta que passa por (0,0) e tende a (0, 0)

se A < 0, ou distante de (0,0) se A > 0. Um caso mais sofisticado ¢ quando tem-se,

A1
A= (0 A). (3.38)
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Novamente ambos os autovalores sao iguais a A, mas agora hé apenas um autovetor
linearmente independente dado por (1,0). Portanto, tem-se uma reta como solugao, ou

seja,

X, (t) = aeM (1) : (3.39)

Para encontrar outras solucoes, observa-se que o sistema X’ = AX pode ser escrito

€como,

r=Xr+vy (3.40)
y = \y. (3.41)

Assim, se y # 0, tem-se,
y(t) = BeM. (3.42)

Logo, a equacao diferencial para z(t) é ' = Az + Se*. Esta é uma equacdo auténoma
de primeira ordem. Utilizando o métodos dos coeficientes indeterminados, busca-se

solugoes da forma

v’ = ae™ + pte, (3.43)

para algumas constantes a e u. Inserindo essa suposicao na equagao diferencial tem-se

1 = (3, enquanto « é arbitrario. Portanto, a solu¢ao do sistema é escrita como,

i1 it
e (O) + Be <1> . (3.44)

Note que, se A < 0, cada termo nesta solucao tende a 0 quando ¢t — co. Isto é claro
para os termos ae e Be*. Para o termo Ste* é uma consequéncia da regra de L’Hopital.
Portanto, todas as solugdes tendem a (0, 0) quando ¢ — co. J4, quando A > 0, todas as

solugoes tendem para longe de (0, 0).

3.4 Mudanca de Coordenadas

Os estudos feitos nessa se¢ao tém como base Hirsch, Smale e Devaney (1974). Apesar

das diferencas nos retratos de fase associados, estudou-se apenas trés tipos de matrizes

o) ()6 =
0 u -0 « 0 A

nestas ultimas secoes:
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onde A pode ser igual a p no primeiro caso. Qualquer matriz 2 x 2 que estda em uma

dessas trés formas é dita forma canonica. Dado qualquer sistema linear, ou seja,

X' = AX, (3.46)

pode-se mudar as coordenadas de modo que a matriz de coeficientes do novo sistema
esteja na forma canonica e, portanto, é facilmente resolvida. Para isso, a transformacao

linear em R? é uma funcao T : R? — R?, da seguinte forma,

. (y) . (foiff;) | (3.47)

Ou seja, T' multiplica qualquer vetor pela matriz 2 x 2

<Z Z) . (3.48)

Assim, pensa-se na transformacao linear sendo representada por sua matriz

T = (Z 2) . (3.49)

Ademais, supoe-se que T ¢é invertivel. Isso significa que a matriz T tem uma matriz
inversa S que satisfaz T'S = ST = I onde [ é a matriz identidade 2 x 2. Denota-se inversa

de uma matriz T, por T~'. Como pode ser visto,

1 (d —b
§=—r (_C a). (3.50)

Para que exista inversa de T, detT # 0. No caso detT" = 0, sabe-se que existem

infinitos vetores (z,y) para os quais,

0)-0)

Logo, nao hé matriz inversa nesse caso, pois para cada vetor seria necessario,

Oy

Assim, a matriz 2 x 2 T é invertivel se e somente se det T" # 0.
Agora, em vez de considerar-se um sistema linear X’ = AX, considera-se um sistema

diferente, ou seja,

Y' = (TTAT)Y, (3.53)

para alguma transformagao linear invertivel 7. Observa-se que se Y (t) é uma solugao
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deste novo sistema, entao X (t) = TY (t) resolve X’ = AX, pois

(TY () = TY'(t)
= T(TTAT)Y (1)
= A(TY (1)),

como requerido. Ou seja, a transformacao linear T' converte solugoes de Y/ = (T1AT)Y
para solucoes de X’ = AX. Alternativamente, 7! toma solucoes de X’ = AX para
solugoes de Y' = (T *AT)Y.

Portanto, pensa-se em T como uma mudanca de coordenadas que converte um dado
sistema linear em outra cuja matriz de coeficientes é diferente. O que espera-se ser capaz
de fazer, é encontrar uma transformagcao linear T que converta o sistema dado em um

sistema da forma Y’ = (T"'AT)Y que é facilmente resolvido.

3.5 Plano Traco-Determinante

Os estudos feitos nessa se¢ao tém como base Hirsch, Smale e Devaney (1974). Seja a

A= (Z Z) . (3.54)

Sabe-se que os autovalores sao as raizes da equacao caracteristica, que pode ser escrita

matriz,

como,

N —(a+d)\+ (ad — bc) =0 (3.55)

O termo constante nesta equacao é det A. O coeficiente de A é a quantidade a + d que
é chamado de trago de A e é denotada por trA.

Assim, os autovalores satisfazem,

N — (trA))\ +det A = 0, (3.56)
e sao dados por
1
A= 5(zfxrA + +/(trA)? — 4det A). (3.57)
Observa-se que Ay + A = trd e A, A_ = det A, ou seja, o traco é a soma dos

autovalores de A enquanto o determinante é o produto dos autovalores de A.
Também escreve-se T = trAd e D = det A. Conhecer T' e D mostra os autovalores de A

e, portanto, praticamente tudo sobre a geometria de solucoes de X’ = AX. Por exemplo,
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os valores de T' e D dizem se os focos sao para dentro ou para fora da origem.

Pode-se exibir essa classificacao visualmente por um quadro no plano traco determi-
nante. Nesta imagem, uma matriz com traco 7" e determinante D corresponde ao ponto
com coordenadas (7T, D). A localizagao deste ponto no plano T'D entdo determina a
geometria do retrato de fase.

Por exemplo, o sinal de T? — 4D. mostra que os autovalores sao:
) )

e Complexo com parte imagindria diferente de zero se T? — 4D < 0;
e Real e distinto se 7? — 4D > 0;

e Real e repetido se T? — 4D = 0.

Assim, a localizagao de (T, D) em relagao a parabola T2 —4D = 0 no plano T'D mostra
todas as opgoes de autovalores de A.
Tratando-se de retratos de fase tem-se que se 7% — 4D < 0, entao a parte real dos

autovalores é T'/2, e assim tem-se:

e Foco atrator se T < 0;
e Foco repulsor se 7' > 0;

e Centrose T = 0.

Se T? — 4D > 0 tem-se uma divisao semelhante em casos. Nesta regidao, ambos
autovalores sao reais. Se D < 0, entao temos uma sela. Isso segue, pois D é o produto
dos autovalores, um dos quais deve ser positivo e o outro negativo. Equivalentemente, se

D < 0, calcula-se,

T? < T? — 4D, (3.58)

de modo que

+T < VT2 —4D. (3.59)

Assim, tem-se,

T+VT2—4D >0 (3.60)

T —VT?—14D <0, (3.61)

entao os autovalores sdo reais e tém sinais diferentes. Se D > 0 e T' < 0 entao ambas

T+VT?2—4D < 0, (3.62)
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3.5. Plano Trago-Determinante

6 repulsor.

’

trator. Da mesma forma, 7> 0 e D > 0 indicam uma n

z

-S€ NnNo a

entao, tem

Quando D = 0e T # 0, tem-se um autovalor igual a zero, enquanto ambos autovalores

T =0.
Tracar todas essas informagoes citadas no plano T'D da uma visao resumida de todos

desaparecem se D

os diferentes tipos de sistemas lineares. As equacoes vistas anteriormente, particionam o

plano T'D em vérias regioes nas quais os sistemas de um determinado tipo esta. Isso pode

ser visto na Figura 3.8

Figura 3.8: Plano trago-determinante

Fonte: do préprio autor.
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3. Retratos de fase para Sistemas Planares
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Capitulo 4

Aplicacoes em Crescimento de

Tumores

4.1 Nocoes Biolégicas do Cancer

Essa secao é baseada nos conceitos abordados pelo Instituto Nacional de Céancer.
Cancer é a nomenclatura recebida pelo conglomerado de aproximadamente 100 tipos
diferentes de doengas nao benignas, que tém o crescimento desordenado de células em
comum. Através da metdastase, as células se dividem rapidamente e propendem a serem
incontrolaveis e nocivas.

Ha diferentes tipos de cancer e isso esta ligado diretamente com os diferentes tipos de
células existentes no corpo, que definem o crescimento de diversos tipos de tumores, outra
divergencia sao as diferentes velocidades de divisao entre as células e sua capacidade de

adentrar-se nos tecidos e 6rgaos.

4.2 Crescimento

Utilizando os conceito de Boyce e DiPrima (2010) e Domingues (2011), a modelagem
matematica pode ser feita de diversas formas, porém é de grande valia analisar qual
ferramenta matematica ird beneficiar e facilitar o processo da mesma.

No caso estudado foi notado que a FEquacdo de Gompertz se adéqua muito bem ao
crescimento de tumores, tendo o viés de que é notéria a visualizacao dos parametros
juntamente a sua funcao como variavel para o crescimento tumoral.

Atualmente, a Equagao de Gompertz vem sendo utilizada para a modelagem de cres-
cimento tumorais, mas também para outras area da Biomatemdtica. A equacao esta com

parametros ja adequados para o crescimento de tumores, ou seja,

dN K
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Sendo N(t) a populagao de células tumorais em um determinado instante ¢, r é a
constante de crescimento intrinseca das células, sendo r > 0, K é o tamanho méximo que
um tumor pode atingir com os nutrientes disponiveis no corpo, ou seja, ¢ a capacidade de
carga de um tumor.

Mesmo tendo a capacidade K, ha um limite que a carga tumoral pode assumir, sendo
essa na ordem de 10'? células, além disso esse limite nao pode ser ultrapassado.

A Equacao de Gompertz é uma equagao diferencial ordindria de primeira ordem
passivel de resolugao via P.V.I (Problema de Valor Inicial). Para a solugao deve-se consi-

derar que N(0) = ng, ou seja, considere o P.V.I.,

0 viom(d) 0
N(0) = ng

Resolvendo o P.V.I (4.2), obtem-se como solugao a fun¢ao N(t), que expode a populagao

de células tumorais em funcao do tempo ¢

N(t) = Ke 2(#)e (4.3)

Pode-se observar que ng, representa a quantidade de células no instante t = 0, ou seja,
no momento inicial do crescimento desordenado.

E necessdrio o entendimento de que cada cancer tem um crescimento diferente dos
outros, portanto os estudos serao centralizados no cancer de prostata, para que assim
os parametros da equacao sejam substituidos por valores condizentes com determinada
enfermidade.

Substituindo os valores obtidos em relacao ao cancer de préstata obtidos por Fair,
Heston Cordon-Cardo (1979) e Friberg, Mattson (1997), tem-se a fungao,

N(t) — 10136—29,934670’079&. (44)

Considera-se o inicio do cancer quando Ny = 1, ou seja, o nimero de células can-
cerigenas ¢ igual a 1. Uma grande caracteristica do cancer de préstata, é seu crescimento
lento, podendo levar aproximadamente quinze anos para ocupar lem?. Sabe-se que o tu-
mor com lem? é relativo ao peso de 1¢g e o conglomerado de aproximadamente 10 células
tumorais.

O tamanho maximo que um tumor chega, é caracterizado pela sua fatalidade com a
pessoa enferma, muitas das vezes a faléncia ocorre quando o tumor tem a massa de 1Kg
aproximadamente.

De acordo com Folkman (1971), uma grande caracteristica de um tumor, é sua ca-
pacidade de realizar metdstase, sendo que o inicio ¢ dado pelas condigoes de oxigenacao

e nutricao, além de ser necessario o volume de no minimo 3mm?

. Satisfaz apenas es-
sas condigoes, se o tumor desenvolve a capacidade de ter a producao de novos vasos

sanguineos, esse processo chama-se angiogénese ou neovascularizagao
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4.3 Resultados

Os resultados obtidos, baseiam-se nos dados advindos de estudos feitos acerca do

cancer de prostata, que dar-se-ao em topicos:

e Tamanho maximo para o desenvolvimento da angiogénese, quando N (t) = 1.10°, ou
seja
1.100 = 10!3¢ 299347207 (4.5)
Logo, t = 7,80 anos;

e Ponto minimo para o desenvolvimento de uma metdstase, quando N (t) = 3.10%, ou

seja,
3.100 = 10329934770 (4.6)
Logo, t = 8,69 anos ;
e Massa tumoral de 1g, quando N(t) = 1.10°, ou seja,
1109 — 1013672979346_0’079&. (47)
Logo, t = 14,86 anos;
e Massa tumoral de 1kg, quando N(t) = 1.10'2, ou seja,
1.1012 = 103299347707 (4.8)
Logo, t = 32, 34 anos;
. 5 1.1013 .
e Ponto de inflexao, quando N(t) = , Ou seja,
11013 _ 10136_297934670,0791%' (49)

e

Logo, t = 42,86 anos.

Graficamente é possivel visualizar quando N (t) — k, através da Figura 4.1 é possivel
visualizar e entender, que é o ponto de estabilidade, aproximadamente 130 anos, sendo
assim, naturalmente o cancer de prostata nunca sera estabilizado, pois os humanosnao
atingem essa idade. O grafico descreve a quantidade de células tumorais em funcao do

tempo.
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Figura 4.1: Crescimento Tumoral

13618
12618
11E13

1E13

%12

12

7E12

6E12

sE12

412

12

212

1E12

-1E12

Fonte: do préprio autor.

Ja na Figura 4.2 foi possivel observar que o cancer de préstata, se descoberto ainda
no inicio, ou seja, aproximadamente apds 10 anos do inicio, tem uma maior chance de
reversao e tratamento da doenca, pois ainda nao houve um crescimento elevado das células
tumorais. O aumento explosivo inicia-se aproximadamente apds 25 anos do inicio do

crescimento desordenado.

Figura 4.2: Crescimento Tumoral nos primeiros 20 anos
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Capitulo 5
Consideracoes Finais

Ao concluir essa monografia, foi possivel perceber o avango e o aprendizado de topicos
relacionados a area de equacoes diferenciais, podendo o discente associar os topicos estu-
dados com o mundo ao seu redor, através das aplicacoes estudadas, possibilitando-o uma
melhor compreensao.

O discente sempre teve interesse em usar a matemédtica para ajudar a sociedade,
especificamente na area da saide. Neste trabalho foi possivel analisar o crescimento
de tumores e até mesmo a dinamica populacional de casos de COVID-19 na cidade de
Sorocaba no interior do estado de Sao Paulo.

E de extrema importancia ressaltar que todos os objetivos inicialmente expostos foram
alcancados; Através desse trabalho, o discente aprendeu a utilizar o software Mathematica
e familiarizar-se com suas ferramentas e funcionalidades, assim como utilizar a linguagem
de programacao Python para a compilacao de graficos. Realizou-se diversas pesquisas
bibliograficas para o fundamento tedrico. Foi possivel adquirir conhecimentos de escrita
no software IXTEX, onde esse mesmo trabalho foi escrito. Ademais, o discente aprimorou
os conhecimento matematicos.

Portanto, conclui-se que o discente expandiu sua afinidade pelo tema, e pretende dar
continuidade nos estudos aqui abordados, através de pds graduagao, como mestrado e

doutorado.
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