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RESUMO

O presente trabalho foi desenvolvido no &mbito de uma revisao bibliografica constituida por
livros e artigos cientificos que discorrem acerca da histdria das chamadas fungdes de Bessel, e
objetivou percorrer o caminho do seu desenvolvimento até a sua consolidagdo como uma classe
de funcBes especiais no século X1V. Sua multiplicidade de aplicagdes, que vdo desde equacbes
da onda até problemas de mecénica celeste, fez com essas fungdes tenham aparecido nos
trabalhos de diversos nomes famosos da ciéncia, antes mesmo de Friedrich Wilhelm Bessel, té-
la encontrado em seus estudos sobre 0 movimento planetario. Alem disso, nessa monografia foi
estudada a biografia de Bessel, visando principalmente suas contribuicdes para a Matematica,
e alguns dos problemas aos quais ele se dedicou. Destaca-se aqui o problema de Kepler, para o
qual sera apresentado uma abordagem simplificada daquela desenvolvida por Bessel, fazendo
uso do seu método de expansdo em series trigonométricas.

Palavras-chave: Funcdes de Bessel. Kepler. Séries Trigonomeétricas. Histdria da Matematica.



ABSTRACT

The present work was developed in the context of a bibliographic review consisting of books
and scientific articles about the history of the so-called Bessel functions, and aimed to follow
the path of their development until their consolidation as a class of special functions in the 19th
century. Its multiplicity of applications, ranging from wave equations to problems of celestial
mechanics, made these functions appear in the work of several famous names in science, even
before Friedrich Wilhelm Bessel, had found it in his studies of planetary motion. Moreover, in
this monograph the biography of Bessel was studied, mainly aiming at his contributions to
mathematics, and some of the problems to which he devoted himself. Here the Kepler problem
is emphasized, for which a simplified approach to that developed by Bessel will be presented,
making use of his method of expansion into trigonometric series.

Keyword: Bessel Functions. Kepler. Trigonometric Series. Math History.
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1 INTRODUCAO

Funcdo de Bessel, também chamada funcéo de cilindro, € qualquer uma de um conjunto
de funcbes matematicas que séo solucdo para uma Equacdo transcendente também conhecida
como equacdo de Bessel. Seu surgimento consta por volta do século XVII, ganhando maior
relevancia quando elas foram sistematicamente investigadas, primeiramente por Friedrich
Wilhelm Bessel (1784-1846), talvez o mais destacado astronomo do seu século, em 1824, e em
razdo disso séo designadas em sua homenagem. Ele as utilizou pela primeira vez para explicar
0 movimento dos corpos celestes, com a funcdo de Bessel emergindo na expansdo em série da
perturbacao planetaria.

O trabalho de Bessel com essas fungdes obteve reconhecimento da comunidade
cientifica, motivando diversos trabalhos subsequentes dedicados ao assunto, com destaque para
o trabalho de G. B. Mathews (1861-1922), publicado em 1895, “Um tratado sobre as fung¢des
de Bessel ¢ suas aplicagdes a fisica”, e escrito em colaboracdo com Andrew Gray (1847-1925).
Esse livro apresenta, principalmente, métodos matematicos para analisar problemas de valor de
contorno em coordenadas cilindricas na fisica classica, ou mais precisamente, aplicacbes na
engenharia como, por exemplo, vibracbes de membrana, hidrodindmica, difracdo, fluxo de
eletricidade, calor entre outros (MATHEWS; GRAY, 1966). Em suma, o livro de Mathews e
Gray (1966) é adequado como um texto suplementar para quem pesquisa o contexto histérico
das funcdes de Bessel, embora o texto mais completo continue sendo o livro de G. N. Watson
(1886-1965), “Um Tratado sobre a Teoria das Fun¢des de Bessel”, a fonte padrao de informagao
sobre funcgdes de Bessel, e que aqui é utilizado como uma das principais referéncias (WATSON,
1966). Quando Bessel estava investigando o movimento dos planetas nem deve ter passado por
sua cabeca que 0os métodos matematicos que ele estava desenvolvendo renderiam uma literatura
tdo vasta sobre o assunto. As 36 paginas de referéncias do livro de Watson, que cobrem apenas
0 periodo até 1922 (ano de sua publicacdo) ddo uma ideia dessa dimenséo.

No entanto, por cerca de um século antes, casos particulares foram obtidos em
importantes pesquisas em mecanica, astronomia e condugéo de calor por D. Bernoulli (1700-
1782), L. Euler, J. L. L. Lagrange (1736-1813), J. B. J. Fourier (1768- 1830), S. D. Poisson
(1781- 1840) entre outros. Para entender melhor esse periodo, € interessante uma leitura de um
artigo mais recente e breve acerca da historia das funcdes de Bessel, publicado por J. Dutka
(1995). O autor se estende mais em discussdes dos problemas considerados pelos primeiros

investigadores da funcgdo de Bessel, abordando com mais profundidade os desenvolvimentos na



segunda metade do século XVIII e primeira metade do seculo dezenove. Muito do seu material,
Dutka(1995) extraiu do prodigioso trabalho de Heinrich Burkhardt (1861-1914), que é uma
importante referéncia em historia da matematica, também publicou trabalhos em analise,
particularmente a teoria das séries trigonomeétricas.

As funcdes de Bessel, sdo talvez as mais extensamente tabuladas das funcGes
transcendentes. Na medida em que a tecnologia e a fisica aplicada continuam a se desenvolver,
novas aplicagdes das funcdes de Bessel surgem na modelagem dos mais diversos fenémenos,
mas elas sdo importantes também em matematica pura em conexao com problemas de teoria
dos numeros, transformadas integrais, calculo de integrais, teoria de equacdes diferenciais etc.

O objetivo principal deste trabalho é fornecer um tratamento inicial historico sobre as
funcdes de Bessel, descrevendo matematicamente alguns dos problemas fisicos que levaram a
esses desenvolvimentos. Como objetivos especificos:

¢ Reuvisar os principais trabalhos que abordam o assunto e complementar essas contas de
forma a tornar os conceitos envolvidos mais palataveis para o publico em geral.

e Chamar a atencdo para o importante, mas pouco conhecido, trabalho de Bessel sobre
séries trigonometricas, publicado independentemente e antes do tratado de J. B. J.
Fourier.

Em muitos casos, a notagéo original foi modernizada e segue a de Watson. As provas
originais dos resultados obtidos pelos primeiros investigadores foram frequentemente
substituidas por provas mais simples ou mais breves tratamentos para torna-los mais acessivel.
No primeiro capitulo foi estudada a biografia de Bessel bem como alguns de seus trabalhos,
destacando suas contribuicdes para a Matematica. O capitulo seguinte parte da discussao de
elementos da elipse e das Leis de Kepler do movimento planetério, para entdo deduzir a famosa
equacao de Kepler, importante em mecanica celeste, segue com a estratégia de solucdo proposta
por Lagrange sendo apresentada. O proximo capitulo apresenta uma breve discussao acerca das
motivacgdes no trabalho de Bessel como matematico e, por fim, no Gltimo capitulo, a equacédo

de Kepler é resolvida com o auxilio das séries de Fourier e fungdes de Bessel.
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2 ASPECTOS HISTORICOS

Os aspectos historicos da vida e obra de Bessel constitui 0 tema desse tdpico.
Personagem central no desenvolvimento dos métodos matematicos abordados nesse trabalho,
aqui serd apresentado um breve resumo de sua biografia, retratando suas vivéncias, algumas
das suas maiores influéncias como cientista, e o legado que o astronomo deixou principalmente

para a matematica.

2.1 DE COMERCIANTE A ASTRONOMO

As funcbes de Bessel recebem esse nome em homenagem a F. W. Bessel (Figura 1),
astrbnomo alemdo nascido em Minden na Vestfalia, atual Alemanha. Bessel frequentou o
ginasio em Minden por quatro anos, mas ndo parecia ser muito talentoso, achando o latim
dificil. O gosto pelos mapas e navegagdo levaram-no a escolha de uma carreira mercantil e, em
janeiro de 1799, aos 14 anos, ele deixou a escola para se tornar aprendiz na firma do ramo, a
Kulenkamp em Bremen. La ele desenvolveu seu interesse por observar o céu como forma de
aprimorar a precisdo das navegacdes maritimas, e com esse propdsito mergulhou a fundo no

estudo de astronomia.

Figura 1. F. W. Bessel (1839).

Fonte: (LAWRYNOWICZ, 1995).
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A histéria da Matemética quase ndo se detém em Bessel, embora seu nome seja
invocado adjetivamente na Matematica quase tanto quanto de outros matematicos puros como
Abel. De fato, o seu nome € mais reconhecido pelo seu trabalho como astrénomo, onde
certamente vai figurar entre os mais importantes do século XIX. Diretor do observatorio da
universidade de Konigsberg, onde lecionou em diversas disciplinas até o fim de sua vida,
publicou seu primeiro trabalho enquanto ainda trabalhava no porto em Bremen, a partir de
dados observacionais antigos ele calculou a orbita do cometa Halley. Seu interesse profundo
pela astronomia fez com que ele tomasse coragem para se apresentar a H. W. M. Olbers (1758-
1840), famoso médico e astronomo, e submetesse a ele os seus calculos. Olbers ficou
impressionado pelo trabalho do jovem Bessel, e enviou imediatamente para publicacao,
decidindo também que o manteria sob sua supervisao (FLORIAN CAJORI, 1999).

Em 1806, Olbers conseguiu um emprego para o seu jovem pupilo na vizinha Lilienthal
como assistente de mais um astrénomo que se dividia entre duas carreiras, 0 magistrado chefe
J. H. Schroter (1745-1816). O salario anual, segundo Olbers, era baixo, mas Bessel colocaria
as suas maos em algum equipamento astronémico de primeira qualidade. Simultaneamente, a
empresa Kulenkamp ofereceu a Bessel uma posicdo permanente com um salario sete vezes
superior ao que Schroter ofereceu. Sem davidas a questdo financeira o deixou hesitante, ainda
mais pela sua origem humilde. Embora nunca tenha tentado uma carreira eclesiastica, Bessel
reunia alguns requisitos, ja que estava disposto a renunciar a uma vida de riqueza, conforto, e
prestigio como homem de negdcios para devotar a vida a estudar e observar as estrelas, mesmo
que isso significasse uma existéncia modesta. Até mesmo no latim, que outrora foi um obstaculo
no colégio, Bessel se tornou proficiente, aprendendo sozinho o idioma, o que provavelmente
sugere que a escola falhou em inspira-lo.

Seu entusiasmo pela astronomia o fez largar a carreira que construiu no comércio para
se dedicar a ciéncia. Ele fez as suas malas e, em 14 de margo de 1806, dirigiu-se para Lilienthal.
No entanto, Schréter, como astrbnomo amador, estava mais interessado em mapear a superficie
lunar e encontrar outros cometas que passassem pelas lentes do seu telescopio, que com o passar
do tempo foi se mostrando insuficiente para a linha de pesquisa em que Bessel gostaria de
trabalhar: fazer uma medida precisa da posicéo das estrelas e calcular a paralaxe estelar. Até
que, em novembro de 1809, uma feliz convergéncia de circunstancias veio de encontro as suas
ambicdes e mudou novamente os rumos de sua vida. Ele recebeu uma carta com uma oferta de
trabalho que parecia a altura dos desafios que Bessel estava buscando.

Friedrich Wilhelm I11, Rei da Prussia, tinha autorizado a constru¢cdo de um novo
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observatorio estatal na universidade de Konigsberg, na antiga Prussia, onde atualmente fica
Kaliningrado, cidade Russa. O observatério estaria equipado com os melhores instrumentos do
mundo. E Alexander von Humboldt, o notavel explorador, naturalista, e conselheiro cientifico
do Rei, tinha recomendado Bessel como diretor das novas instalagdes (HIRSHFELD, 2013).
Muito se especula sobre a influéncia de J. C. F. Gauss (1777-1855), para que Bessel assumisse
essa posicdo, e ndo seria a primeira vez que o matematico intercederia em favor de Bessel, de
acordo Lawrynowicz (1995) teria sido a interferéncia dele, juntamente com Olbers e Schroter,
que teriam evitado que o jovem, na faixa de idade para recrutamento, servisse no exercito
napolednico, que até entdo ocupava a regido de Vestfalia (LAWRYNOWICZ, 1995).

Durante séculos, as estrelas tinham se tornado para o astrbnomo uma espécie de sistema
de coordenadas, marcos fixos a partir dos quais se pode medir a posicdo de um objeto em
movimento. Na verdade, desde a época da Grécia Classica, ha mais de 2 mil anos, ja se
produziam catalogos com as posi¢cdes de objetos astronémicos, Para dar um exemplo préatico
dessa importancia, uma mudanca sutil no caminho de um planeta pode indicar a presenga
(através da forca gravitacional) de um planeta ndo descoberto em qualquer outra parte do
sistema solar, essa ideia vai ser explorada mais afundo adiante, sé isso ja evidencia a urgéncia
que Bessel tinha em determinar de maneira dirimir os erros da posicdo da malha estelar nos
catédlogos do inicio do século XIX, que para ele eram muito imprecisos. Tal mudanca néo
poderia ser detectada se a malha estelar contra a qual é medida for mal determinada.

N&o é preciso dizer que o seu instinto cientifico o conduziria diretamente a topar a
empreitada, mas para isso era preciso rumar mais a leste da Prussia. Os préximos anos de
pesquisa Bessel dedicaria a fazer a medicao precisa da posicdo de centenas de estrelas. Ele a
ajudou a planejar e viabilizar a construgdo do observatorio de Konigsberg no qual trabalhou

como astronomo-chefe até o fim de sua vida.
2.2 A CONSTRUCAO DE UM LEGADO

Bessel passou a fazer medicGes posicionais confiaveis de Sirius, a estrela mais brilhante
do céu, que acabaram por revelar que ela estava lentamente mudando de posicao, fato que levou
0 astrbnomo a conjecturar que ela estivesse sendo puxada em drbita pela gravidade de outra
estrela. Em 1844, Bessel concluiu que Sirius tem uma companheira até entdo invisivel, teoria
gue s6 pode ser posteriormente confirmada pelo fabricante de telescopios A. G. Clark (1832-
1897), em 1862 (HOLBERG, 2009). Por fim, o periodo orbital entre Sirius A e Sirius B em

torno uma da outra acabou sendo estimado em cerca de cinquenta anos.
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A Bessel é creditada a primeira medi¢do aproximada da distancia de uma estrela a Terra
(61 Cygni em 1838) pelo método da paralaxe, um trabalho longevo que vinha sendo estudado
desde seu periodo em Lilienthal. Ao final dos anos 1830, Bessel era um dos trés astrébnomos a
atingir o feito de medir a paralaxe anual de uma estrela, com destaque pelo rigor, precisao e
confiabilidade de seus célculos e dados. O seu interesse no assunto, no entanto, vem desde
muito novo, sendo seu primeiro trabalho publicado no ano de 1805. Foi durante os primeiros
anos da sua carreira como astronomo que grande parte do trabalho de base vital para este feito
foi realizado (WILIAMS, 1981). Essa citacdo revela o carater prodigioso do trabalho de Bessel,
gue chamou a aten¢do de grandes nomes da ciéncia, como, por exemplo, o ja citado médico e
astronomo Olbers. Lawrynowicz (1995), em seu livro bibliogréafico sobre Bessel conta que,
certa feita, Olbers deixou-o com dados observacionais de um novo cometa com um pedido para
calcular sua orbita, trabalho que Ihe tomaria algumas semanas na expectativa de Olbers, que
era proficiente em calculo, mas o quéo grande foi 0 seu espanto quando mais tarde naquele dia
seu jovem amigo trouxe o trabalho acabado. Para todo o célculo Bessel teria despendido apenas
4 horas!

Foi Olbers quem o apresentou ao matematico Gauss, dando inicio a uma amizade de 42
anos. Bessel 0s enxergava como seus mentores, ele soube cultivar boas relacdes de amizade
que deixaram um célebre legado na historia da matematica, trabalhando ndo apenas no sentido
de ampliacdo das aplicacdes praticas da matematica, como também do desenvolvimento da
analise matematica como o instrumento chave para modelagem dos mais diversos fenémenos,
mesmo que algumas vezes 0 embasamento e rigor teorico, até mesmo pela falta dele a época,
fosse deixado de lado (DUNNINGTON, 2012). Foi o caso, por exemplo, do trabalho de Bessel
em séries trigonométricas, que sera visto mais adiante, ja que a teoria de convergéncia dessas
séries s6 foi formalizada alguns anos depois dos trabalhos publicados por Bessel.

Em relacdo a modelagem, esse € um periodo no qual a matematica estava passando por
uma revolucao. A tentativa de entender problemas fisicos levaram a modelos matematicos, que
sdo algum tipo de formula para expressar relacdes, tal como a proposta por Kepler relacionando
algumas propriedades geométricas no movimento eliptico dos planetas (WILLIAMS, 1981). A
partir do desenvolvimento do célculo no século X V1, essas equacdes gradualmente comegaram
a relacionar funcdes e suas derivadas, desempenhando papel importante no avanco da pesquisa
cientifica da época e abrindo caminho para esse novo ramo da Matematica. No entanto, o
desenvolvimento teorico deste novo conceito, Equacdes Diferenciais Ordinarias, tem suas
origens enraizadas em um pequeno numero de problemas. Esses problemas e suas solucbes

levaram a uma disciplina independente com a solugéo de tais equagdes como principal objetivo.
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Entre as equacdes diferenciais lineares de segunda ordem, uma em especial recebe o
nome de Bessel e sera apresentada mais adiante. Sua solucdo é uma classe de funcdes que
ajudou a revolucionar a relacéo da ciéncia observacional com a Matematica séculos atras, visto
as muitas aplicacdes em situacOes fisicas variadas, como, por exemplo, a distribuicdo de
temperatura em uma placa circular e a forma de uma membrana vibrante.

Como se pode perceber, basta uma breve introdugdo para entender por que o nome
Bessel aparece intimamente ligado a tantos conceitos matematicos. Em relagdo ao legado
deixado por Bessel como matematico, J. F. W. Herschel escreveu:

Como matematico, Bessel ocupa, sem duvida, uma posicdo elevada; ndo, de fato,
como um criador original nas caminhadas abstratas da analise pura, mas sempre com
vista a aplicagdes, nas quais, qualquer que seja a ocasido que requeira o seu esforgo,

a sua pericia nunca foi considerada desigual para a tarefa em maos,
independentemente da dificuldade (...)(HERSCHEL, 1847).

De fato, o trabalho de Bessel em relacdo as funcbes que levam seu nome, ndo é
propriamente dito original, tanto que o proprio Bessel se admite surpreso a Olbers, por ser o
primeiro a perceber a relacdo entre essas fungdes e a Equacdo de Kepler, em correspondéncia
datada do ano de 1818. Mas, se hoje em dia, essa solucéo elegante para diversos fendmenos
fisicos é reconhecida como uma classe de funcGes especiais, a relevancia dessa teoria deve-se
muito aos estudos de Bessel, que as pds na sua forma atual. A série de Lagrange juntamente
com as transformadas de Laplace, tinham sido até entdo, consideradas como o melhor método
para resolver o problema de Kepler (para expressar as quantidades varidveis em movimento
planetario em funcdo do tempo ou anomalia média); contudo, 0 método utilizado por Lagrange,
como serd abordado mais adiante, € indireto e complicado, pois sua solu¢do na forma de uma
expansdo em série requer o calculo de coeficientes, o que é particularmente complicado para
um numero moderadamente grande deles. Nesse sentido, a técnica utilizada por Bessel
representou um avango € pela primeira vez “suas” fungdes foram utilizadas de forma
proeminente.

Bessel, ao ver a solucdo para o problema de Kepler dada no livro Mecanica Analitica
de Lagrange, achou-a meio desajeitada. Como resultado, ele desenvolveu um método mais
elegante de solugdo, com seu refinamento caracteristico, envolvendo séries trigonométricas
infinitas, hoje em dia conhecidas como séries de Fourier, cujos coeficientes produzem as
funcOes tema desse trabalho (DUTKA, 1995).

Na mesma linha que Dutka, Baricz (2010) escreve que Bessel examinou em pormenor
as fungdes que hoje levam seu nome, ele as incorporou em um estudo de perturbacGes

planetarias, detalhando que as fungdes de Bessel aparecem como coeficientes em uma expansio
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em série da perturbacdo indireta de um planeta, ou seja, 0 movimento do Sol causado pelo corpo
perturbador (BARICZ, 2010). Quem também sustenta essa afirmacdo é Bottazzini e Gray
(2016), para eles Bessel apresentou a equacao que leva o seu nome em 1824, no decurso de
uma tentativa bem-sucedida de separar duas formas em que um planeta perturba a 6rbita de
outro. Uma é por atracao gravitacional direta, a outra é por perturbacdo do movimento do Sol
(BOTTAZZINI; GRAY, 2016).

Em sua famosa obra de memorias escrita em 1824 e publicada no ano de 1826, Bessel
introduziu formalmente esse conceito, mostrando que suas funcbes satisfazem a equacgéo
diferencial parcial (EDP), a equacdo de Bessel, no entanto, sem fazer uma referéncia explicita
a equacao de Kepler (COLWELL, 1992). Ficou demonstrado por Bessel que esses problemas
fisicos eram casos particulares de uma EDP, que algum tempo depois se provaria ser derivada
por uma transformacdo elementar de outra conhecida como equacdo de Ricatti (WATSON,
1920). O Conde Jacopo Francesco Ricatti (1676-1754) foi um matematico e fildsofo italiano
que introduziu a ideia de resolver a equacgédo de segunda ordem com o seu nome, reduzindo-a a
uma equacéo de primeira ordem. Posteriormente, Lord Rayleigh (1842-1919) mostrou a relagédo
entre as funcbes de Bessel e Laplace, mas elas sdo, no entanto, encaradas como um sistema
distinto de funcdes transcendentes (SMITH, 1906).

2.3 CONTRIBUICOES EM SERIES TRIGONOMETRICAS INFINITAS

Além de generalizar as funcfes que estdo prestes a serem consideradas nesse trabalho,
Bessel também desenvolveu trabalhos com fungbes periddicas em séries trigonométricas
infinitas, ideia que também foi anteriormente investigada por grandes nomes da matematica,
sendo que o0 seu nome poucas vezes citado como um dos contribuidores para essa teoria.
Todavia, autores da biografia de Bessel destacam esse trabalho como uma prova da sua
genialidade matematica. O conceito que ficou conhecido como série de Fourier, consiste em
uma série infinita usada para resolver tipos especiais de equacdes diferenciais. Em seu trabalho
sobre a historia das fungdes de Bessel, usado como uma das principais referéncias deste
trabalho, Dutka cita que o desenvolvimento de uma funcdo em uma série infinita de maltiplos
de cossenos foi considerado por alguns dos mais proeminentes nomes da Matematica no
periodo (DUTKA, 1995).

A equacéo da onda que rege a vibracdo de uma corda foi deduzida ainda na primeira
metade do século XVIII por d'Alembert, na forma de uma EDP. Depois disto, Euler publicou

0s seus resultados, nos quais, utilizando a solucdo de d'Alembert, mostrou como construir a
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solugdo em termos de condicgdes iniciais langcando méo do céalculo infinitesimal. Alguns anos
mais tarde, Daniel Bernoulli apresentou o seu trabalho sobre o assunto, afirmando que qualquer
solugéo para a equacgdo da onda pode ser dada como uma soma infinita de uma fungéo senoidal
fundamental e das suas harmonicas, embora ndo soubesse como determinar os coeficientes da
soma. Somente em 1777, Euler retorna para o assunto das series trigonometricas, agora
considerando o caso de uma funcéo que se sabia ter uma expansdo em série de cossenos, f(x) =
ao + a; cosx + a, cos 2x + ---, obtendo inclusive a formula para os seus coeficientes.
Contudo, ele acreditava que esse método tinha suas limitagdes. Um desenvolvimento da série
de cossenos em uma forma semelhante aquele dado por Fourier, contendo muitas das ideias de
Legendre, Laplace, e Lagrange, o que talvez o tenha ajudado a conseguir reconhecimento entre
seus colegas, apesar das diversas inconsisténcias no seu trabalho (DAVIS; HERSH, 1990).

Fourier utilizou senos e cossenos em um estudo de conducdo de calor de maneira
bastante semelhante aquela empregada por Bernoulli em ondas estacionarias. Ele comecou sua
abordagem expandindo cada fungdo seno em uma série de Taylor e rearranjando os termos de
forma a obter a funcdo f representada na forma de uma série de poténcias. Essa abordagem é
apresentada mais adiante, quando for tratado da solucdo de Lagrange para a equacéao de Kepler.
A partir de alguns pressupostos que, conforme o trabalho de Davis e Hersh (1990), séo
flagrantemente inconsistentes, Fourier conseguiu chegar a mesma formula simples que Euler
tinha obtido corretamente, e muito mais facilmente, trinta anos antes (DAVIS & HERSH,
1990). A grande sacada de Fourier veio depois que ele chegou a formula de Euler. Nesse ponto,
ele percebeu que se pode obter através de uma Unica linha de desenvolvimento a formula do
que hoje se conhece por coeficientes de Fourier, de maneira simples usando a ortogonalidade
dos senos. Depois observou ainda, como ninguém antes dele havia feito, que a formula final
dos coeficientes, e a derivacdo pela ortogonalidade dos senos, permanecem validas para
qualquer grafico que delimite uma area definida, de forma que, ao contrario do proposto por
Euler, assumia que as séries trigonométricas fossem suficientemente gerais como Bernoulli
argumentava.

Por volta da segunda década do século XIX, Bessel desenvolveu a série de Fourier
independentemente usando um método diferente e o publicou em revistas astronémicas. Em 2
de Julho de 1818, Bessel apresentou um artigo na Academia das Ciéncias de Berlim, onde
estendeu a sua anterior digressdo a séries trigonométricas infinitas, proporcionando assim um
primeiro tratamento formal do que veio a ser chamado de série de Fourier (LENHARD;
CARRIER, 2017).

Os pormenores de uma teoria satisfatoria da convergéncia das séries de Fourier no inicio
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do século XIX eram ainda mais nebulosos e remotos do que 0s de uma teoria da convergéncia
das séries de poténcia no seculo XVIIl1 (COLWELL, 1993). O assunto so foi resolvido em 1829
quando, com base no trabalho de Fourier (1822), J. P. G. L. Dirichlet (1805-1859) pode terminar
a discussdo apresentando o seu trabalho sobre a convergéncia das séries de Fourier. O trabalho
original de Fourier sobre a difuséo de calor em 1807 implicava que as fungdes continuas seriam
expressas como séries infinitas de fungdes periddicas. Particularmente, Lagrange, que era um
analista por exceléncia, ndo pode ser persuadido de que isto era sensato (DAVIS; HERSH,
1990), embora o préprio tenha dado os primeiros passos para expressar a solucdo da equacao
de Kepler na forma de uma série senoidal de Fourier. Tal como para as séries de poténcias, 0s
resultados a serem alcancados atraves das séries de Fourier eram demasiado convincentes para
serem colocados em suspenso enquanto se esperava por uma teoria de convergéncia. Bessel ndo

teve duvidas em utiliza-los para atacar alguns problemas na mecanica celestial.
2.4 DISCUSSOES ACERCA DO NOME E ORIGEM DAS FUNCOES DE BESSEL

N&o h& praticamente nenhum canto da Matematica Aplicada ap6s 1820 em que as
funcOes de Bessel ndo tenham desempenhado um papel substancial. Para entender como esse
tipo de funcao foi batizada em referéncia ao astrénomo aleméo, é preciso vasculhar um pouco
a histdria do periodo. Segundo Conwell (1992), a crenca de que Bessel inventou as funcdes a
fim de resolver a equacdo de Kepler é encontrada frequentemente, mas para o autor ¢ dificil
encontrar evidéncias que sustentem essas afirmacdes. Fato é que o envolvimento de Bessel com
a solucdo dessa equacdo e suas consequéncias foram estudados detalhadamente por diversos
historiadores, e rendem um vasto material, 0 que permite entender em parte o contexto geral e
o clima cientifico do periodo, de forma que é possivel esclarecer e delimitar o papel que ele
desempenhou.

No final do século XVIII as funcbes de Bessel tinham reaparecido na solucdo de um
problema astrondmico, que serd visto mais adiante no capitulo 3. Uma geracdo depois, e
aparentemente sem o conhecimento do trabalho de Euler, Fourier encontrou a equagédo de
Bessel no curso de seu estudo do calor, escolhendo coordenadas cilindricas para o estudo de
um problema de difusdo de calor em um cilindro circular infinitamente longo. Usando como
referéncia alguns matematicos do século XIX, muitos historiadores observaram que essa
equacéo e suas solucoes, as funcdes de Bessel, ndo sdo batizadas adequadamente.

Em um dos seus estudos bibliograficos de Fourier, que se centra na sua monografia de

1807, Grattan-Guinness (1968) resume as suas realiza¢des dizendo que Fourier conseguiu nada
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menos que o inicio da teoria geral das “mal nomeadas Funcdes de Bessel™, pelos seus extensos
trabalhos examinando as propriedades basicas da fungdo de Bessel de ordem zero, Jo(X), as suas
séries e formas integrais, a ortogonalidade e a consequente capacidade de representar uma
funcdo durante um intervalo (GRATTAN-GUINNESS, 1968), enquanto que Bessel, embora
tenha recebido o credito por estas funcdes, ndo as incorporou no seu trabalho como astronomo
até 1817.

Todavia, como aconteceu para Fourier, que apesar de ndo ter declarado nem provado
corretamente um Unico teorema sobre a série de Fourier, tendo deixado apenas alguns esbocos
de prova da sua convergéncia, mas soube utilizar essas ferramentas num misto de imprudéncia
e genialidade, de maneira que deram ao seu nome a imortalidade merecida (KLINE, 1990). O
mesmo pode ser defendido em relacdo ao trabalho de Bessel com as funcdes cilindro: ele
percebeu o potencial e comecou a sistematizar uma teoria para 0s seus diversos tipos.

Outra questdo que ndo é bem estabelecida é em relacdo a origem das funcdes de Bessel.
Como foi citado, seu trabalho ndo foi pioneiro: para Bottazani e Gray (2016) o mérito de
descobrir o primeiro exemplo de uma funcdo de Bessel reside provavelmente em Jakob
Bernoulli (1654-1705), que a descreveu em 1703 numa carta a Leibniz. Jakob era um
reconhecido defensor do calculo infinitesimal desenvolvido por Leibniz, que na época gerava
uma certa resisténcia por parte de outros pesquisadores, tendo inclusive contribuido para sua
expansdo para outros tipos de aplicagbes (BOTTAZZINI; GRAY, 2016).

O consenso, no entanto, aponta um outro membro famoso da familia Bernoulli como o
responsavel, Watson (1922) elabora em seu material introdutorio ao tratado sobre as fungdes
de Bessel sobre como Daniel Bernoulli conseguiu derivar uma equacao geral para descrever as
oscilagdes de uma corrente pesada oscilando pendurada por uma das pontas. D. Bernoulli e
Euler debateram o problema de determinar a forma do movimento de uma corrente na
Academia de Sdo Petersburgo antes de Bernoulli partir para Basileia; os artigos de Bernoulli
sobre 0 assunto, publicados em 1738 e 1740, tiraram entdo uma resposta de Euler, que
discordava da solugéo apresentada por Bernoulli.

O debate os levou a descobrir a funcdo de Bessel de ordem zero, para a qual mostraram
que possui um numero infinito de zeros reais. Bernoulli comecou entdo, e Euler continuou, o
estudo das fungdes Jn(X) (Fungdes de Bessel de ordem n), chegando em 1764 a expressao geral
para a vibracdo de uma membrana esticada de um tambor circular, expressando a equacdo de
onda em coordenadas polares e procurando uma solugéo pela técnica de separacdo de variaveis;
isso 0 levou a equacdo de Bessel, para a qual ele deu solu¢Bes em séries de poténcias. Ainda

segundo Watson (1922), Fourier também as encontrou em um estudo sobre o arrefecimento de
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um cilindro em 1822.

Estes fendmenos ndo parecem ter qualquer relagéo entre si, nem com equacdo derivada
em 1824 por Bessel relativa ao movimento eliptico dos planetas, mas a origem dessas funcdes
ndo esta apenas relacionada a estudos da onda e equacbes do calor. Em 1770, Lagrange
descreveu solugcdo uma solucéo para o problema de Kepler e inspirou Bessel a buscar a sua.
Nos capitulos a seguir esse estudo do movimento planetario sera esmiucado, apresentando 0s

conceitos e as contribui¢des desses dois personagens.
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3 O PROBLEMA DE KEPLER

Antes de tracar o trabalho sobre a equacgéo de Kepler iniciado por Lagrange e continuado
por Bessel, nesse capitulo serdo trazidos alguns fundamentos que ajudaram a entender

problemas de mecanica celeste no contexto da série de Fourier e fungdes de Bessel.
3.1 INTERPRETACAO GEOMETRICA DO PROBLEMA DE KEPLER

Em 1609 J. Kepler (1571-1630) publicou o seu famoso tratado, Astrondmia Nova
(1609), no qual deu leis empiricas que resumem 0s resultados de muitos anos de observacgdes
planetarias. As leis do movimento planetario de Kepler sdo conhecidas como: lei das orbitas
elipticas, lei das areas e lei dos periodos. A primeira era no sentido de que as oOrbitas dos
planetas séo elipses com o sol em um dos focos. A segunda lei afirma que o vetor do raio,
ligando o sol e um planeta, varre areas iguais em tempos iguais. Existe ainda uma terceira lei
gue ndo é relevante nesse estudo. Cerca de sessenta anos mais tarde, 1. Newton (1643-1727)
derivou as leis empiricas de Kepler como consequéncia da lei de gravitacdo universal na sua
teoria da gravitagéo.

Kepler desenvolveu uma equacdo notavel e sua solucdo, e diversas tentativas
posteriores, gerou uma vasta literatura que continua a ser incrementada atualmente, relacionado
principalmente aos métodos numéricos e sua implementacdo. Certamente ndo € Unico na ciéncia
que um problema especifico receba tanta atencdo durante um periodo tdo longo - especialmente
se ele resiste a solucdo, se suas solugdes parciais sdo inadequadas ou insatisfatdrias, como foi
0 caso da equacdo de Kepler. Novas técnicas para resolver equacdes analiticas tém sido testadas
neste problema central para a mecanica celeste, e varias solugdes satisfatorias sdo conhecidas
h& muito tempo. Com o advento das calculadoras e computadores, ndo ha impedimento para
alcancar solucgdes rapidas de grande precisdo, mas quando essas tecnologias ndo estavam nem
préximas de se tornarem realidade, dois nomes famosos fizeram suas tentativas: Lagrange e
Bessel. Mas, antes de retomar as contribui¢es especificas de cada um para a solucdo da

equacéo de Kepler, € necessario desenvolver alguns fundamentos da Geometria Analitica.
3.1.1 Elipse

Aqui cabe uma retomada rapida de conceitos. Ha vérias formas alternativas de definir
uma elipse (Figura 2), uma é como a intersecc¢do de um plano com um cone. A elipse, centrada

na origem, possui dois focos (xf, 0) com a propriedade de que o caminho retilineo de um foco

para o outro, passando por um ponto da elipse no caminho, tem um comprimento constante.
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Denotando semieixo maior a e semieixo menor b, os focos sdo obtidos pela equacdo f =

Va? — b?, e area € dada por wab. A excentricidade da elipse é a razdo e = f /a. Uma vez que a
Orbita € uma elipse, sua excentricidade e encontra-se no intervalo [0, 1), isto ¢, O para circulos
e tende a 1 conforme a elipse vai se tornando achatada.

Figura 2. Modelo de elipse.

Fonte: proprio do autor, 2022.
Dados a e e, tem-se que: b = av1l — e?. Uma vez que V1 — e? pode ser expandida
2
como uma série de Taylor de 2% ordem em tornode e =0 por ~ 1 — % 0S semieixos b e a sdo

bastante proximos quando e é pequeno. Entdo o formato da elipse é proximo de um circulo para

e quase nulo.
3.1.2 Deduzindo a Elipse em fungéo da Circunferéncia e vice-versa

Outra forma na qual pode-se obter uma elipse é a partir de uma circunferéncia,
redimensionando horizontalmente e/ou verticalmente por um fator constante. De acordo com

Davis (2003), é essa a caracterizacdo de elipse que Kepler usou em seu trabalho.

Figura 3. A circunferéncia comprimida de Kepler.
(xy)

2(X1,\y2)

Fonte: proprio do autor, 2023.
Considerando a Figura 3 tem-se os elementos: Oxy: Sistema de coordenadas da

circunferéncia; A(O, a): Circunferéncia com centro em O e raio a; Oxy: : Sistema de
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coordenadas da Elipse; e(a, b): Sistema de coordenadas da Elipse; P(x, y): Ponto da
circunferéncia; P(x1, y1): ponto da Elipse; E= POA: angulo; |E|= E: medida, em radianos, do
angulo E.

(i) Escrevendo a circunferéncia a partir da elipse.

Seja a elipse ¢(a, b), cuja equacéo geral €:
2 2 2
(%)2 +(%)2 =1= z—;+2}—;= 1= x? +%y12 = a®
Chamandox = x; ey = %yl, tem-se:
x% +y%=a?
(i) Escrevendo a circunferéncia a partir da elipse.
Seja a circunferéncia A(O, a), cuja equacdo geral é:

2 2 2 24,2 2 2 2
y x* b‘y X b“\y
2 2 _ 52 — — —
“ryi=a :Wﬁ—l:WW—”;*(;)ﬁ—l:
b 2

2 (37)

et =L

Chamandox; =xey, = Sy, tem-se:

2 2

X1 Vi

A ¥

(iii)  Altura do triangulo AOGP' a partir do A0GP
A partir da Figura 3, como A0GP e AOGP’ sdo retos em G. Logo, pode-se calcular a

altura do AOGP’:
h=y=asenE. (2

Substituindo a Equacéo (1) em Equacéo (2), tem-se:

a hi=y1
Eyl =asenk :>y1 =bsenf — hl :bsenE,

o qual é a altura do A0GP.

3.1.3 Movimento planetario

Em um sistema de dois corpos massivo, como um planeta ou uma estrela, os dois corpos
viajam em oOrbitas elipticas semelhantes em torno de seu centro de massa. A razao dos eixos é
inversamente proporcional as suas massas. Se um corpo € muito maior que o outro, e o centro
de massa € essencialmente fixo, o objeto menor viaja ao redor do maior em uma elipse aparente.
Isto é, 0 que acontece, de fato, no sistema solar.

Considere um planeta em movimento numa elipse com um centro em C:(0,0), uma
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orbita com semieixo maior a e semieixo menor b. O sol S estd em um dos focos (ae, 0), e
A:(a,0) e A":( -a,0) denotam o periélio e o afélio respectivamente (ver

Figura 5). Supondo que no instante t = 0, o planeta esteja no periélio, ou seja, 0 ponto em sua
Orbita mais proximo do Sol, que P denote a posicao do planeta na sua 6rbita em um determinado
momento t medido a partir do instante em que o planeta passa por A. Seja R a &rea da regido

percorrida pelo vetor raio SP do planeta a partir do Sol. A Segunda Lei de Kepler nos diz que:

R_nabt
==t

onde T é o periodo de revolucdo do planeta.

Figura 4. Modelo descrevendo a area R.
P
Fonte: proprio do autor, 2023.

Seré usado um sistema de coordenadas paramétricas com origem no centro da elipse e
descrito os pontos da 6rbita em termos de pontos no circulo que se pode inscrever em torno da
elipse de raio a (ver modelo na Figura 5). A elipse € obtida a partir deste circulo comprimindo
ao longo do eixo y por um fator b/a. Assim, se Q = (acosE,asenE) € um ponto da
circunferéncia correspondente no circulo no momento t ao ponto P = (acos E,bsenE) da
elipse, ou seja, P e Q possuem a mesma ordenada. Os angulos ACQ=E e ASP=W sio chamados
de anomalia excéntrica e anomalia verdadeira, respectivamente.

Figura 5. A orbita eliptica de um planeta ao redor do Sol

@)

/

r 2\ y

Fonte: proprio do autor, 2023.
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Finalmente, pelas leis de Kepler M = 2xt/T é chamado de anomalia média, de modo que
M pode ser expresso em termos de tempo t. Pode-se facilmente deduzir as relagdes a seguir de
forma anéloga para o circulo, e obtém-se as que estdo na elipse redimensionando verticalmente
pelo fator b/a. Observando o esquema acima, percebe-se que a area do setor R € a diferenca

entre a area do setor eliptico de angulo E, e o triangulo CSP, o qual, por projecio ortogonal,
tem altura igual a bsen E e base f = Va? — b?. Portanto,
R - b (nazE a’e sen E) ab bva? — b2

2T 2

= _F-_—"_ ____ senkE. (3)

T a 2 2

Reescrevendo, tem-se:
R
az_b =F —esenkE.

A expressdo M = R/(ab/2) também é, pela Lei de Kepler, igual a 27z(#/T). Por isso

(4)

Preposicdo: No instante t, 0 angulo E ¢ a tnica solucéo da equagio:
t
M=2n?=E—esenE. (5)

A expressdao na Equacdo (5) é conhecida como equacdo de Kepler. O problema a

resolver para E, a anomalia excéntrica, em termos de M, a anomalia média (Além disso, o vetor

raio SP e a verdadeira anomalia W também podem ser expressos em termos de E, de modo que
todos os elementos geométricos da Orbita podem ser expressos como funcdes de E, e,
consequentemente, como fungdes de M depois de resolvida a Equacéo (5).

Enquanto conhecer M é equivalente a conhecer t. Assim, a equacdo de Kepler afirma
diretamente que, se conhecendo a posi¢do P, pode-se dizer qual é t. Isso geralmente é o oposto
do que geralmente se quer saber, que é como determinar P em termos de t. Para fazer isso, deve-
se resolver a equacdo de Kepler para E em termos de M. Isso ndo € tdo direto. Na verdade, ndo
existe uma formula simples para E em termos de M (ou P em termos de t), e é preciso resolver
a equagdo numericamente.

Kepler acreditava que a equagdo ndo podia ser resolvida exatamente devido a
heterogeneidade do angulo E e do valor de sen E. O seu método para obter uma solugio
aproximada era o oneroso calculo de tabelas da anomalia média M e da verdadeira anomalia
para valores integrais da anomalia excéntrica E, e utilizar a interpolacdo para obter o valor
médio. Numerosos sucessores nos séculos XVI1I e XVIII deram solugfes aproximadas de maior

OU menor preciséo.
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3.2 ESTRATEGIA DE LAGRANGE

Nesse tdpico sera apresentada a solucdo do problema de Kepler realizada por Lagrange
e compara-la com a solucédo obtida por Bessel, esta ultima feita de forma diferente a realizada
por Lagrange. Muitos problemas da época foram atacados por inversao de séries. Para resolver
aequacdo y = f(x) para x (isto é, para encontrar x = f~1(y) se escreve f em poténcias de x e
depois se tenta inverter a série para obter uma série de poténcia para f~1. Um dos primeiros
resultados a tornar isto viavel foi apresentado por Lagrange (CONWELL, 1992).

Em 1770 Lagrange deu uma solucéo analitica da equacéo de Kepler, ao desenvolver um
teorema para a expansdo de uma funcao definida por uma equagdo implicita em uma série
(BATTIN, 1999). O teorema da inversdo de Lagrange ¢ um método analitico que fornece uma
expansdo em séries para certas equacdes ndo lineares que ndo podem ser resolvidas por
manipulacdes algébricas, para o qual a Equacdo (5) é um caso especifico (HOLZMANN;
DALLAMUTA, 2021).

Inicia-se com a expressao obtida por Lagrange através da aplicacdo do seu método de
inversdo (BATTIN, 1999; CONWELL, 1992):

n n-1

ot d
FO =@+ Y oy

n=1

[/ 0. (0(x))"]. (6)

Sendo fe ¢ fungBes analiticas, t um ndmeroreal, 0 < t < 1, x e y nimeros complexos.
A expressdo acima é uma expansdo em série de Taylor. Conforme apresentado por Battin
(1999), pode-se considerar: f(y) =y, ¢@(x)=senx, x=M(E—esenE), t=e
(excentricidade), y = E (medida do angulo £) e como f(x) = x, dai f'(x) = 1. Logo a

Equacao (6) é escrita como:

had en dn—l

— _ n

E=M+ E T [sen™ M]. 7
n=1

Ainda de acordo com Conwell (1992), Lagrange trabalhou para colocar essa solugédo na
forma de uma série senoidal de Fourier. Na
Figura 5, a partir das coordenadas polares de P em relacdo ao foco S, tem-se que para raio r
(sendo r a medida do vetor raio SP):

r2=(f — acosE)?> + (bsenE)? =

= a®? cos?E — 2afcosE + f? + b* sen’ E =

= (a? — b?) cos? E — 2afcosE + f? + b?(cos?E + sen’E) =
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= f2cos?E — 2afcos E + a* =

=a’(l1—ecosE)’ =
=>r=a(l—ecosE). (8)

A partir da Equacdo (8) segue que 2 pode ser determinado em termos de M a partir da

Equacdo (6) definindo f(E) = 1 — e cos E. Considerando a Figura ), Dutka (1995) faz:
2 = (acos E — ae)? + b?sen’E,

e conclui que:

f(E) = tan (g) = ’%- tan (g) ©)

Da mesma forma, a anomalia verdadeira W pode ser obtida da Equacdo (9),

determinando E a partir da Equacdo (7). No entanto, ao calcular as derivadas de ordem n — 1,

n-1

para n = 0,1,2,..., ocorrem: (sen? M) = ncos M sen™ 1M e Lagrange considerou

dM‘n—l
isso muito trabalhoso. Ele foi levado a considerar as séries para E e r nas formas (DUTKA,
1995;WATSON, 1966):

E=M+ Z a,(e) sen(nM) e
2n=1oo (10)
2 =1+ % + Z b, (M) cos(nM),

n=1

Sendo a,, € b,, coeficientes que possuem a forma:

( n (_1)mn2m+n—1

a, e e\2m
2 (E) £ m! (n+m)! (E) €
< b,  re\" N (—1)™(n + 2m)2min=2 o, 2m (11)
:7 - (E) TZO m! (n+m)! (E) :
Paran = 1, 2, ..., defini-se a funcao:
n (—)m 2m
(@ =(3) i ™. W

Note que e é excentricidade e ndo o numero de Euler. No trabalho de Dutka (1995) tem-
se que J,(e) é a funcdo de Bessel de ordem “n” e realizando algumas transformacdes, na
variavel “e”, os coeficientes sdo dados na forma:

a, = 2]n(ne) ’ bn =_2 (S)]l(ne) (13)

n
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O método utilizado por Lagrange para obter as expressfes em Equacédo (11) a partir da
Equacdo (10) é indireto e complicado, mesmo considerando n = 1,2 e 3 (DUTKA, 1995).
Bessel considerou o trabalho de Lagrange para obter a,(e), a,(e), as(e), bem como outros
esforgos posteriores para encontrar mais coeficientes em (7), grosseiro e desajeitado. Na opinido
dele o teorema de Lagrange era uma ferramenta muito geral para obter resultados trataveis em
casos especificos, e ele afirmou ter encontrado um método mais conveniente e pratico que
forneceria solugbes mais claras para uma variedade de problemas em mecanica celeste
(CONWELL, 1992).

Como resultado, Bessel desenvolveu um método diferente de solucao envolvendo séries
trigonométricas infinitas, cujos coeficientes produzem as fungdes desde entdo nomeadas em
sua homenagem. Mas, antes de tratar a solucdo de Bessel, e introduzir a sua aplicacdo prévia
de séries trigonométricas finitas a reducdo dos dados obtidos a partir de instrumentos

astrondmicos, é importante entender um pouco das suas motivacoes nesses trabalhos.
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4 AS MOTIVACOES DE BESSEL

A histéria da descoberta de Netuno é um exemplo interessante do potencial que se
comecava a ver na Matematica em predizer diferentes fendmenos. O planeta foi encontrado
primeiro teoricamente gracas a Matematica. No século XIX, as leis da gravidade de Newton
eram bem entendidas e, com elas, as Orbitas dos planetas ao redor do Sol podiam ser previstas,
exceto a de Urano, que se desviou um pouco do caminho esperado. Naquela época, Urano era
0 planeta conhecido mais distante do Sol e alguns cientistas especularam que as leis da
gravidade de Newton poderiam ndo funcionar a uma distancia tdo grande. Outros, porém,
seguiam de forma dogmatica a matematica do fisico inglés.

Era o caso de Bessel, o seu grau de confianga nas leis de Newton era tdo grande que, em
1824, ele foi o primeiro a apresentar a hipdtese de um planeta perturbador para explicar o
movimento de Urano. Entre 1834 e 1840, ele também previu a presenca de um companheiro
invisivel em torno de Sirius 53, depois em torno de Procion, estrela vizinha mais proxima a
Sirius, com base nas irregularidades observadas em seus movimentos (DESCAMPS, 2015).
Como o préprio Bessel havia antes intuido, a Matematica logo se tornaria, literalmente, um
instrumento para a descoberta de novos corpos celestes (LAWRYNOWICZ, 1995). Bastava
encontrar alguém que fosse disposto a se embrenhar pelo caminho dos laboriosos célculos pelo
qual os métodos numéricos conduziam. Em 23 de Setembro de 1846, o planeta Netuno foi
descoberto no local calculado por J. C. Adams (1819-1892) e Urbain Le Verrier (1811-1877)
independentemente, que estavam convencidos de que o grande instrumento necessario para
resolver essa e outras questdes ndo seria outra coisa sendo o estudo e os calculos de perturbacoes
(LENHARD; CARRIER, 2017). Eles calcularam de forma precisa a posi¢do do planeta, no
entanto, a partir das informacdes de Adams, o Observatério de Cambridge ndo foi capaz de
reconhecer Netuno. Somente quando o astrébnomo Johann Gottfried Galle (1812 — 1910)
apontou o seu telescopio em direcdo a area indicada pela matematica de Verrier, o planeta foi
encontrado. A descoberta de Netuno representou um grande triunfo para a teoria gravitacional
de Newton.

Os trabalhos astrondmicos de Newton publicados em sua obra monumental Principia
representam um marco na histéria da ciéncia. Depois dele, um dos nomes que mais contribuiu
para a astronomia é o de Bessel. Além da teoria dos erros, o uso continuo de métodos
matematicos para resolver problemas astronémicos e outros problemas cientificos foi outra
maneira pela qual ele mudou a astronomia. No século 18 e inicio do século 19, as fronteiras

entre astronomia, geodésia, mecanica e matematica ndo eram tdo bem delimitadas como sdo
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hoje. Essas disciplinas eram ministradas em um unico ciclo nas faculdades de filosofia das
universidades europeias, e a pesquisa cientifica dos mais importantes representantes das
ciéncias exatas da época era geralmente relacionada a cada componente desse ciclo. Basta citar
Euler, Clairaut, Lagrange, D'Alembert, Laplace e Gauss: todos desenvolveram notaveis
trabalhos em mecanica celeste e sdo alguns dos nomes mais brilhantes da matematica. Gauss,
por exemplo, com a teoria da determinacgdo de oOrbitas, com trabalhos importantes de geodésica
avancada e a criagdo do importante método dos minimos quadrados contribuiu em diversos
campos de investigacdo na resolucdo de certos problemas fundamentais.

O nome de Bessel, que era astrdnomo e até certo ponto matematico, esta incluido nessa
lista. No entanto, em contraste com Gauss, que sempre foi mais inclinado para a teoria
matematica pura, Bessel voltou-se quase exclusivamente para a Mateméatica como um
instrumento para a solucdo de problemas em astronomia, geodésia e fisica. Além disso, 0s
resultados matematicos de Bessel tinham valor tanto aplicado quanto intrinseco, pois ele seguia
a regra de que a solucéo para um problema cientifico deveria ser buscada na raiz. E entre o0s
matematicos, 0 nome Bessel sempre teve e ainda tem um significado especial.

O trabalho matematico de Bessel sempre foi de natureza aplicada, mas tem uma coisa
em comum: um foco algoritmico claro, a tentativa de expressar um resultado matematico de
forma calculavel, numérica e tabular. Esta orientacdo do trabalho matemético de Bessel mostra
novamente quéo claramente ele via uma das tarefas essenciais da astronomia de seu tempo: a
necessidade de conciliar a astronomia préatica, baseada em observaces e calculos, com o alto
nivel da astronomia tedrica, baseada na visdo de Newton de mecanica celeste.

Bessel mostrou desde muito novo ser habil com a matematica, mas dentro do contexto
do observatorio ele estava interessado em usa-la como um instrumento, ou até mesmo em
combinacdo com eles, a servi¢o de um aumento crescente na precisao de suas observacoes e de
seus proprios instrumentos como telescopios, helidmetros entre outros. Um autor que sustenta
essa visao é Hirshfeld (2013), em seu livro de referéncia sobre a historia da paralaxe, o autor
cita que Bessel queria abordar um projeto que combinasse a observacdo de precisdo com a
analise matematica. Ainda na época em que esteve em Lilenthal, Bessel visionou um telescopio
com Gtica imaculada, movimento preciso e suave, montagem sem vibragdes, e circulos de
coordenadas finamente gravados. Com um tal instrumento, ele poderia medir as posi¢oes
precisas das estrelas (HIRSHFELD, 2013).

Ele foi mais longe e explorou varias utilizagdes da matematica se aproximam ainda mais
da ideia de um instrumento. Quando montou o seu observatorio em Konigsberg, Bessel recebeu

um telescdpio Dollond de aproximadamente 1,22 metros de distancia focal e 6,86 centimetros
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de abertura, equipamentos que foram adquiridos do observatério do conde Friedrich Von Hahn
(1742-1805), o proprietario do observatorio em Remplin, na atual Alemanha, ap6s sua morte.
(LAWRYNOWICZ, 1995). Em cartas trocadas com Gauss, Bessel expressava a qualidade
desse e de outros instrumentos adquiridos do observatério de Hahn, que até entdo era
considerado o melhor da Europa, e novos métodos de andlise matematica que ele havia
desenvolvido para melhorar a precisdo de seu instrumento analisando seus pequenos defeitos.
Tendo empreendido a investigacdo microscépica da pequena elipticidade e excentricidade dos
eixos, Bessel explicou que usou o que chamou de aplicacdo do método dos minimos quadrados
de Gauss, que havia encontrado em outra ocasiao e que considerava “muito elegante”.

Para Carrier (2017), tal como fez com os telescopios, Bessel tinha a nogdo que se
aprofundando na analise mateméatica como um instrumento que poderia ser aperfeicoado ele
atingiria objetivos praticos como, por exemplo, sondar os proprios fundamentos da teoria
newtoniana. Em publicagdo de 1819, Bessel explicou: “Antes de dar a investiga¢do detalhada
deste e de outros erros do circulo, permito-me uma digressdo sobre a solugdo de uma classe de
equacdes que ocorrem com frequéncia na astronomia pratica, que encontrardo sua aplicagdo
aqui.” (LENHARD; CARRIER, 2017).

Essa digressao refere-se a propria abordagem de Bessel para determinar o coeficiente
de uma série trigonomeétrica finita representando uma funcao, desenvolvida independentemente
de Fourier (DUTKA, 1995), cujo contexto histérico ja foi discutido anteriormente e que agora
sera analisado em pormenor, contudo, como método desenvolvido por Bessel para obter esses

resultados € um tanto trabalhoso, aqui seréa apresentado de uma forma simplificada.
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5 TRABALHO DE BESSEL COMO MATEMATICO

Ao longo do tempo, o trabalho de Bessel como matemaético desenvolveu-se em paralelo
e em estreita conexdo com sua pesquisa em astronomia e outras ciéncias naturais. Os seus
primeiros trabalhos matematicos datam de 1810 até 1812, ou seja, da época do Observatério de

Konigsberg, antiga Prussia. Nessa altura, em ligacdo com a teoria da refracdo, Bessel
. . d . . "
preocupava-se com integrais tal como [ ﬁ que, como € bem conhecido, ndo pode ser expressa

por funcGes elementares, mas que ocorre frequentemente em aplicacfes. Para resolver essa
integral, Bessel encontrou uma representacdo aproximada adequada (LAWRYNOWICZ,
1995). A partir desse fato ja é possivel constatar a destreza de Bessel em lidar com problemas
complexos que exigissem uma solucdo analitica. Como sera apresentado mais adiante, essa

abordagem de Bessel serd importante na sua solugdo do problema de Kepler.
51 A SOLUCAO DE BESSEL EM SERIES TRIGONOMETRICAS INFINITAS

Dutka (1995) relata que em 1813 numa carta a Gauss, Bessel delineou um método para
determinacéo dos coeficientes de uma série trigonométrica finita para representar uma funcgéo
e publicou em artigo de 1815 e revistas astrondmicas anteriores, ele aplicou o método a
graduacdo de um circulo num instrumento astronémico (DUTKA, 1995). Dutka ndo apresenta
em seu artigo de que forma o método se aplicaria na graduacdo de instrumentos astrondmicos.
Contudo, o problema de graduacdo de uma circunferéncia pode ser explorado aqui para
introduzir a ortogonalidade das fungdes seno e cosseno de forma bastante conveniente.

O comprimento circunferéncia de um circulo unitario sendo denotada por 2z, qualquer

~ . 2 , . .
fragdo comensuravel dela pode ser expressa por por Zn% = % x e L sendo nimeros inteiros

_ . T - o 21X
positivos, e 0s sucessivos multiplos desta parcela fracionaria por n—, supondo que n tome

sucessivamente os valores 0, 1, 2, .... Se agora for considerado apenas os multiplos de n=0, a
n=L-1, tem-se algumas defini¢cGes importantes.

A graduagdo de uma circunferéncia fornece o argumento ideal para as funcgdes
periddicas adiante. Primeiro porque esse argumento (nLﬂ) € 0 mesmo que aparecera na

abordagem de Bessel para o problema de Kepler. Segundo que demonstrando as relacdes de
ortogonalidade para um argumento em um dado intervalo, se for alterado o0 argumento seria

preciso reavaliar o intervalo.
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5.1.1 Produto Interno

Definigdo 1: Uma funcdo f: R — Ré€ dita funcdo par se f(x) = f(—x), Vx € R, 0 que
significa que o grafico da funcéo f é simétrico com relagdo ao eixo das ordenadas.

Definigdo 2: Uma fungdo f: R — R € dita fungdo impar se f(x) = —f(—x), Vx € R, 0 que
significa que o grafico da funcéo f é simétrico com relagdo a origem.

Definicédo 3: Seja V um espaco vetorial sobre R. Um produto interno sobre V é uma aplicacéo

(, ):V xV - R, que se denota por (u, v), tal que valem as seguintes propriedades:

(i) (u+v,w)=(uw)+(v,w),

(i)  (au,v) = alu,v),

(i)  (w,v) =(v,u),

(iv) (wu)y=0eu=0,e(wu)>0seu =0,
Vuv,w €Veac€lR

Exemplo 1: Seja C o espaco das fun¢des continuas no intervalo [a, b], isto é:

Cla,b] = {f:[a,b]} » R| f: fungdo continua}

Define-se o produto interno das fun¢des continuas:

b
(f,g) = f FOOgx)dx.
a
Sendo f, g pertencentes a C.

5.1.2 Ortogonalidade de funcdes

Definicdo 4: Seja (V, (, )) o espaco vetorial munido de produto interno. Diz-se que 0s

elementos u, v € V sdo ortogonais se, e somente se, (u, v) = 0.

Exemplo 2: Sejam (C([—L,L]),{, )) o espaco vetorial das fun¢des continuas munido de

nmx
L

produto interno em C([—L,L]) e a funcdo f;, € C definida por: f,(x) = cos( ) n=

0,1,2,..,—L<x<L.Oconjunto S = {f3, f2, ..., f } € ortogonal.

Prova: Vv f,, fm € S, calcula-se o produto interno:

L

o fud = | i = | cos (<) cos (7) dx

Agora, a fim de calcular esta integral, é preciso efetivamente considerar trés casos.
(i) m=n=0:
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L Omx Omx L

(for fn) = f_ cos (T) cos (T) dx = 'I-_ 1dx = 2L.

(i) n=m=#0:
A aplicacéo ||f;|| = +/{fn f») define uma norma em C([—L, L]). Pelo Exemplo 1:

nmx

Ifill> = (fu, fu) = f_LLfnz(x) dx = f_LL cos? (T) dx.

Z(CZ) _ 1+cos(2a)

Pela identidade trigonométrica: cos , tem-se que:

L

(f fm) = %fi dx + %f_L cos (ZnLnx) dx.

Observe que, como sen x € uma funcdo impar, tem-se que Vk € Z:
fL (knx) D = L (knL) (—knL)] L ) ) = 0
» cos{— X = — sen|— sen|\—; = sen(km) = 0.

Sendo assim,

1de +1jL <2n7tx)d _1de _
2), X 2_Lcos T x—Z_Lx—

(il) n+m:

A partir da identidade trigonométrica: cos a cosf = %[cos(a —B) + cos(a + B)],

pode-se esCrever.

mnx nnx mmx nmx
) + cos ( )] =

ufid =3 [ L [cos

L L L L
L —
= %fL cos <—(n zn)nx) + cos <—(n +Zn)nx> dx =
1 L _ 1 L
(f fn) = EJL cos (W) dx + EJL cos <m> dx. (14)

Considerando k = m — n na primeira parcela do integrando da Equacao (15), e usando

o célculo integral, tem-se que:
L

j (knx>d _0
_Lcos L x =0,

Da mesma forma pode-se mostrar que fazendo k = m + n para a segunda parcela da

Equacdo (14), essa integral zera. Sendo assim,

L _ L
%U; cos<@)dx+f%cos<(n+ldﬂ>dxl = 0.

Logo, (f, fim) = 0,V n,m,n # m, e pela Defini¢do 4 o conjunto S é ortogonal.
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Exemplo 3: Sejam (C([—L,L]),(, )) o espaco vetorial das fungdes continuas munido de
produto interno em C([—L,L]), e a funcdo f, € C definida por: f,(x) = sen (%)n =
0,1,2,..e —L < x < L. O conjunto S = {f;,} é ortogonal.

Prova: Anéloga ao Exemplo 2.
Exemplo 4: Sejam (C([—L,L]),{, )) o espaco vetorial das fungdes continuas munido de

nmx
L

produto interno em C([—L, L]), e a funcéo f,, € C definida por: f,,(x) = cos( ) e gm(x) =
sen (?) comn,m € Ne —L < x < L. Mostre que (f,,, g) = 0 param,n = 0,1,2,....
Prova: Utilizando a identidade trigonométrica: sen a cos ff§ = %[sen(a +p) +sen(a—p)e

1 «
senacosa = Esen(Za), entdo:

L

(fro Gm) = j cos (ﬂ) sen (@) do =

L L L
=3[ e () e () -
(fr 9m) = %f_LL [Sen (M) + sen (W)] dx. (15)

Considerando k = m — n na primeira parcela do integrando da Equacédo (15), e usando

o célculo integral, tem-se que:

fL <knx>d B L[ (knL) ( knL>]_
_Lsen ) dx=——|cos(— cos —)| =

= i [cos(km) — cos(km)] = 0.
nm

(16)

e analogamente para o que foi feito acima, obtém-se para a segunda parcela da Equacéo (15)

ek=m+n:
L kmx
f sen <—> dx = 0. @17)
L L
Substituindo a Equacéo (16) e Equacéo (17) na Equacéo (15), obtém-se:
(fn: gm) = 0.

Portanto, f,, € g,, Sd0 ortogonaisvVn,m = 0,1, 2, ....
5.1.3 Séries trigonométricas infinitas

Em muitas tarefas em astronomia tedrica e préatica, é necessario aproximar uma dada
funcdo por uma expressdo analitica que facilite o célculo da funcdo ou a investigagdo de suas

propriedades. O método série trigonométrica € um dos mais importantes e frequentemente
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usados. Por conveniéncia, suponha-se um problema descrito por funcéo periodica dada por
y=f(x) e que tenha um periodo de 2z. Diz-se que a funcdo f(x) tem uma expansdo em série
trigonomeétrica quando € possivel converter essa funcdo em uma série trigonomeétrica, ou seja,

na forma:
f(x) = % +a,cosx + by senx + -+ a, cos(nx) + b, sen(nx),
na qual:
a
Sp(x) = ?0 + a; cosx + by senx + --- + a, cos(nx) + b, sen(nx) (18)

onde ao, an, bn, N=1,2,3,...,580 coeficientes constantes, podem tomar como aproximagao
a soma das n primeiras somas da série S,,(x). O fator %2 é acrescentado ao termo constante para
permitir generalizar os coeficientes. E para dar o lado préatico e aplicado da tarefa de aproximar
uma funcdo por polinémios trigonométricos, Bessel fez uma analise minuciosa do problema.
Ele formulou o problema da seguinte forma: Para um dado n, determine os coeficientes ao, an,
bn, tais que o polinémio trigonométrico construido Sn(x) se aproxime otimamente de uma dada
funcdo f(x). E muito caracteristico que Bessel ndo tenha tocado nas questdes tedricas da
convergéncia de uma série infinita para a funcéo f(x); ele deu uma solucéo algoritmica direta
para o problema desenvolvendo uma ideia que envolve o método dos minimos quadrados.
Como medida para a aproximacdo da soma Sn(x) a funcéo f(x), ele considerou apenas o desvio
médio quadratico e sugeriu escolher os coeficientes em Sp(x) de forma que a integral assumisse
0 menor valor. Em outras palavras, o erro que é gerado quando, para um determinado X,
substituimos f(x) pela soma Sn(x) dos primeiros 2n+1 termos de uma série trigonométrica, é f(x)
- Sn(x) e a medida da proximidade de representacdo ao longo do intervalo 0<x<2z (0 periodo

de f(x)) serd o quadrado do erro, ou seja, 0 erro € a integral:

2T
J= f [F () — S2(02dx. (19)
0

Para se obter uma boa aproximacéo para f(x) sera preciso calcular a soma Sn(x), para o
qual a integral J tem um valor minimo.

Uma condigdo necessaria e suficiente para um minimo de J (levando em conta a ndo
negatividade do integrando) é o desaparecimento de suas derivadas parciais em relacdo a ao, an,
bn, N =1,2, ..., v. Desta condi¢do a Bessel derivou férmulas para os coeficientes da soma Sn(x)
que garantem uma aproximacgdo otima da funcdo f(x) em termos do minimo da derivada
quadrada média. Estabelecer essa condicdo permitiu que Bessel determinasse os 2n+1
coeficientes an e bn. Uma vez que J € uma funcdo de 2n+1 valores para an e bn, tem-se como

condigao necessaria para minimo:
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ad d 9]

(o, Y _, Y,

da, Jda, da, (20)
aJ _ 0 a] _o
ob, 7 ob,

Fica evidente, em se tratando de uma fungdo J, com integrando quadratico, positiva de
o, ..., bn, que 0s valores das varidveis determinados por essas 2n+1 equacdes fornecem um
valor minimo. Calculando as derivadas da Equacg&o (20), observando que J é uma integral, as
expressdes assumem a forma:
FETF () = Sa(x)]dx = 0,
Ifozn[f(x) —S,(x)]cosxdx = 0,. ..,fozn[f(x) —S,(x)] cosnxdx =0, (21)
fozn[f(x) —S,(x)] senxdx = O,...,fozn[f(x) — S,(x)] sennx dx = 0,
Agora as integrais dos produtos de Sn(X) por um cosseno ou um seno podem ser
simplificadas. Tem-se que, param =0, 1,..., n,
fozn Sp(x)cosmxdx =

ag (2T 21 21
==2("cosmxdx +a, [ cosxcosmxdx+--+a,[  cosnxcosmxdx+
2 Jo 1 Jo nJo

2n 21
+by [, senxcosmxdx + -+ by, [ sennx cos mx dx.

Por se tratar de funcGes trigonométricas elementares, das quais as propriedades sdo bem
conhecidas, todos os termos a direita se anulam, com excecdo do termo cosseno com indice m,

que assume o valor a,,,m, dai vem,
21
f Sp(x)cosmxdx = a,, m,(m = 0,1, ...,n).
0

Este resultado vale também para m = 0, em virtude de se ter escolhido para a, o fator

%. De forma analoga para os termos envolvendo bn,
27T
] Sp(x)senmxdx = b, r,(m = 0,1,...,n).
0

Como fica evidente, minimizando a Equacdo (21), a partir das relagcdes acima, pode-se

escrever cada um dos coeficientes na forma:

21
U = — i f(x) cosmx dx, 22)
1 2T
b,, = p- f(x)senmxdx,(m=0,1,..,n).
0

A partir do uso dos valores obtidos para os coeficientes em Sp(x), e como o valor minimo

do erro é ndo negativo pode-se escrever para J:
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2

m
a
20+ ) [ah + b

v=1

2n 2m
[ e -siorar = [ r@rar-n

0

Bessel mostrou dessa forma que as somas parciais de uma série de Fourier sdo limitadas
2
superiormente e, portanto, a série a % + Y™ [a?, + b2] converge. A partir dessa relacio é
possivel obter a Desigualdade de Bessel:

21

“, Zl(azn 0ty s 2| @ (23

A partir da desigualdade na Equacdo (23) segue-se a convergéncia da serie constituida
pelos quadrados dos coeficientes da série de Fourier, ja que a soma parcial das séries positivas
do lado esquerdo para todos n € maximizada pela integral constante do lado direito (assumindo
que a funcéo f(x) é quadrado integravel, contudo, essa discussao foge do escopo desse trabalho).

A relacdo acima, encontrada por Bessel, garante que é valida a importante propriedade
"definitiva" dos coeficientes determinados pela aplicacdo do método dos minimos quadrados
aos polindmios trigonomeétricos, e que € uma consequéncia das relagdes de ortogonalidade para
as funcdes periddicas. Os valores dos coeficientes na Equacdo (22) permanecem inalterados
quando m é substituido por m+1. Apenas 0s novos coeficientes a,,,1, € b4, tém de ser
calculados. Dutka (1995) destaca que os valores dos coeficientes a, b, que resultam da forma
definida incialmente para Sn(x), s&o independentes do nimero n, e que, além disso, o coeficiente
pertencente a um termo cos(mx) ou sen(mx) tem exatamente 0 mesmo valor, quer se utilize este
termo sozinho ou em uma combinacdo com os demais, na aproximacao de f(x) de acordo com
0 mesmo principio (DUTKA, 1995). Se for feita a melhor aproximacéo possivel a f(x), de um

Unico termo cosseno amcos(mx), isto é, de modo que:

21
[f(x) — a,, cos mx]?*dx = Minimo,
0

encontra-se para am, 0 mesmo valor que foi deduzido acima na Equacgéo (22). Este fato torna
este método de aproximacdo especialmente conveniente na pratica. Se, por exemplo, uma
pessoa foi levada a representar uma fungdo por um unico multiplo de sen(x), porque o Seu
comportamento se assemelhava ao seno, e descobre que a aproximacao ndo é suficientemente
préxima, pode-se acrescentar mais termos, sempre de acordo com o principio dos quadrados
minimos, sem ter de alterar o termo ja encontrado. Contudo, ndo € o escopo desse trabalho

discutir essas propriedades detalhadamente.
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5.2 FUNCOES DE BESSEL

Bessel encontrou pela primeira vez as funges cilindro na sua representagdo integral em

1818 quando calculou os coeficientes da revolugdo do vetor do raio de um planeta em uma série
trigonométrica. Mais tarde, ele tratou sistematicamente da investigacdo destas funcdes, cujos
resultados ele apresentou em 1824 em um grande tratado (LAWRINOWICZ, 1995). O
contelldo matematico deste trabalho tornou-se um novo capitulo na teoria das fung¢des cilindro.
Para discutir a origem dessas func¢bes que foram inicialmente introduzidas por Bessel,

sera retomada brevemente a discussdo do problema de Kepler em relagdo ao movimento
planetario, o qual pode ser resumidamente descrito da seguinte forma: Se P é um planeta
movendo-se em uma elipse com foco S no Sol e cujo centro e eixo maior sdo C e A'A

respectivamente (Figura 6), entdo o &ngulo ASP é chamada de anomalia verdadeira do planeta.

Figura 6. Esquema de movimento planetario

A’ & A
Fonte: proprio do autor.

Verifica-se que, em calculos astrondmicos, a verdadeira anomalia ndo é um angulo
muito conveniente para lidar. Em vez disso, usa-se a anomalia média, M, que é definida como
2r vezes a razdo entre a area do setor eliptico ASP e a area da elipse. Outro angulo de
significancia é a anomalia excéntrica, E, do planeta definido como sendo o angulo ACQ onde
Q é o ponto em que a ordenada de P encontra o circulo auxiliar da elipse.

Foi demonstrado anteriormente por meio de argumentos geométricos que, se e € a
excentricidade da elipse, a relacdo entre a anomalia média e a anomalia excéntrica é expressada
pela Equacdo (5). Dessa forma, E-M é uma funcdo periodica que se anula quando o ponto P
estd no perielio ou afélio, ou seja, em multiplos de z, e pode ser expressa como a série
trigonométrica infinita.

Também da Equacéo (5), € possivel constatar que E-M é uma funcdo periddica impar

de E. Da mesma forma que para M tem-se M = —E — esen(—E) = —(E —esenE), e,
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portanto, € uma funcao impar. Mais ainda, analisando a derivada para M relativo a E:

dM—l E=>0
aE = ecosE =

Que s0 se anula no afélio e periélio, sendo assim, M é uma funcdo impar e injetora, o
que implica que E é também uma funcdo impar de M. Além disso, ao subtrair duas funcdes
impares de E e M, tem-se uma fungdo de M que também € impar. Em suma, f(M) = E — M =
e sen E € impar. Da série trigonométrica na Equacédo ), tem-se a,, = 0, uma vez que esses
coeficientes se anulam para fungcbes impares.

Da Equagéo (22), tem-se:
V3

1 (%" 2
b,, = Ef f(M) sen(mM) dM = Ef e sen E sen(mM) dM
0 0

O problema colocado por Bessel foi, portanto, o de expressar a diferenca entre as
anomalias média e excéntricas, E-M, como uma série de senos de multiplos da anomalia média,

ou seja, o de determinar os coeficientes b,,(m = 1,2 ,3,...,n), tal que:

o)

a < mt mt
E—M= - + Z [am cos (T) + b,, sen (T)] z b, sen(mM),
m=1

n=1
Para o caso especifico em que n € o periodo, t é o tempo, conforme discussdo no tépico

movimento planetario. Sendo assim,

(00} 2 Jin
E—M= Z I;f e sen E sen(mM) dMl sen(mM) =
n=1 0

[ee] 1 T
=2 Z I;f e sen E sen(mM) dMl sen(mM).
n=1t °0

Para obter os valores dos coeficientes b,, de uma maneira mais simples, integra-se a
~ 1
expressao — ) 0” e sen E sen(mM) dM por partes, obtendo-se:

1 T
—j e sen E sen(mM)dM =
TJo

1 1 T
= [—— e sen E cos(mM) +—f cos(mM)(e SenE)’dM] =
mm mm 0
1 (" 1 m dE
=—f cos(mM) (E — M)'dM = — f cos(mM) (—— 1) dM | =
mm J, mm | J, dM

= %U: cos(mM) (Z_IEVI) dM — Joncos(mM) dMl =

= 1 Uncos(mM) dE — Ol.
mm|J,
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Portanto, usando a Equacéo (5), obtém-se o resultado:
2 Vs
b, = %fo cos| m(E —esenkE)]. (24)
A integral do lado direito da Equacéo (24) é a funcdo de m e da excentricidade e da
orbita do planeta, ou seja, Bessel obteve uma funcgéo de cilindro do primeiro tipo de ordem n (n

€ um namero inteiro), assim definida:

1 T[
Jn(x) = Ef cos(nf — xsenf)do; n € Z; (25)
0

Segue das Equacao (10) e Equacao (24) que:
sen(nM)
E-M=2 an( n——

A funcdo J,, definida na Equacdo (25) € chamada de coeficiente de ordem n de Bessel,
0 que estd de acordo com a expressdo para an obtida por Lagrange na Equacédo (13). E de
maneira andloga, pode-se obter a expressdo para o coeficiente by e identificar que também se

verifica.
5.3 ENCONTRANDO A EQUAQAO DE BESSEL

O estudo das perturbacdes planetérias exigiu a avaliagdo da evolugdo do vetor do raio
de um planeta e suas outras coordenadas em séries trigonométricas, mas para realizar esta
operacdo, Bessel precisou calcular integrais da forma da Equacéo (26), ou seja, uma funcéo de

Bessel do primeiro tipo da ordem h (h é um nimero inteiro) do argumento k.
1 2T
h = Ej cos(hE — k sen E)dE; (26)
0

Bessel introduziu a designacdo acima mencionada para ela, mas nao lhe deu um nome.
Mais tarde Bessel investigou sistematicamente as propriedades das funges I;* (na notagéo atual

Jn(k)) que ele encontrou anteriormente no estudo do problema de Kepler (LAWRINOWICZ,
1995). Se forem definidos y = fon cosn(8 — xsen 0)d6, depois de uma integracdo por partes
de Z—z, em relacédo a 6, obtém-se:

Y 1 ey fn o 6 — xsin)d6 =
T2 T xae - Yt 0cos cosn (6 —xsin6)do =

2
= —n y+ [Senn(B—xSlnB)] %y,

que, ao substituir nx por x fornece a equacao diferencial de Bessel:
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d’y 1dy 1
7 —_— 1——) =0,
dx2+xdx+n ( x2 y=0

Para a funcdo J,(k), ele encontrou o desenvolvimento da série de poténcias

convergentes em todo seu dominio na forma:

h 2 _1\n
o= (&) 55

De acordo com o proprio Bessel “Como a maioria dos problemas em astronomia fisica

2n

remonta a tais expansdes em série, é desejavel um conhecimento mais detalhado dessas
integrais ”, fica evidente que o interesse particular de Bessel por estas func¢des decorreu de sua
profunda compreensdo de sua grande importancia nas aplicacbes (LAWRINOWICZ, 1995).
Mas Bessel ndo se limitou a teoria em seu trabalho, como também forneceu tabelas calculadas
das funcoes J, (k) e J, (k) para os valores do argumento k de 0,00 a 3,20 com o incremento 0,01,

e deu exemplos do uso das tabelas em célculos astronémicos.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho buscou mostrar que ao percorrer a histéria das principais ideias
matematicas desenvolvidas por Bessel na forma em que foram descobertas pela primeira vez, é
possivel tornar mais clara a motivagdo primordial para elas, o que também mostra, as vezes, em
seu traje menos técnico. Estudar a histdria presente neste trabalho permite perceber que muitas
vezes 0s resultados da matematica aplicada influenciam a matematica pura, e vice-versa. Ao
estudar fungbes que apareceram em um problema pratico, Bessel fez descobertas fundamentais
acerca das propriedades matematicas dessas funcdes, que por sua vez, conduziram a novas
aplicacdes nas mais diversas areas do conhecimento. Por outro lado, as observacdes de Bessel
relativo a 61 Cygni e a0 movimento planetario ndo sé exigiam tecnologia especializada para
produzir os instrumentos cientificos adequados, como também pressupunham a matemaética
originada anteriormente como instrumento poderoso na analise de informacdo. Sdo exemplos
disso a teoria newtoniana, as leis de Kepler, o método dos minimos quadrados de Gauss etc.

Espera-se que por meio deste trabalho, examinando como os conceitos foram evoluindo
e sendo construidos, seja possivel chegar a uma compreensdo desses conceitos. Contudo,
principalmente quando se trata da histdria da Matematica, percebe-se que ela ndo € esculpida
em marmore. Informacdes divergentes, principalmente no que se refere a datas, notacdes que
se transformam ao longo do tempo, falta de rigor e formalismo nas demonstracdes sdo alguns
percalcos que o aluno que pretende estudar a histéria da Matematica precisa superar na busca
por entender como um conceito mais elaborado e complexo veio a ser 0 que € agora, 0 que nao
foi diferente no estudo das funcdes de Bessel.

De qualquer maneira, é parte do sentido de beleza que se enxerga na matematica a forma
como diversas etapas na construcdo desses conceitos é dada a partir da contribuicdo de diversos
matematicos que viveram anteriormente, nomes famosos vao aparecendo atrelados a histéria
da Funcao de Bessel, 0 que desperta ainda mais o interesse pelo assunto, e reforca a admiracéo

por esses matematicos.
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