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RESUMO

O presente Trabalho de Conclusdao de Curso possui como tema o estudo das Equagdes
Diferenciais Ordindrias e a modelagem matematica aplicadas na solu¢do da Equacdo de
Friedmann em suas versdes: Plano, Aberto e Fechado, do problema cosmolédgico famoso
conhecido como as Equacdes de Friedmann. Os conceitos e as etapas do processo de
modelagem sdo apresentados e discutidos, e por se tratar de um assunto cosmoldgico, serdo
abordadas as principais teorias desenvolvidas na cosmologia no século XX. Os métodos
matemadticos escolhidos se dividem em duas categorias, os métodos analiticos das
Equacdes Separaveis e Equacdo de Bernoulli para solu¢do do Friedmann Plano; e os
métodos numéricos de Runge-Kutta de graus 1, 2 e 4 foram os instrumentos utilizados para
se obter a solucdo da Equacdo de Friedmann Plano, Aberto e Fechado uma vez que sao
ferramentas tuteis no processo de modelagem matemdtica e permitem a realizacdo de
discussdes e previsdes acerca do fendmeno de estudo. Os resultados obtidos nos informam
as solugdes analiticas e numéricas da Equacdo de Friedmann Plano, juntamente com o erro
cometido pelos métodos numéricos quando comparados com a soluc@o analitica. Como
também as solu¢des numéricas para as Equagdes de Friedmann Aberto e Fechado. Por fim,
o grafico de ambas as solucdes para as Equacdes de Friedmann foram construidas e
condizem com a referéncia base adotada consolidando assim os resultados obtidos.

Palavras-chave: Equacdes Diferenciais Ordindrias, modelagem matemadtica, cosmologia,
Equagdes de Friedmann.



ABSTRACT

The present Course Conclusion Paper has as its subject the study of Ordinary Differential
Equations and Mathematical Modeling Applied to the Friedmann Equation Solution in its
versions: Plan, Open and Closed, of the cosmological problem known as Friedmann
Equations. The concepts and stages of the modeling process are presented and discussed,
and because they are a cosmological subject, they are approached as the main theories
applied in cosmology in the nineteenth century. The mathematical methods chosen are
divided into two categories, the analytical methods of the Separable Equations and
Bernoulli's Equation for Friedmann Plane solution; and the Runge-Kutta numerical
methods of 1%, 2" and 4™ order were the instruments used to obtain a solution of the
Friedmann Plan, Open and Closed once, which are useful tools in the process of
mathematical modeling and analysis execution. discuss about the phenomenon of study.
The results obtained inform us as analytical and numerical solutions of the Friedmann
Plane Equation, included with the error made by numerical methods when compared with
an analytical solution. As well as numerical solutions for Friedmann Open and Closed
Equations. Finally, the properties and solutions graph for Friedmann's equations were
constructed and conducted with a reference base adopted, consolidating the obtained
results.

Key-words: Ordinary Differential Equations, mathematical modeling, cosmology,
Friedmann Equations.
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1. INTRODUCAO E JUSTIFICATIVA

O objeto de estudo abordado neste Trabalho de Conclusio de Curso (TCC)
consistiu em estudar e compreender as teorias e formulacdes das Equacdes Diferenciais
Ordindrias (EDO’s), assim como o processo de modelagem matemadtica, para que
posteriormente se aplicassem os conhecimentos adquiridos em um problema cosmoldgico
conhecido como as Equacdes de Friedmann.

O motivo pela escolha deste tema se deu pela grande curiosidade acerca dos astros
e do universo, juntamente com o interesse pela matemaética. Por este motivo a cosmologia
se apresentou como a mais interessante dentre os demais ramos de estudo. A linha de
pesquisa foi definida durante a realizacdo de uma iniciacdo cientifica, onde buscou-se
contemplar uma vasta gama de assuntos fisicos e matemadticos. Por se tratar de um tema
relativamente distante da graduacgdo, e pela necessidade de teorias complexas e elaboradas,
os estudos se iniciaram a partir de uma Iniciagdo Cientifica (agosto de 2017 a margo de
2018) e foram entdo finalizados neste TCC.

Concomitante com os estudos matemadticos foram estudadas as principais teorias
fisicas relacionadas ao ramo da cosmologia, juntamente com seu contexto histdrico
buscando entender a linha de raciocinio empregada na postulagdo das teorias apresentadas.
Dentre estas podemos destacar os estudos realizados por grandes pesquisadores e
influenciadores como Isaac Newton, Albert Einstein, George Gamow, Edwin Hubble,
Willem de Sitter e Alexander Friedmann.

A principal referéncia bibliografica adotada para a elaboragdo da teoria descrita
nesse TCC foi Viglioni e Soares (2011), porém foram realizadas diversas outras pesquisas
assim como Soares (2009) e Goto (2019) de modo a obter um maior aprofundamento e
conhecimento para amparar o desenvolvimento do tema uma vez que realizam as
discussdes pertinentes acerca da cosmologia e sua evolu¢do, como também um viés
matematico, pois obtém as solucdes para as Equacdes de Friedmann a partir as
manipulagdes das equacdes da Relatividade Geral por métodos analiticos, fornecendo os
mesmos resultados dos obtidos neste TCC pelos métodos numéricos, o que corrobora com
a veracidade dos fatos.

Assim, tomam-se como objetivos especificos:

e Pesquisar sobre o processo de modelagem matematica e as principais teorias

cosmoldgicas do século XX.
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e Estudar os métodos analiticos para resolugdes de EDO’s.

e Compreender os métodos numéricos do tipo Runge-Kutta para solucdes de
EDO’ s.

e Aplicar os conhecimentos adquiridos na resolucdo das equacdes de

Friedmann.

De modo a facilitar a compreensao deste trabalho, considera-se que o leitor possua
conhecimentos prévios acerca do Calculo Diferencial e Integral e do Célculo Numérico. O
Capitulo 2 foi destinado a abordagem dos conceitos da modelagem matemética bem como
as etapas atreladas ao seu processo, ressaltando a importancia e a necessidade do estudo
das equacdes diferenciais para a obtencdo dos resultados acerca do fendmeno estudado.
Por ultimo foi realizado a discussdo em relacdo ao tratamento do erro cometido, para que
se possa obter dados mais consistentes e pertinentes ao fendmeno real.

No Capitulo 3 ha uma breve abordagem sobre a natureza da ciéncia, e da pesquisa
cientifica uma vez que existe a discussdo no ambito académico sobre a cosmologia ser ou
ndo considerada uma ciéncia. Na sequéncia, sdo apresentadas as principais teorias
cosmoldgicas do século XX, partindo dos principios propostos por Edwin Hubble sobre a
expansdo do universo, realizados a partir da luz emitida pelos cosmos. Como consequéncia
do conceito de um universo em expansdo, ¢ intuitivo pensar em momento inicial para o
universo e, por este motivo surge a necessidade da discussdo do modelo mais famoso sobre
a origem do universo, o Big Bang.

Por fim, sdo apresentados os modelos de universo e sua constru¢do histdrica, nos
quais podemos observar a evolucdo dos pensamentos empregados em cada periodo, com
destaque para as teorias relativisticas estabelecidas por Albert Einstein, bem como os
modelos cosmoldgicos propostos por Alexander Friedmann.

No capitulo 4 foram desenvolvidas as teorias matemadticas para resolucdes de
EDOQO’s que consistem nos métodos analiticos do Fator Integrante, Equacdes Separdveis e a
Equacdo de Bernoulli, como também os métodos numéricos de Runge-Kutta, com
destaque para os casos do método de Euler, Heun e Runge-Kutta de 4* ordem.

Os métodos matematicos estudados foram grande utilidade para a compreensdo do
Capitulo 5 onde serd demonstrado a solug¢do para e Equacdo do Friedmann em suas
versoes: Plano, Aberto e Fechado para que posteriormente se realizasse a comparacao entre

os métodos utilizados como também a interpretagao fisica dos resultados recolhidos.
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No Capitulo 6 € descrito o levantamento dos resultados obtidos para que se
realizassem as consideracoOes finais. Por fim sdo apresentadas as Referéncias utilizadas

para a elaboragdo deste TCC.
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2. MODELAGEM MATEMATICA ATRELADA A EDO’s

7z

A ciéncia € uma atividade inerente ao ser humano, que almeja compreender a
natureza por meio de teorias e postulados; ainda que, a natureza continue existindo e
funcionando independente das teorias cientificas, o homem utiliza de suas teorias para
prosseguir em seus desenvolvimentos de modo que possibilitam num futuro tomar decisdes
e agir corretamente sobre o fenomeno estudado.

A modelagem matemdtica € uma drea do conhecimento cientifico responsavel pelo
estudo da simulacdo de fendmenos reais com a finalidade de descrever e prever seus
comportamentos. Ou seja, a modelagem matematica consiste na arte de descrever um
fendmeno natural utilizando da matematica como sua principal ferramenta.

Neste contexto, Bassanezi (2012, p. 16) destaca que:

[...] A modelagem matemdtica consiste na
arte de transformar problemas da realidade
em problemas matemdticos e resolvé-los
interpretando suas solugdes na linguagem
do mundo real.

Esta forma de se abordar a matemaética pode seguir um viés voltado para a pesquisa
e constru¢do académica como um método cientifico, como também uma estratégia
facilitadora de docéncia para o processo de ensino aprendizagem. Em sua esséncia, a
modelagem matemdtica pressupde a multidisciplinaridade e, nesse sentido, acompanha as
novas tendéncias pedagdgicas no que diz respeito a unificacdo dos diversos ramos do
saber.

Pensar na modelagem matemdtica é pensar num processo cognitivo buscando a
unificagdo entre a teoria e a pratica, motivando e encorajando o pesquisador na busca pela
compreensdo da realidade e de formas de se atuar sobre ela. Neste trabalho realizaremos a
abordagem da modelagem matemdtica como viés de pesquisa cientifica. Desse modo,
Bassanezi (2012, p.7) destaca seis etapas essenciais para a elaboracdo e validagdo de um
modelo matemadtico para representacdo de um determinado fendmeno fisico/social. A
primeira etapa para a elaboracdo de um modelo matemdtico consiste no processo de
experimentacao, no qual sdo realizadas as primeiras obtengdes de dados de interesse por

meio de processos experimentais ou empiricos que contribuam para a compreensio e
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validacdo do problema. Essa € uma atividade puramente laboratorial e de levantamento
estatistico.

ApOs a coleta de dados, surge a necessidade do processo de determinagdo e selecdo
das varidveis de interesse e a formagao da linguagem para se tratar do problema real, essa
etapa pode ser caracterizada como a abstracdo do problema. Na etapa de resolucao,
ocorre a transcricdo da linguagem natural do problema para uma linguagem matemética,
essa transcri¢do € realizada por meio do estabelecimento de um modelo matematico. Esse
modelo pode seguir um carater analitico ou numérico, dependendo da sua complexidade de
abordagem. Outra possibilidade também pode ocorrer, quando a teoria matemadtica
necessdria para a construcao e compreensao do modelo ndo exista. Nesta conjuntura, uma
possibilidade é a do desenvolvimento de um novo ramo de estudo assim como realizado no
final do século XVII por I. Newton (1642 — 1727) e G. W. Leibniz (1646 — 1716) na
elaboracdo dos conceitos e definicdbes do Célculo Diferencial e Integral e mais
recentemente pelos trabalhos realizados por J. Von Neumann (1903 — 1957) no ramo da
teoria dos jogos, para modelar situacdes de competicdo econdmica. Entretanto, esta ndo €
uma tarefa corriqueira na elaborag¢do de um TCC, portanto uma alternativa mais vidvel seja
a construcido/desenvolvimento de um modelo dentro de uma teoria matemadtica ja
desenvolvida e ratificada.

Na etapa de validacdo, os resultados obtidos por meio da resolu¢do do modelo
matematico sdo confrontados com os valores dos dados reais do problema. A aproximag¢ao
obtida € fator crucial a se preponderar sobre a aceitacdo ou ndo do modelo construido.
Caso esta ndo seja pertinente, inicia-se a etapa de modificacdo, em que as varidveis e/ou
lei de formagdo sdo reconsideradas e consequentemente o modelo inicial € alterado. Por
fim, ocorre a etapa da aplicacdo, no qual ji se estabelecera o modelo matematico e com
isso, torna-se possivel a compreensdo, descricdo e a realizacdo de previsdes acerca do
fendmeno. Ou seja, a capacidade de se intermediar diretamente ou indiretamente no objeto
de estudo.

Dentre as diversas formas e métodos de descrever um fendmeno fisico, t€ém-se a
modelagem matematica por meio de Equagdes Diferenciais, visto que o comportamento do
mundo fisico é regido, muitas vezes, por relacdes envolvendo taxas de variagdes de
determinadas grandezas. Quando estas variacOes sdo instantaneas, o fendmeno se
desenvolve continuamente e as equagdes matemadticas s@o denominadas equacdes
diferenciais. No estudo matemadtico, tais relagcdes podem ser equacionadas e as taxas de

variacOes representadas com a utilizacdo de derivadas e, nesse contexto surgem a
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necessidade do uso de equagdes que contém derivadas, ou seja, ao procurarmos pela
solucdo do problema fisico, buscamos pela solu¢do da Equacdo Diferencial.

As Equacdes Diferenciais sdo classificadas em duas categorias cujas diferencas
consistem em saber se a fun¢do desconhecida que modela o fendmeno € dependente de
uma Unica varidvel independente ou de mais de uma varidvel independente. No primeiro
caso, surgem nas equacdes diferenciais apenas derivadas simples e, portanto, é dita uma
Equacgao Diferencial Ordinaria (EDO). No segundo caso, as derivadas que aparecem sao
derivadas parciais (isto €, envolvem funcdes com duas ou mais varidveis) e, portanto, a
equacdo € dita Equacao Diferencial Parcial (EDP).

Assim, o desenvolvimento das Equagdes Diferenciais estd intimamente ligado ao
desenvolvimento geral da Matemdtica e ndo pode ser de forma alguma separado dela
(BOYCE e DIPRIMA, 2010). Neste sentido, apesar das equacOes diferenciais parciais
abrangerem um ramo muito maior de problemas reais, o foco de estudo no decorrer da
pesquisa se deu exclusivamente as Equagdes Diferenciais Ordindrias, uma vez que fazem
parte da ementa do curso de Licenciatura em Matemadtica pela Universidade Federal de Sao
Carlos — Campus Sorocaba.

Na busca pela solucao de uma Equagdo Diferencial, surge a necessidade do estudo
acerca da existéncia e unicidade ou nao da solu¢do do problema, como também a
metodologia necessdria para se obté-la. Neste sentido, podemos dividir a solu¢do em duas
categorias, a primeira no qual procuramos a solu¢do exata ou analitica da equacdo e a
segunda na qual procuramos por uma solu¢do aproximada.

A metodologia cientifica analitica, iniciada a partir das contribui¢des de grandes
mentes como Galileu Galilei (1564 — 1642), consiste em restringir e isolar o campo de
estudo apropriadamente, de modo que o problema seja tratdvel e mantenha sua relevancia.
Ao considerarmos as caracteristicas do fendmeno, recaimos geralmente, em expressoes
matemadticas extremamente complicadas e em muitos casos, a solu¢do analitica é
impossivel. Uma alternativa para se obter a solucdo do problema € tentar simplificar suas
hipdteses, ou seja, ignorar dados que de alguma forma possam ser considerados menos
relevantes ao objeto de estudo, tornando o problema inicial mais simples, afim de que a
solugdo analitica seja possivel.

Por outro lado, a obteng¢do de solugdes aproximadas explicitas, em termos de
fungdes elementares e suas integrais para problemas gerais apresentaram-se como um
grande desafio no decorrer da histéria da matematica. Uma alternativa para contornar este

problema foi desenvolvida pela primeira vez pelo eximio matemaético e fisico Leonhard
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Paul Euler (1707 — 1783) a partir de seus estudos com seus colegas e professores Daniel
Bernoulli (1700 — 1782), Johann Bernoulli (1667 — 1748), Nicolau Bernoulli (1695 — 1726)
e Jacques Bernoulli (1655 — 1705). Euler apresentou uma abordagem numérica acerca das
solucdes das Equagdes Diferenciais, em sua primeira instincia a aproximacao fornecida era
obtida por meio de um processo geométrico iterativo com a construgdo de retas poligonais.

Com o auxilio das teorias acerca das séries de poténcias, Euler desenvolve uma
segunda abordagem acerca das aproximagdes das solucdes diferenciais no qual utiliza de
polindmios para a andlise de convergéncia dos resultados. Este método, entretanto, foi
atribuido a outro matematico, Ferdinand Georg Frobenius (1849 — 1917) responsével pela
sua generalizacdo. Apesar dos fundamentos necessdrios para o desenvolvimento do
Célculo ainda ndo estarem completamente estabelecidos, ndo havia divida que esta teoria
era essencialmente correta. Era inevitdvel, portanto que os esforcos se voltassem para se
obter e esclarecer fundamentos tedricos do Célculo e procurar outros métodos de estudo
das Equagdes Diferenciais que ndo a sua solucao explicita.

E importante destacar que em ambos os casos, tanto para as solucdes analiticas
quanto as solugdes numéricas, podem ocorrer erros na solucdo obtida, advindos da
observacado/simplificacdo ou do método utilizado. Assim, a busca pelo referencial tedrico é
fundamental para que se possam minimizar os erros obtidos e justifica-los, tendo em mente
que mesmo ndo sendo possivel obter sempre solucdes exatas, todo o procedimento
envolvido em tal busca proporciona grande aprendizado e possibilidades de se aferir
conclusoes.

No que concerne ao estudo da fisica, em especial a cosmologia, a maior dificuldade
encontrada durante a modelagem de um fendmeno € o fato da generaliza¢do, uma vez que
estender os conhecimentos oriundos de uma pequena regido do universo para o universo

como um todo nao € uma tarefa trivial.
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3. INTRODUCAO AOS MODELOS COSMOLOGICOS

Os modelos cosmoldgicos utilizados como referéncia para o desenvolvimento desse
trabalho contemplam hipdteses que nos remetem ao inicio do préprio universo a partir do
Big Bang e seu desenvolvimento até os tempos atuais, conforme os modelos
expansionistas de Friedmann. A evolu¢do do pensamento cientifico é algo a se destacar,
pois a medida que hipéteses sdo testadas, novos modelos e teorias sdo desenvolvidos. Seria
impossivel considerarmos nesse TCC todos os modelos cosmoldgicos relativos a origem e
formacdo dos cosmos, por este motivo vamos considerar as principais hipdteses

desenvolvidas no século XX.

3.1. COSMOLOGIA E METODOLOGIA CIENTIFICA

A ciéncia assim como tudo na natureza estd sujeita a evoluir e neste sentido, suas
defini¢des, hipoteses e teorias devem se ajustar de acordo com as novas evidéncias e
descobertas. De acordo com uma visdo mais tradicional, a ciéncia apresenta toda a forma
de conhecimento obtido por meio de estudos ou da reproducdo, baseando-se em
determinados principios. De modo geral, a ciéncia é constituida a partir da unido de
diversos saberes, nos quais sdo propostas e elaboradas suas teorias, baseadas em suas
préprias metodologias cientificas. Assim, toda a forma de conhecimento fundamentada
pela ciéncia tem como principio a possibilidade de experimentos reproduziveis
(ABRAMO, 2019).

O conhecimento e a produgdo cientifica t€m por sua esséncia, um conjunto de leis e
postulados que possibilitam prever, explicar e descrever determinados fendmenos
recorrentes na natureza, em quaisquer situacdes. Desta forma, em situacdes semelhantes e
controladas, o resultado de determinada experiéncia deve ser equivalente
independentemente do local em que a prética seja realizada.

Por outro lado, de acordo com as definicdes de ciéncia obtidas na literatura
atualmente, ciéncia é todo o conhecimento oriundo do estudo, observagdo ou pratica,
baseando-se em determinados principios. De acordo com a etimologia da palavra derivada
do latim scientia, seu significado é conhecimento ou saber. Assim, surge a discussio de a
ciéncia ser embasada por conceitos reproduziveis ou nao.

Podemos destacar o caso da astronomia, em especifico a cosmologia. A rigor, de

acordo com o conceito de ci€ncia mais tradicional, a cosmologia ndo € considerada uma
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ciéncia, uma vez que seu objeto de estudo ndo pode ser reproduzido em condi¢des
controladas, ou até mesmo manipulado, nem as circunstancias de seu surgimento e as
ocorréncias de sua evolugdo podem ser reproduzidas. Os estudos relacionados aos cosmos
se dao estritamente pela observacdo de fendmenos fisicos ocorridos, e pelas hipoteses
acerca de seu surgimento, evolu¢do, juntamente com o0s motivos para tais
desenvolvimentos.

Um grande exemplo que podemos destacar em relagdo ao fato da cosmologia ser,
ou ndo, considerada ciéncia é que em meados da década de 1970 uma prestigiada revista
cientifica alema Zeitschrift fiir Physik se recusava a publicar qualquer artigo relacionado a
cosmologia uma vez que havia um principio de ciéncia mais conservadora na época.
Entretanto, atualmente essa € considerada uma revista de referéncia para fisicos e
matematicos, especialmente em relacdo aos estudos acerca da cosmologia e da fisica de
particulas (FLEMING, 2004).

Na cosmologia, nio podemos investigar hipéteses e modelos cosmoldgicos
experimentalmente, mas contamos com uma farta abundincia de eventos muito
semelhantes. A cosmologia €, portanto, uma pseudociéncia apesar de ndo poder prever o
resultado de nenhum experimento, é baseada na confirmacdo de leis e hipoteses por meio
de um ndmero consideravelmente significante de observagdes.

Assim como a cosmologia, outra drea com um viés de estudo muito semelhante em
diversos aspectos € a geologia, uma vez que realiza a abordagem sob as condi¢des nas
quais o planeta Terra se originou, estruturou e evoluiu até o estdgio atual, sua composi¢ao
quimica e sua geomorfologia sdo fatos consumados, irreproduziveis num ambiente
experimental (ABRAMO, 2019). Os gedlogos foram responsaveis por formular um
conjunto de teorias e principios que explicam o estado atual do planeta bem como sua
origem e evolucdo, para isso, seus estudos se deram essencialmente pela observacdo e
coleta de dados a partir dos registros fésseis que temos disponiveis.

Sendo assim, a cosmologia € considerada a ciéncia que estuda os fendmenos fisicos
em grandes proporg¢des, especialmente em escala cosmica e € considerada como um ramo
da astronomia na qual se preocupa com a origem, estrutura e evolu¢ao do universo e seus
cosmos. Ao nos referirmos sobre o termo cosmologia, utilizamos com o sentido mais
restrito, compreendendo a cosmologia cientifica, como uma componente da astronomia
que utiliza modelos fisicos e matemdticos para estudar o universo em larga escala

(HENRIQUE e SILVA, 2019).
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3.2. EDWIN HUBBLE E A EXPANSAO DO UNIVERSO

Ao olharmos para o céu em uma noite estrelada, a luz emitida pelas estrelas que
chega até nds, passou na maioria dos casos dezenas de milhares de anos ou até mesmo
bilhares de anos se propagando no espaco até que se pudéssemos observi-la. Assim,
podemos pensar que quanto maior a distancia da estrela até o nosso planeta, maior serd seu
tempo de propagagcdo no espago. Sendo assim, quando observarmos uma determinada
estrela distante, estamos na realidade olhando para seu passado.

De acordo com muitos pesquisadores, assim como Abramo (2019), a Cosmologia
moderna nasceu em 1926 a partir das observa¢des de Edwin Powell Hubble (1889 — 1953)
que podem ter revelado a origem e destino dos cosmos. Hubble notou que as galdxias mais
afastadas estdo se distanciando da nossa galdxia, com uma velocidade de recessdao
proporcional a sua distancia. Os estudos de Hubble consistiram em sua esséncia nas
observacgdes da luz emitida pelos cosmos. Como atualmente é de nosso conhecimento, a
luz € considerada uma onda na qual pode ser decomposta em relacdo ao seu espectro
luminoso com cada onda possuindo um comprimento com sua respectiva cor. A cor azul,
por exemplo, possui um comprimento de onda menor ao comparado com a cor vermelha

que possui um comprimento de onda mais longo.

Figura 1 - Comprimento de onda e espectro luminoso.
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Fonte: HTTPS://www.todamateria.com.br/espectro-eletromagnetico/
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Porém, quando um corpo estd em movimento € possivel observar uma alteragdo no
seu comprimento de onda, alterando assim sua cor. Se uma galdxia estiver se aproximando
da nossa, as ondas emitidas sdo comprimidas fazendo com que sua coloracao tenda ao azul,
entretanto, se a galdxia estiver se afastando, o comprimento de luz emitida aumenta
tornando sua coloracdo mais avermelhada. Este fendmeno é conhecido como efeito
Doppler relativistico e, a partir dele os astronomos sdo capazes de descobrir se um objeto
estd se afastando ou se aproximando de nos.

O nome Efeito Doppler é uma referéncia ao fisico austriaco Christian Johann
Doppler (1803 — 1853) que estudou e descreveu esse fendmeno. Doppler publicou seus
resultados acerca deste fendmeno em 1842 e constatou que a frequéncia do som depende
do movimento relativo entre a fonte de emissdao do som e o observador receptor, e pode ser
enunciado da seguinte maneira, “O Efeito Doppler é a alteragcdo da frequéncia sonora
percebida pelo observador em virtude do movimento relativo de aproximagcdo ou
afastamento entre a fonte e esse observador” (Sears et al, 2009) Um exemplo andlogo ao
ocorrido entre 0s cosmos € mais proximo a nossa realidade, estd presente em uma sirene de
ambulancia ligada, durante a aproximagdo ou afastamento de um observador.

Vamos supor a seguinte situacdo: Vocé€ estd dentro de um carro parado em um
semaforo, no qual escuta a sirene de uma ambuléncia, imediatamente olha no retrovisor,
porém ndo consegue avisti-la. E intuitivo o fato de que conseguimos distinguir se a
ambuléncia estd se afastando ou se aproximando de acordo com a frequéncia emitida pela
sirene. Se a ambuléncia estiver se aproximando do carro, 0 som emitido serd mais agudo e,
caso a ambulancia esteja se distanciando, o som serd mais grave. Este ¢ um fendmeno
caracteristico das propagagdes ondulatérias e por este motivo foi utilizada como uma das
principais ferramentas de estudo para diversos astronomos assim como Hubble.

O comprimento de onda entre duas cristas, nds ou vales de uma onda determinado
por um observador terd um comprimento menor e a tendéncia natural ao azul (som agudo)
quando a fonte emissora aproxima-se do observador. Quando a fonte emissora se afasta do
observador, o comprimento de onda serd maior e ocorrerd uma tendéncia ao vermelho

(som grave). Assim, o Efeito Doppler pode ser relacionado do seguinte modo

A=2|— (D
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Em que A’ é o comprimento de onda observado, A é o comprimento de onda no
referencial da fonte e f = v, /c, onde v, é a velocidade da fonte em relacido ao observador
e ¢ € o valor da velocidade da luz. Os valores para velocidades positivas indicam
afastamento da fonte em relacdo ao observador e para valores negativos indicam a
aproximacao da fonte em relagao ao observador.

Além de Doppler, diversos outros pesquisadores dedicaram boa parte de suas vidas
ao estudo da espectroscopia e das propriedades luminosas. Dentre eles, podemos destacar a
astronoma estado-unidense do Harvard College Observatory, Henrietta Swan Leavitt
(1868 — 1921) e o fisico russo Gustav Robert Kirchhoff (1824 — 1887) que realizara seus
estudos concomitantemente Johann Doppler, porém, somente em meados de 1859
associou-se ao renomado quimico, também russo Robert Wilhelm Eberhard Von Bunsen
(1811 — 1899) e em suas pesquisas, Kirchhoff e Bunsen tiveram a ideia de analisar a
composi¢ao da luz por meio de sua decomposic@o a partir de suas frequéncias luminosas,
em que cada frequéncia apresentava uma cor caracteristica ao seu comprimento de onda.
Para isto, os pesquisadores fornecem uma fonte de energia térmica e incineravam oS
objetos e observaram que cada material liberava uma cor distinta. Assim, utilizaram desta
mesma teoria para examinar a luz emitida pelas estrelas, e a partir destas observacdes,
puderam determinar suas composicdes quimicas. Analisando os resultados obtiveram uma
conclusdo muito importante, as estrelas, assim como a Terra possuem a mesma
composi¢ao, ou seja, sao constituidos dos mesmos elementos.

Em meados de 1912, os estudos realizados por Harlow Shapley (1885 — 1972), e
Henrietta Leavitt apresentaram uma importante relacdo entre a luminosidade absoluta
média de estrelas varidveis de Cefeidas' e o perfodo de oscilacdo da intensidade da luz. A
relacdo entre o periodo e a luminosidade para Cefeidas permitiu a determinacdo das
distancias entre galdxias. Essas distancias sdo muito grandes, de modo que ndo fosse
possivel aplicar o método da paralaxe, usado para medir distancias entre estrelas proximas.
Utilizando os conceitos estudados por Doppler, Kirchhoff e especialmente Henrietta
Leavitt, Hubble foi capaz de determinar a distancia da Via Lactea a Andromeda e concluir
que esta é bem maior que o raio da via Lactea, sendo de aproximadamente cinquenta mil

anos luz.

Cefeidas': Uma Cefeida é uma estrela super gigante de 4 a 15 vezes mais massiva que o sol, cuja
luminosidade varia de 0,1 a 2 magnitudes para um periodo bem definido compreendido entre 1 a 100 dias.
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Hubble pode concluir, portanto, que Andromeda € uma galédxia espiral semelhante a
nossa e que estd a uma distancia aproximada de dois milhdes de anos luz.

Em 1929, utilizando os métodos apresentados na teoria dos “redshifts” realizadas
por Milton La Salle Humason (1891 — 1972), Hubble pode observar a relacdo linear entre o
desvio luminoso z para o vermelho e a sua distincia, isto é, cz = Hyd, onde H, é
denominado parametro de Hubble, d € a distancia do objeto e ¢ € a velocidade da luz. De
acordo com os estudos de diversos pesquisadores, chegou-se no consenso aproximado para
o valor do parametro de Hubble H, de 70 km/(s Mpc), com uma incerteza de 10% desse
valor (ABRAMO, 2019). A relacdo acima somente € valida para pequenas distancias ou
pequenos desvios para o vermelho. No trabalho de Hubble de 1929 as galdxias mais
afastadas apresentavam uma distancia de aproximadamente quatro milhdes de anos luz.
Para essas distancias, ou maiores, a lei de Hubble dada pela Eq. (2) € perfeitamente valida,
uma vez que € consequéncia direta da homogeneidade e isotropia do universo. Utilizando a

relacdo entre a velocidade e desvio para o vermelho, temos a seguinte relagao

v(t) = H(t)d(t). 2)

Um fato a se destacar € em relagdo a unidade de medida para a constante de
Hubble, a medida Megaparsec (Mpc) € a unidade mais utilizada no estudo da cosmologia
por se tratar de distancias extraordinariamente grandes. Um Megaparsec equivale a
3.10%2 m, equivalente a distincia que um raio de luz, cuja velocidade €& de
aproximadamente 3.108 m/s alcanca em trés milhdes de anos, com cerca de quinze vezes o
tamanho da Via Léictea de acordo com a lei de Hubble, assim, para uma galdxia que
apresenta uma distancia de um Mpc da Via Lictea, estdi com uma velocidade de
afastamento de aproximadamente 70 Km/(s Mpc) (ABRAMO, 2019).

Assim, embora a possibilidade tedrica de um universo em expansdo tivesse sido
considerada pela primeira vez por Alexander Alexandrovich Friedmann (1888 — 1925), foi
Edwin Hubble quem nos mostrou ser a expansdo uma propriedade do universo real.
Hubble pdde concluir que a maioria das galdxias observéveis estd se afastando da Via
Lactea e, além disso, quanto maior a distdncia de uma galdxia, mais rdpido ela esta se
afastando, essa descoberta era uma prova concreta e necessaria de que o universo estava se
expandindo.

E comum muitas pessoas pensarem na expansdo do universo como galdxias se

movendo e se distanciando umas das outras. Porém, esta ndo € a maneira mais correta de se
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abordar esse assunto, na realidade as galdxias ndo estdo se movendo, mas sim a distancia
entre elas que estd aumentando. Em outras palavras, a expansdo do universo pode ser
compreendida como a prépria expansdo do espago tempo. De modo anédlogo, podemos
utilizar do exemplo cldssico de uma bexiga sendo inflada, assim como Waga (2005 p.
161), para explicar o fato da expansdo do universo.

Vamos considerar primeiramente uma bexiga de borracha para representar a forma
do universo, em que cada galdxia seria representada por pontos marcados a caneta e
distribuidos uniformemente na superficie do baldao, de modo que ao enchermos o baldo, as
galadxias se afastariam umas das outras. Entretanto, pelas galdxias estarem uniformemente
distribuidas, podemos nos posicionar em um desses pontos € observar sempre a mesma
paisagem, na qual todos os pontos sdo equivalentes em todas as direcoes. Além disso, esse
exemplo ressalta o fato do universo nao possuir um centro, uma vez que as galdxias estdao
distribuidas na mesma superficie esférica e simétrica a bexiga.

Outra consequéncia deste exemplo consiste no fato de que embora os pontos
estejam se afastando, estes ndo aumentam de tamanho, uma vez que sdo considerados
puntiformes em relacdo ao tamanho do baldo, assim como ocorre com as galdxias em
nosso universo. Dessa forma, as observacdes de Hubble fazem todo sentido, quanto maior
a distancia entre duas galdxias, maior é a velocidade de afastamento. Por outro lado, a
expansdo do universo nao aumenta a distancia entre as estrelas ou planetas, como a terra e
a lua, por exemplo, uma vez que esses corpos estdo unidos pela for¢a gravitacional e a
expansdo do universo ndo € rdpida o suficiente para superar essa forca, por isso as tnicas
distancias que estdo aumentando sdo entre as galaxias.

A teoria mais aceita atualmente € que o universo estd em expansao, e esta expansao
¢ diretamente proporcional a sua distancia, ou seja, quanto maior for a sua distancia, maior
sua velocidade de recessdo. Tal conceito é empregado ao medirmos a taxa de expansdo do
Universo, que é dada pela relagdo entre a velocidade de recessdo das galédxias, isto €, a
velocidade com que aparentemente se afastam. Importante destacar que essa expansdo do
universo € homogénea e isotropica, ou seja, do ponto de vista de qualquer observador,
independentemente de sua galdxia e dire¢do de observagdo, a mesma verificacdo da Lei de
Hubble serd consolidada.

As observacdoes de Hubble foram reconhecidas em pouco tempo pelos
pesquisadores e consideradas como inovadoras e revoluciondrias, pois demonstrava que o
universo estava se expandindo como também abriu novas possibilidades para desvendar

um dos maiores mistérios da ciéncia, a origem do universo. Se o0 espago-tempo estd se
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expandindo € intuitivo pensar que se voltdssemos no tempo, os objetos estariam mais
proximos. Ou seja, se voltdssemos ao inicio do proprio tempo poderiamos verificar que
toda matéria que constitui o universo estaria comprimida em um dnico ponto infinitamente

denso contendo toda a matéria e energia do universo, uma singularidade.

3.3. A TEORIA DO BIG BANG

A taxa de expansdo do universo também pode ser utilizada para que possamos
enxergar e compreender o passado mais remoto do nosso universo, o entdo famoso Big
Bang. Observe que a unidade de medida Megaparsec representa uma distancia, logo, a
constante de Hubble tem dimensdes do inverso do tempo. Assim, podemos definir um
momento inicial dado pela Eq. (3) em que representa o “tempo de expansdo universal” de
acordo com a equacdo newtoniana de velocidade escalar média e a Eq. (2), de

aproximadamente 13,8 bilhdes de anos

ty = —. 3)

E de conhecimento que o universo possui uma densidade de matéria visivel, a
matéria baridnica, composta por prétons e néutrons. Elétrons e fétons possuem uma
densidade limite de aproximadamente 5.103! g/cm3, isso é equivalente a cerca de um
atomo de hidrogénio a cada trés metros cibicos (ABRAMO, 2019). Tal matéria ndo esta
distribuida uniformemente no universo, mas agrupadas em satélites naturais, como a lua,
por exemplo, estrelas, planetas, nuvens de géds entre outros. Tais planetas, nuvens e
estrelas, entretanto, ndo estdao distribuidos uniformemente no universo, mas fazem parte de
estruturas ainda maiores, como nuvens de estrelas, aglomerados globulares e galdxias. As
galdxias por sua vez, estdo concentradas em aglomerados com centenas de galdxias em
escalas maiores. O universo estd de fato, ocupado por uma hierarquia de estruturas,
contemplando de escalas pequenas como sistemas solares, até escalas gigantescas, como
superaglomerados de galdxias, as que se temos como as maiores atualmente.

A formacgdo desta inacreditavel hierarquia cosmolégica se dé pela presenca da forca
de atracdo gravitacional, uma vez que além de dar coesdo preserva suas estruturas. Assim,
a forca de atracdo gravitacional ndo sé mantém toda a matéria unida, mas ela € a propria

responsavel por sua formacdo. De acordo com a expansdo do universo, hoje os cosmos sdao
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considerados frios e rarefeitos, porém apresentam ser quentes € densos em sua origem.
Neste sentido, surge o questionamento sobre como verificar as hipoteses dos
questionamentos acerca do Big Bang, como observar as evidéncias de uma era quente e
densa em que nem mesmo as estrelas haviam se formado?

Em meados de 1948, George Anthony Gamow (1904 — 1968) juntamente com seus
alunos Ralph Asher Alpher (1921 — 2007) e Robert Herman (1914 — 1997) propuseram
pela primeira vez o conceito de Radiacdo Cosmica de Fundo (RCF), no qual poderiamos
observar fatos e eventos de um passado remoto utilizando as propriedades das frequéncias
luminosas, assim como realizado por Edwin Hubble. Entretanto, somente em meados de
1965 os engenheiros de comunicagdes estadunidenses Arno Allan Penzias de 1933 hoje
com (86 anos) e Robert Woodrow Wilson de 1936 (83 anos) puderam observar de fato essa
teoria, que acarretou no prémio Nobel de fisica em 1978. Sendo considerada por muitos
pesquisadores como uma das maiores descobertas da cosmologia moderna, uma vez que
eliminou todos os modelos concorrentes que ndo apresentavam um inicio quente e denso
para o universo. Este resultado ¢ uma consequéncia direta das solugdes das equacdes da
TRG realizadas por Friedmann que considera como constante o nivel de entropia do
universo, apresentando neste processo um decaimento de temperatura ao decorrer do
tempo, implicando em temperaturas altissimas no inicio. Este € um dos principais
argumentos para o qual a teoria recebeu o nome de Big Bang.

O termo Big Bang foi cunhado pelo astrofisico e cosmdélogo britanico Fred Hoyle
(1915 — 2001) ao se referir sobre os modelos cosmoldgicos expansionistas com a origem
dos cosmos dada por uma singularidade inicial. Este termo ficou mundialmente conhecido
a partir de uma audi¢do realizada em uma famosa série de rddio da BBC (British
Broadcasting Corporation) de radiodifusao do Reino Unido. A priori, Hoyle utilizou desta
conotacdo como forma pejorativa, uma vez que acreditava ser uma teoria equivocada e
inadequada sobre o surgimento e descricdo do Universo. A propdsito, rigorosamente, a
tradugcdo apropriada de Grande Explosdo para o inglés seria Great Explosion (WAGA
2005, p.161).

Ao Interpretar o Big Bang pelo seu significado literal, uma “grande explosao” pode
levar a compreensdo equivocada sobre esse evento, uma vez que ndao houve qualquer
“explosdo” (em seu sentido literal) dando origem ao universo. E comum pensar no Big
Bang como a explosdao de uma granada, cujos fragmentos se dispersam no espago. Essa
concepgdo possui alguns elementos adequados para entender o conceito de Big Bang, mas

pode levar a alguns equivocos.
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A percepcdo acerca de uma explosdo nos remete intrinsecamente a ideia de um
processo subito de liberacao de energia de forma violenta. Desta maneira, de certo modo, a
associagdo com o Big Bang ndo se torna totalmente erronea, uma vez que a formacao do
universo teria ocorrido a partir de uma gigantesca liberagdo de energia. Entretanto, essa
percepc¢ao se difere muito quando pensamos no processo de explosdo como um processo
de combustdo, no qual necessita geralmente da presenca de oxigé€nio. Este fato torna-se
equivocado, pois até o instante desta liberacdo de energia, ndo havia a presenca de
oxigénio, assim como o espaco ou o préprio tempo. No caso do Big Bang essa “explosdao”
¢ um processo anormal e especial, uma vez que o Big Bang ndo ocorre dentro de um
espaco de trés dimensdes, ele cria o espaco-tempo.

A partir das observacOes de estrelas, galdxias e especialmente os quasares
observéaveis, independente da dire¢do que se olhe, 0 universo apresenta possuir as mesmas
caracteristicas e propriedades. Entretanto, na realidade essas estruturas e aglomerados
cOsmicos ndo sdo perfeitamente congruentes, porém o mesmo modelo cosmoldgico padrao
¢ observado. Em outras palavras, as informag¢des advindas das observacdes acerca da
radiacdo césmica de fundo nos remetem a ideia de que independente da direcdo que se
apontem os detectores, a radiacdo luminosa de fundo € praticamente a mesma. Isto
significa que as caracteristicas do universo nas regides de onde a luz fora emitida eram, em
um passado remoto exatamente as mesmas.

Os quasares sdo objetos cOsmicos que se situam a distancias extremas da Via
Lactea, sendo atualmente os objetos existentes mais longinquos do Universo e sdo
consideradas massas extremamente poderosas energeticamente, pois sdo Os maiores
emissores de energia conhecidos atualmente, com energia comparada a universos inteiros.
Além disso, por apresentarem uma distancia exorbitante, os quasares estdo se afastando
com uma velocidade de aproximadamente 16% da velocidade da luz de acordo com a Lei
de Hubble.

Assim como os fosseis, que nos ddo informacgdes acerca do seu passado, a RCF nos
permite compreender diversos aspectos até entdo em aberto do passado mais longinquo do
Universo. Apesar de considerarmos como sendo homogénea e isotrépica isso ndo ocorre na
realidade, uma vez que sua temperatura caracteristica da emissdo luminosa varia por um
fator de aproximadamente 0,001% dependendo da direcdo que se aponte os detectores
(ABRAMO, 2019). Esta distribuicdo das flutuagdes térmicas nos mostra as condi¢cdes nas
quais as estruturas cOsmicas presentes no universo se formaram e a partir dos estudos

realizados por Newton, podemos conjecturar que a distribuicdo de matéria baridnica
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presente no universo era muito mais homogénea em um passado longinquo. Ha cerca de
alguns bilhdes de anos, grande parte dessas estruturas césmicas ainda ndo haviam se
formado uma vez que a forca de atrac@o gravitacional foi vagarosamente aglomerando em
centros de massas densos toda a matéria ao seu redor, criando as primeiras estrelas e assim
formando as primeiras galéxias.

Essa hipétese de formagdo dos cosmos a partir do colapso gravitacional proposto
por Newton € atualmente a mais aceita no meio académico e tém ao longo dos anos se
mostrado promissora em decorréncia do amparo das observacdes dos astronomos ao redor
do mundo. Entretanto, ndo podemos negar a influéncia e importincia do cardter das
flutuacodes térmicas iniciais.

A partir dos estudos acerca da RCF, podemos obter informacdes do Universo
quando tinha apenas trezentos e oitenta mil anos de idade. Este retrato do universo nos
fornece informagdes essenciais para o estudo da cosmologia, no qual a radiacdo de fundo
nos d4 as condicdes para as quais o universo assumiu sua forma atual, como também
conduz marcas dos processos quimicos e fisicos que ocorreram e, portanto, permite que

testemos modelos com mais detalhes que certas observacdes (ABRAMO, 2019).

3.4. MODELOS DE UNIVERSO

Em consequéncia das teorias propostas por Isaac Newton (1643 — 1727), mais
precisamente seus estudos acerca da gravidade, publicado no ano de 1687 em sua famosa
obra Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, que descreve a Lei da Gravitacdo
Universal, a gravidade pode ser compreendida como uma forga de atragdo mitua entre
corpos que possuem massa. Além disso, a atracdo gravitacional € proporcional as suas

massas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia, conforme representado pela

Eq. 4)

F=6—2=2 )

Sendo F a intensidade da forca de atracdo, G a constante gravitacional cujo valor é
de aproximadamente G = 6,674184.1071* m3/(kg s?), m, e m, a massas dos corpos em
estudo e d a distancia entre seus respectivos centros de massa. Porém, diante da teoria

apresentada surge a seguinte indagacdo, por qual motivo ndo ocorre um colapso de matéria
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no universo? Uma vez que a forca gravitacional € sempre atrativa. De modo a responder
esse questionamento, Newton propde o principio da Universalidade da Interagdo
Gravitacional, que consiste no fato do universo ser infinito com uma distribui¢dao uniforme
e homogénea de astros. Desta maneira, a forca de atracdo gravitacional resultante seria
nula em cada corpo, uma vez que teriamos forcas de sentido contrario distribuidas em seu
redor, implicando assim na estabilidade cdésmica do universo. (HENRIQUE e SILVA,
2019)

Entretanto, antes de qualquer indicio cientifico, Tito Lucrécio Caro (99 a. C — 55 a.
C) antes de Cristo, ja estabelece a partir de uma formulagdo empirica que o universo fosse
infinito e mondtono, no qual pode ser enunciado como: “Independente do ponto que
alguém ocupe, a partir dele, o universo estende-se em todas as direcoes, sem limite”. A
partir de termos atuais, Lucrécio afirma que o universo era isotrépico em relacdo a
qualquer observador, independentemente de seu referencial.

A partir da percep¢do da Universalidade da Interacdo Gravitacional de Newton,
Albert Einstein (1879 — 1955) publicou a entdo TRG que apresentava uma percepgao
inovadora e revoluciondria acerca da gravidade. Em sua teoria, Einstein propds o principio
de equivaléncia e as equacdes da relatividade geral, que representavam a geometrizacao da
gravitagdo. Segundo Einstein, dois corpos ndo apresentavam mais a acdo de uma forca a
distancia, conforme a teoria de Newton, mas a simples presenca de matéria/energia seria
responsavel pela curvatura do espaco-tempo, tornando entdo sua geometria ndo euclidiana.
Para Waga (2005) o nascimento da cosmologia moderna se dd a partir das teorias
desenvolvidas por Einstein, especialmente em relacdio a TRG e mais, de acordo com
Tolman (1987), trouxe uma revolucdo tedrica, uma vez que desenvolveu uma nova
concepcdo da teoria da gravitacdo universal e foi responsdvel por explicar fendmenos até
entdo em aberto, como o avango no periélio de Mercurio, a deflexdo gravitacional da luz, e
o deslocamento das linhas espectrais na superficie do Sol e estrelas.

Em 1905, Albert Einstein divulgou os resultados de suas pesquisas referentes a
Eletrodindmica dos Corpos em Movimento, no qual apresentava uma reformulacio
inovadora acerca da fisica, especialmente em relagao as concepg¢des do espacgo e tempo, no
qual € conhecido atualmente como Relatividade Restrita. Entretanto, a Relatividade de
Einstein tornou-se conhecida pelos pesquisadores pouco tempo depois, em 1908, quando o
matemadtico alemio Hermann Minkowski (1864 — 1909) que fora professor de Einstein no
Instituto Politécnico de Zurique ministrou sua famosa palestra sobre o espaco e tempo.

Minkowski propunha que os conceitos de espaco e tempo fossem na realidade meras
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percep¢Oes de um conceito ainda mais relevante, o espaco-tempo, € apresentava uma
interpretagdo geométrica para as teorias de Einstein.

A partir das concepcOes de Minkowski, Einstein buscou a todo custo realizar a
generalizacdo de sua teoria da relatividade, porém s obteve €xito em 1916 na publicagdo
de seus resultados no artigo Fundamentos da Relatividade Geral, no qual utiliza como
principal ferramenta os conceitos propostos por Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826
— 1866), porém com uma percepcao no espaco-tempo quadri-dimensional. Einstein em sua
teoria da relatividade apresentava inicialmente uma ideia contraria a Newton no que diz
respeito aos referenciais inerciais, entretanto essa teoria se apresentava como sendo muito
mais farta, revelando-se como substituta a consagrada Teoria da Gravitagdo Universal.

A TRG s6 recebeu notoriedade internacional apds a consolidacido experimental ou
observacional de seus estudos em 1919, a partir das expedi¢Oes britanicas em Sobral,
Cear4 e na Ilha do Principe, no Golfo da Guiné na Africa, do fendmeno ndo newtoniano da
deflexdo dos raios luminosos de uma estrela que se encontrava na parte posterior do Sol
durante um eclipse solar. Neste periodo, o fato da existéncia de galdxias ainda ndo era
conhecido, uma vez que estas s6 foram descobertas com Hubble, um pouco mais tarde em
1926. E interessante destacarmos que ndo apenas Einstein, como também o matemadtico,
fisico e astronomo neerlandés Willem de Sitter (1872 — 1934) nao apreciavam o conceito
de um universo em expansdo, essa possibilidade tedrica s6 surgiria em meados de 1922 a
partir das teorias de Friedmann.

Em 1916 a comunidade cientifica ainda defendia as teorias propostas por Newton e
se considerava que o Universo fosse aproximadamente estdtico. Este fato acarretou em
uma pequena falha na teoria de Einstein, no qual notou que para distancias longinquas, as
interacOes gravitacionais deveriam se interagir e se acumular. Em outras palavras, Einstein
notou que a estabilidade césmica s6 seria possivel se houvesse um mecanismo que atuasse
contra a atracao gravitacional entre as galaxias.

No ano de 1917, no artigo Consideracoes Cosmologicas na Terra da Relatividade
Geral, Einstein baseando-se nas observacdes de que as velocidades das estrelas sdo
pequenas, comparadas a velocidade da luz e modo a satisfazer as equacdes da relatividade
e explicar o fato da estabilidade césmica, considera um principio cosmolédgico no qual o
universo € estatico, parcialmente homogéneo e isotrépico. De inicio, ndo consegue obter,
de suas equacdes, qualquer solucdo com essas propriedades. Modificou-as, entdo,
acrescentando um termo denominado Constante Cosmologica (A) (WAGA, p. 02. 2005) e,

obtém, assim, a solucdo desejada. Entretanto, ndo notara na época que este mecanismo de
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estabilizacdo cOsmica do universo fosse instdvel, uma vez que qualquer alteracdo ou
perturbacdo que ocorresse no universo desencadearia em sua instabilidade, e
consequentemente, em um colapso universal. Einstein logo percebeu seu equivoco, e
posteriormente, descreveu o episodio de “my biggest blunder” (meu maior erro).

Neste mesmo ano, de Sitter publicou os resultados de seus trabalhos em que
apresenta uma nova percepg¢do acerca das resolucdes das equacdes da TRG com a insercao
da constante cosmoldgica. Entretanto, o modelo de Sitter apresentava uma abordagem mais
matemadtica, € com uma interpretacdo fisica que ndo agradou a maioria da comunidade
cientifica, pelo fato de o universo de Sitter ser estaciondria e ser ausente de matéria. Neste
ambito, entende-se por estaciondrias uma solugdo cujas propriedades ndo dependem do
tempo (WAGA, 2005).

O universo de de Sitter mostra que a velocidade de recessdo de planetas
distribuidos aleatoriamente era proporcional a distdncia que os separa. Este fendmeno
recebeu o nome de Efeito de Sitter e fora responséavel por explicar razoavelmente bem a
deflexdo da radiacdo espectral de nebulosas observaveis.

Entretanto, Friedmann e de Sitter demonstraram antes mesmo de Hubble, que um
modelo de expansdo do universo seria perfeitamente compativel com a teoria da
relatividade de Einstein. Além disso, foram capazes de apresentar um resultado
extremamente relevante, no qual a taxa de expansdo do universo era totalmente dependente
de sua massa como também de sua pressdo. Tanto no caso de a matéria constituinte ser
baridnica ou do tipo radiacdo, a forca de atragdo gravitacional apresenta-se contrdria a
expansdo. Logo, atuando como uma for¢a ao contrdrio, desacelerando a expansdo do
universo. E, além disso, observaram outro fato acerca da relatividade, a possibilidade de o
espaco possuir uma curvatura intrinseca que poderia influenciar na relacdo de expansao do
universo.

Em 1922 Alexander Friedmann, por influéncia das teorias de Paul Ehrenfest (1880
— 1993) publicou seus resultados acerca da curvatura intrinseca do universo no artigo sobre
a curvatura do Espago para a renomada revista cientifica alema Zeitschrift fiir Physik, que
neste periodo ainda publicava artigos relacionados a cosmologia. Neste artigo, apresenta
duas interpretacdes possiveis para a curvatura do universo a partir das solucdes das
equacdes da TRG, no qual poderia se comportar como uma fun¢do periddica nao
estaciondria ou uma funcao crescente. Apesar de haver publicado seu artigo na prestigiosa

revista, a teoria de Friedmann ndo foi reconhecida. Nesse artigo em que considerou
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espacos com curvatura constante e positiva, Friedmann obteve pela primeira vez solucoes
expansionista, com e sem constante cosmoldgica, das equacdes de Einstein.

A influéncia da curvatura do universo poderia ocorrer de trés formas distintas
dependendo de sua da forma estrutural intrinseca: Friedmann Aberto, Friedmann Fechado
e Friedmann Plano. Para os dois primeiros casos, a curvatura do espaco aumenta e diminui
o fator de expansao, respectivamente, porém propdem um universo infinito e em expansao.
Pode ocorrer também no Friedmann Fechado, um universo em sucessivas expansoes e
contragdes, e por ultimo, a curvatura de Friedmann Plano, consiste em um universo
euclidiano na qual a curvatura nio apresenta qualquer influéncia no processo de expansao
do universo. Neste aspecto, essa era a primeira vez que se propunha um modelo
cosmoldgico em que o universo estava em expansao.

O fator de expansao do universo € dado pela densidade de matéria escura presente
em nosso universo. Este parametro foi obtido a partir da interpretacdo acerca das equagdes
da TRG, na qual pressupde um modelo homogéneo e isotropico. Entretanto, a partir das
observacdes acerca das propriedades da curvatura do universo, pdde-se concluir que esta
influéncia é praticamente insignificante, o que nos remete a ideia de que no inicio do
universo deveria ser ainda menor, uma vez que a tendéncia natural da curvatura seria
aumentar de acordo com o tempo.

A partir da concep¢do de um universo em expansdo proposto por Friedmann, foi
possivel se conjecturar a possibilidade da gravidade atuar como um mecanismo de
desacelerac@o na expansdo do universo. Esta hip6tese € compativel quando pensamos em
um modelo de expansdo conforme ilustrado pelo exemplo do baldo sendo inflado, em que
a gravidade atua de modo andlogo a elasticidade da borracha. Entretanto, os resultados
atuais nos mostram o contrdrio, que o universo estd se expandindo de forma acelerada.
Esse fato se d4 pela matéria constituinte do universo ser predominante escura, uma vez que
Friedmann se baseou no modelo de Einstein que pressupunha a matéria ser do tipo
baridnica. Neste sentido, Einstein propde (A) em suas equacdes da TRG e hoje entende-se

como o termo atrelado a matéria escura.
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4. METODOS MATEMATICOS

Esse capitulo se destina a parte dos conceitos matemdticos abordados durante a
pesquisa para a elaboracdo deste trabalho que serdo de grande utilidade para o tratamento
da problemadtica proposta. No que diz respeito as solucdes das Equagdes Diferenciais,
realizaremos uma breve discussdo dos métodos analiticos do Fator Integrante, Equacdes
Separaveis e da Equacdo de Bernoulli, bem como os métodos numéricos de Runge-Kutta
de ordens 1 e 2, conhecidos como método de Euler e método de Heun (Euler

Aperfeicoado) como também o método de Runge-Kutta de 4° ordem.

4.1. TECNICAS ANALITICAS PARA SOLUCOES DE EDO’S

Para uma melhor compreensiao do desenvolvimento deste TCC, serdo apresentados

alguns resultados sustentados pelo livro escrito pelos autores Boyce e Diprima (2010).

4.1.1. METODO DAS EQUACOES SEPARAVEIS

Seja a Equacao Diferencial Ordindria geral de primeira ordem do tipo

dy _
- (& ). )

Em que y = y(t) e f: RxR = R. Utilizaremos neste caso uma classe mais restrita
de EDO’s de primeira ordem cuja solug¢do pode ser obtida pela integracdo direta. Para isso,

vamos reescrever a Eq. (5) da seguinte maneira
d
M(ty) + Nt y) == 0. (©6)

Isto sempre serd verdadeiro devido ao fato de tomarmos M(t,y) = —f(t,y)
eN(t,y) = 1. Porém, podem ocorrer casos particulares em que M depende exclusivamente

de re N depende exclusivamente de y. Neste caso, temos
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d
M@® +No)Z =o. (7
dt
A Eq. (7) é dita separavel, pois podemos reescrevé-la na forma diferencial
M(t)dt + N(y)dy = 0. (8)

Analogamente € possivel estabelecer este procedimento para qualquer equacio separdvel.

Sejam as primitivas quaisquer H; e H, de Me N respectivamente. Assim
Hi(®) =M(t) e H;(y) = N(y). 9)
A Eq. (7) fica
m@+%@%=a (10)
A partir da regra da cadeia podemos escrever
B0 = L1002 = L i), i
dt dy dt dt
Podemos escrever a Eq. (11) da seguinte maneira

d
a7 (O + H (1] = 0. (12)

Realizando a integragdo em ambos os membros da Eq. (12), e utilizando o Teorema

Fundamental do Célculo parte I (STEWART. 2013, p. 351), obtemos

Hy(t) + H,(y) = C, (13)
Onde C é uma constante arbitrdria a se determinar. Desta maneira, qualquer solucdo da
forma y = @(t) da Eq. (5) deve satisfazer a Eq. (13). Isto é, a Eq. (13) nos define uma

solucdo implicitamente ao invés de explicitamente.
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A Eq. (5) acompanhada de uma condic¢do inicial fornece um Problema de Valor

Inicial (PVI)

{y, =/(Ly®) (14)
y (to) = Yo

Para resolvé-lo, é necessario determinar o valor da constante C na Eq. (13), tomando t =

toey = y,. Logo,
H,(to) + Hy(yo) = C. (15)

Substituindo o valor de C na Eq. (15) e aplicando na Eq. (13) encontramos

t

Hy(t) — Hy(to) = M(s) ds. (16)
to
E
y
) = Hy) = | NG ds. (17)
Yo
Portanto, obtém-se
t y
M(s) ds+f N(s)ds = 0. (18)
to Yo

A Eq. (18) nos fornece uma solu¢do implicita da Eq. (7) satisfazendo a condi¢do
inicial dada pela Eq. (14), uma vez que para se obter a solucdo explicita da Eq. (7) €
necessdrio resolver a Eq. (18) considerando y como uma fungdo de ¢, fato este ndo trivial e
muitas vezes impossivel por métodos analiticos. Uma forma alternativa de se obter sua
solucdo € através de métodos numéricos nos quais serdo estudados posteriormente com

mais detalhes.
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EXEMPLO 1

De modo a exemplificar os resultados obtidos, vamos considerar a seguinte

Equacao Diferencial Ordindria

(19)

&
<o

Juntamente com a condig¢do inicial y(0) = 1, tem-se um problema de valor inicial. Assim,

Podemos escrever a Eq. (19) da seguinte maneira

dy_

“_ . 20
y =t (20)

Integrando ambos os membros da Eq. (20) na variadvel t

fydy= jt dt. 21)

A partir da resolucio da Eq. (21) com as devidas simplificagdes, obtemos a solucdo geral

para a Eq. (19)

y(t) = +Jt* + C. (22)

Aplicando a condicao inicial, obtemos o valor de C = 1. Desta forma,

y(t) = +Vt*+ 1. (23)

A Eq. (23) fornece a solugdo analitica para o problema, juntamente com a condi¢ao inicial.
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EXEMPLO 2

Seja o PVI de acordo com a Eq. (24), determine o valor de y(1) com dez casas

decimais, utilizando o método das Equacdes Diferenciais Separdveis

{3" = 0,04y = f(tn, yn) = 0,04y, (24)

y(0) = 1000.

Podemos reescrever a nossa Equacdo Diferencial dada pela Eq. (24) em termos de

diferenciais, conforme a Eq. (25)

d
y' = 0,04y === 0,04y (25)

Isolando a varidvel y(t) em um lado da igualdade, obtemos

1dy_004 26
ydt_ ) . ( )

Integrando ambos os membros da Eq. (26) na variavel t

1dy
f—— dt = f0,04 dt. (27)
ydt

Utilizando o Teorema Fundamental do Calculo parte I (STEWART. 2013, p. 351), e

realizando os devidos calculos, encontramos
In|y| = 0,04t + C. (28)
Reescrevendo a Eq. (28), isolando o termo y(t) obtém-se a Eq. (29)
y(t) = ke%0%t, (29)

Pelo PVI, temos:
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y(0) = ke%%%0 = 1000

(30)
k =1000.
Logo a solugdo geral da nossa Equacao Diferencial € dada por
y(t) = 1000e%04, (31)
Para determinar y(1), basta substituir o valor de ¢ = 1 na Eq. (31). Assim,
y(1) = 1000e%%4
(32)

y(1) = 1040,8107741923.

4.1.2. METODO DO FATOR INTEGRANTE

Consideremos agora um caso mais geral de equacdes diferenciais lineares de

primeira ordem do tipo

dy _
o +p()y = g(t), (33)

em que p e g sdo fungdes fornecidas na varidvel 7.

O método de resolucdo descrito a seguir foi desenvolvido por Leibniz, e se baseia
na multiplica¢do da Eq. (33) por uma fungdo u(t), de modo a tornd-la facilmente
integravel, essa fun¢ao u(t) é denominada de fator integrante da Equagdo Diferencial e

assim, obtemos

d
RO T+ pOUDY = 1(OG(E). (34)

Podemos observar que a expressdo do membro a esquerda da Eq. (34) representa a

regra da derivagdo do produto u(t)y, desde que satisfaca a condicio
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d
%t) = p(Ou(t). (35)

Supondo o valor de p(t) positiva, temos a seguinte expressao

1 du(t)
1O dt =p(t). (36)

Integrando ambos os membros da Eq. (36), obtemos

Inu(t) = fp(t) dt + C. (37)

Tomando a constante arbitraria C obtida na Eq. (37) como sendo zero, restringimos a

fungdo p(t) a sua forma mais simples. Assim,

w(©) = exp ] p(©) dt ). (38)

Observe que a fungdo u(t) é sempre positiva para todo valor de ¢, conforme supomos.

Assim, retomando a Eq. (34) temos

d
o Oy = u(®g©. (39)
Dessa forma,
k@O = [ug@de + (40)

sendo o valor da constante C arbitrédrio. Deste modo, a solucdo geral da Eq. (33) é dada por

1 t
y(t) = 0 Utoﬂ(s)g(s) ds + Cl; (41)
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onde t, € algum limite de integracdo conveniente.
EXEMPLO 3

Consideremos a seguinte Equacdo Diferencial de primeira ordem linear
i y=1 (51)

De acordo com a Eq. (38), vamos determinar primeiramente o fator integrante em relagcdo a

Eq. (51)

t+1
u(t) = exp(fT dt) (52)
Ap0s a resolucdo da integral descrita pela Eq. (52), encontramos

u(t) = tet. (53)

Multiplicando ambos os membros da igualdade da Eq. (51) pelo fator encontrado na Eq.

(83) parat # 0

tef(t +1
y'tet + ¥y = tel. (54)

Podemos compreender o lado esquerdo da Eq. (54) como a regra do produto para

derivadas. Assim,
i(ytet) = tet (55)
dt '

Integrando ambos os membros da Eq. (55) em relacdo a t e utilizando o Teorema

Fundamental do Célculo parte I, obtemos
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y tet = jtetdt. (56)

Para o calculo da integral do membro direito da Eq. (56), recorremos ao método da

integracdo por partes (STEWART. 2013, p. 420)

udv=uv— | v du. 57
J J

Para isso, sejau = t, e dv = et dt, assim, du = dtev = et

jt etdt = tet — jetdt. (58)
Desta maneira,

ftetdt =tet— et + C. (59)

A Eq. (59) mostra a solugdo para a integral da Eq. (56). Substituindo a solucdo

encontrada e realizando as devidas simplificacdes, encontramos

o) = & - D, %e‘t. (60)

A expressao dada pela Eq. (60) representa a solucdo geral para a Eq. (51) para um valor

arbitrario C que satisfaca uma dada condicao inicial.

4.1.3. EQUACAO DE BERNOULLI

Em alguns casos € possivel determinar a solucdo de uma EDO de primeira ordem
ndo linear realizando a mudanca da varidvel dependente, transformando assim a EDO nao

linear em uma equacao linear. Dentre os casos possiveis, vamos considerar a equagdo na

forma da Eq. (61)
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y +p@®)y = q®)y™ (61)

Esta equagdo € conhecida como Equacao de Bernoulli, no qual sua resolu¢io consiste em

considerar o fator u(t) para a mudanga de varidvel da forma

u(t) =y, (62)

Assim, podemos isolar o termo y(t), no qual obtemos

(63)

A partir da Eq. (63) vamos realizar a diferenciagdo em ambos os membros da igualdade, na

varidvel t resultando na Eq. (64)

dy 1 n_du
— Ton —— 64
at 1-n" "ar (64)

Substituindo a Eq. (64) na Eq. (61), encontramos

1 n_du 1 n
T ui-n I + p(Hui— = q(t)ui-n. (65)

Ap6s as devidas simplificagdes na Eq. (65), podemos escrever

du

o T rOA —nu=q®O)1-n), (66)

que € uma equacao linear. Note que basta considerar

{P(t) =p(O1—-n)

Q) = q(t)(1 —n), 67)

reescrevendo a Eq. (66) de modo que se tenha
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du

T P(Hu = Q(t). (63)

Podemos obter a solugdo analitica por meio do método do fator integrante ou pelo método
das equagdes separdveis. Para isto, utilizemos os resultados obtidos pelo método do fator

integrante, uma vez que contempla um ramo ainda maior de equacdes diferenciais
1 t

u(t) = —— f u(s)Q(s)ds + Cl. (69)
1 (t) l to

Utilizando a Eq. (63) e a Eq. (69), podemos determinar y(t) em func¢do do fator integrante

.

1 [t T
y(t) = (;ﬁ l ft Ou(s)Q(s) ds + CD . (70)

Em consequéncia das transformacOes realizadas nas equagdes (63) e (64), foi
possivel trabalharmos com uma equacao diferencial ndo linear do mesmo modo que uma
equacdo linear. A Eq. (70) nos fornece a Solu¢do analitica para a Eq. (61) com y em fun¢do
de z.

EXEMPLO 4

Vamos considerar a Equacao Diferencial Ordinéria de primeira ordem nao linear

3
y’—?yz t4\/§. (71)

Comparando com a Eq. (61) do método descrito anteriormente, temos que n = 1/3,

p(t) = —3/teq(t) = t*. Assim, vamos considerar
u(t) = y?/3. (72)

Isolando o termo y(t), encontramos
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y(©) = . (73)
Derivando ambos os membros da igualdade da Eq. (73) na varidvel t, obtemos

dy 3 1/Zdu

=~ _Z - 74
dt 2 dt (7%
Substituindo as Eq. (73) e (74) na Eq. (71)
3@ 3 an -, 75)
2 dt t
Realizando as manipulacdes necessdrias na Eq. (75)
du 2 2
_Zu=Zt 76
U= 3t (76)
Logo, podemos afirmar que p(t) = —2/te q(t) = §t4 e utilizando os resultados obtidos
na Eq. (13) da Secdo 4.1.1 podemos concluir que
2 [Lat [2 -2 [Xat
u(t) = e“’t [gft“e t*t dt + C. (77)
Realizando as devidas simplifica¢des, obtemos
2
u(t) = t? [§f t2 dt + C] (78)
€ encontramos
2
u(t) = §t5 + Ct2. (79)

Substituindo a Eq. (79) na Eq. (73)
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3/2

y(t) = (g t5+ Ct2> . (30)

A Eqg. (80) fornece a solugdo analitica para o problema descrito pela Eq. (71).

4.2. TECNICAS NUMERICAS PARA SOLUCOES DE EDO’S

Para uma melhor compreensdo do desenvolvimento desse TCC, serdo apresentados
alguns resultados sustentados pelo livro M. A. G. Ruggiero, V. L. R. Lopes (1996), pois

serdo muito dteis como pré-requisito de modo a amparar os conteidos apresentados.

4.2.1. METODO DE EULER

O método de Euler consiste em um método numérico do tipo passo-simples para o
qual podemos determinar uma solu¢do aproximada de uma Equacdo Diferencial Ordindria

de primeira ordem a partir de um dado PVI da forma

{y’ =f(ty)
y(to) = Yo.

(81)
Dados t, e y, com y(t,) = y,, podemos aproximar a solu¢do da EDO por meio de
uma equagdo da reta. Seja M(ty, Vo), N(t1,y0) € P(t1,y1), podemos entdo determinar a

inclinagdo da reta f(t), y'(to, o) a partir do tridngulo ANMP do Gréfico 1, de modo que:

PN -
th = = th = 71 yO. (82)
MN ity — to

Com t; = ty + h, podemos aproximar a solu¢do da EDO cuja solucdo estd representado

pela fun¢do g(t), y, = g(t;) = f(t;). Assim, a Eq. (82) fica da forma

IO

tg O
& t1 — to

(83)

48



Grifico 1 - Método de Euler de passo simples.

£, t

Fonte: Autor

Para h suficientemente pequeno, obtemos a seguinte relagcdo

I f(to+h)— f(t)
im =

"(to)- 84
pm t, — to y'(to) (84)

A partir da equacdo da reta, temos
y(t) = y(to) + m (¢t — to). (85)

No qual m representa a inclinacdo da reta f. Substituindo a Eq. (84) na Eq. (85),

encontramos
y(t) = y(to) + hy'(to). (86)
Mas como
y' =f(ty)
87
{}’o = f(to,¥o) ®7)
com,
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y(to) = yo
, 88
{3’ (to, o) = f (Lo, Yo), (88)
entdo, pelas Egs. (87) e (88), podemos escrever
y(t) = yo + hf(to,yo) (39)

Logo, como o passo y, depende exclusivamente do passo y,_;, podemos

considerar um ponto y,, .1, de modo que dependa de y,

Yn+1 = Yn T+ hf(tn' yn)- (90)

O método de Euler assim como os demais métodos numéricos de resolucdes de
EDOQO’s consiste em sua esséncia em buscar uma solucao aproximada e, dessa forma possui
certo erro. Neste caso, podemos utilizar a expansao em série de Taylor para majorar este

valor, no qual obtemos

y(tn+1) = Y(tn) + y,(tn)(tn+1 - tn) +

MPALIU S I ov

O método de Euler consiste no truncamento da série de Taylor

y(tn+1) = y(tn) + y’(tn)(tn+1 - tn)- 92)

Assim, o erro cometido pelo método € a soma dos demais termos da Eq. (91) retirando o

termo dado pela Eq. (92), no qual podemos representar pela Eq. (93)

ACCREIN I ©3)

O método de Taylor de segunda ordem consiste em

2

h
Yn+1 = Yn T hf(tn; .Vn) + Ey,’(tn)- ©4)
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A partir das Eqgs. (92) e (94), podemos determinar o erro do método de Euler

2
7y”(sn) = E < max|y" (t)]. 95)

Como ndo € possivel determinar o valor de &, para o qual a segunda derivada seja
maxima, majoramos este valor num determinado intervalo /. Por se tratar de um método
simples, o método de Euler apresenta um elevado custo computacional para se obter a

solucdo desejada, uma vez que salvo fungdes simples, apresenta muitas iteragoes.

EXEMPLO 5

Vamos considerar a seguinte EDO de primeira ordem linear da forma

{ y =y 96)

y(0) = 1.

Trabalhando com uma aproximacao de quatro casas decimais, usaremos o método de Euler
para aproximar y(0,04) com & < 5.107*, sendo € o valor do erro cometido. De acordo

com a Eq. (95), podemos escrever a seguinte relagao

y"(&n)

(tp) = h?. 97

Nesse caso, conhecemos a solugdo analitica do PVI, para y # 0:

1dy
yar - (98)
jld = jldt (99)
y y
Inly| + €, = t + G, (100)
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y(t) = Cet. (101)

Pelo PVI, temos que

y(0)=C=1 (102)

y(t) = et. (103)

Temos, a partir das Egs. (95) e (103) que

M, = max| y"(t)| = e*%* = 1,0408

(104)
ly" ()| < M, ,t €[0;0,04],
onde
1,0408
le(®)] < h?,vt € [0;0,04]. (105)
Assim
1,04
0408 h? < 5.107%, (106)
entao
h <0,0310. (107)

Tomemos o maior valor de h, de forma a trabalhar com pontos igualmente
espacados, ou seja, h = 0,02, pois queremos y(t) = 0,04. Assim, pelo PVI dado pela Eq.
(96), temos

to=0; y(ty) =y(0) =1 (108)

e obtemos pela Eq. (102)
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tz = 0,04‘.

Com os valores de t; e t,, podemos utilizar a Eq. (100) para obter uma aproximacdo para

y(t) =y,

y(t1) = y1 = Yo+ hf(to,¥o) = Yo + hyo (110)
= y,(1 + h) = 1,02.

Analogamente, obtemos

y(tz) =y, =y1+hf(ty,y1) =y1 + hys (111
=y;(1+h)=1,02(1+0,02) = 1,0404.
Dado que e%%% com quatro casas decimais, vale 1,0408, temos que o erro cometido foi
de 1,0408 — 1,0404 = 4.107* < 5.107*%.

Para melhor exemplificacdo e aproximagdo para a solu¢do do PVI dado,
utilizaremos a implementacdo computacional, para isso, o software utilizado foi o
MATLAB uma vez que apresenta valiosos recursos e opg¢des. Entretanto, outros softwares
podem ser utilizados, assim como o Python ou o Octave, pois apresentam recursos
semelhantes e com a vantagem de serem gratuitos e de facil acesso. Assim, o cddigo
utilizado estd descrito e comentado no Apéndice A.

Realizando a simulagdo com as entradas do PVI considerando t, = 0, t = 0,04,
Yo = 1 e N = 2 intervalos obtemos que o erro maximo absoluto cometido pelo método de
Euler é de 4,107741923882191.10~*. Desta maneira, o Grafico 2 apresenta as solucdes
numérica e analitica, no qual podemos observar que para 0<t <0,025
aproximadamente, ambas as curvas quase ndo apresentam diferenga, entretanto, para
0,025 <t <0,04 ja é possivel observarmos que hd uma pequena distincdo que

corresponde ao erro cometido.
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Grifico 2 — Solugdo numérica e analitica do PVI.
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Sol. Analitica

1.005

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
t

Fonte: Autor

Para o tratamento do erro cometido pelo método de Euler, vamos considerar o

Gréfico 3, que mostra o erro para cada valor de t no intervalo de 0 a 0,04.

Grafico 3 — Erro absoluto cometido ponto a ponto.
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EXEMPLO 6

Seja o PVI de acordo com a Eq. (112) abaixo, estime o valor de y(1) utilizando o
método de Euler

{y = 0,04y = f(tn,yn) = 0,04y, (112)

y(0) = 1000.

Neste caso, sabemos a solu¢do analitica para o PVI dado, que nos fornece o valor exato de
y(t) = 1000e%%% de onde y(1) = 1040,8107741923, com dez casas decimais.

Consideremos a expressao do método de Euler conforme a Eq. (113)

Yn+1 = Yn + hf (tn, vn) (113)
Yn+1 = Yo+ hx 0,04y, = (1+0,04h)y,. (114)
Assim,
= (14 0,04h) *
Y1 Yo (115)
y1 = (14 0,04h) * 1000
y, = (1 + 0.04h)y
’ ' (116)
= (1+ 0,04h) = (1 + 0,04h) = 1000.
Logo,
y, = (1 + 0,04h)2 * 1000. (117)
De forma andloga, obtemos uma expressao geral
yr = (1 4+ 0,04h)* % 1000. (118)

Para valores de k = 1,2, 3,4, ... e tomando k = h, obtemos as aproximacdes para y, em

cada iteragdo.
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Assim como executado no exemplo anterior, realizamos a implementacdo
computacional do método de Euler para valores de h =1; 0,5; 0,25; 0,1. Para isso,
utilizou-se o mesmo cédigo descrito no Apéndice A, salvo pequenas alteracdes, como os
valores do intervalo t, a quantidade de subintervalos, a condi¢do inicial, a solucdo analitica
e a fun¢do do método de Euler.

Para h = 1, obtemos:

y(1) ~ y; = (1 + 0,04) * 1000 = 1040. (119)

A partir do desenvolvimento do algoritmo do método de Euler o erro maximo
obtido para a aproximagdo de y(1) para uma iteracdo, ou seja, para N =1 é de
0,810774192388180. O Grafico 4 exibe as curvas obtidas por meio da solu¢ao numérica
e analitica da EDO.

Griafico 4 — Solucdo do método de Euler e solugfo analitica.
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t

Fonte: Autor

E possivel observar no Grifico 5 o erro cometido pelo método de Euler para a

aproximagao de y(1).
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Grifico 5 — Erro cometido pelo método de Euler.
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Para h = 0,5, temos:

y(1) =y, = (140,04 x0,5) * 1000 = 1040,4.

(120)

O erro maximo do método de Euler para y(1) com o passo h=05 é de

0,410774192388089. O Grafico 6 mostra os graficos da solucdo numérica da EDO

juntamente com a solucdo analitica.

Grifico 6 — Solugdo numérica e analitica para h = 0, 5.
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O Gréfico 7 fornece a dispersao de erro do método de Euler ponto a ponto.

Grafico 7 — Erro cometido pelo método de Euler para h = 0, 5.
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Para h = 0,25, temos:

y(1) ~ y, = (1+ 0,04 % 0,25)* * 1000 = 1040,604. (121)

Grifico 8 — Solugdo numérica e analitica pelo método de Euler para h = 0.25.
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O erro maximo do método de Euler para y(1) com o passo h =025 é de
0,206764192388164. As curvas das solucdes analitica e numérica podem ser observadas

no Griéfico 8. O Gréfico 9 informa o erro cometido pelo método de Euler ponto a ponto.

Grifico 9 — Erro cometido pelo método de Euler para h = 0, 25.
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Fonte: Autor
Para h = 0,1, temos:
y(1) =y, =(1+0,04 % 0.1)'° * 1000 = 1040,7277. (122)

Grafico 10 — Solucdes numéricas e analiticas para h = 0, 1.
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As curvas das solugdes numérica e analitica do PVI dado, estdo representadas no
Gréfico 10. O erro maximo cometido pelo método de Euler para y(1) com o passo h = 0,1

¢ de 0,08040173478139. O Gréfico 11 apresenta a dispersdo do erro para h = 0,1.

Grafico 11 — Erro cometido pelo método de Euler para h = 0, 1.
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4.2.2. METODO DE HEUN (EULER APERFEICOADO)

O método de Heun, ou como também € conhecido, método de Euler Modificado ou
Euler Aperfeigoado consiste, conforme sugere o nome, realizar mudancas favoraveis no

método de Euler, baseando-se na utilizacdo da média aritmética das inclina¢des em ¢, e

tnyr

Dado o PVI representado pela Eq. (123)

y' =fty)
{J’O = f(to,Yo)- (123)

Podemos aproximar a solu¢do da EDO por meio da equacio da reta Eq. (124),

y(t) = y(to) + m (t; — to). (124)

60



Dada a aproximacio inicial (t,,y,), vamos supor a situagdo em que a curva y(x)
seja a solucdo da nossa Equagdo Diferencial. De fato, isso sé ocorre em (X, y,). Por essa

aproximacgao (t,, V) traga-se a reta L, cujo coeficiente angular € yy;, = f(t,, ), ou seja,

Ly: Zl(t) =Ynt (t— tn)yrll- (125)

Podemos escrever a Eq. (125) na forma

Li:zy(t) =y, + (£t — tn)f(tn: Vn)- (126)

Assim, dado o passo h = t, 1 — tn, 21 (tps1) = z,.(t, + h) = Y41 do método de
Euler. Seja P = (t, + h,y, + hyy) = (tps1, Yns1)- Pelo ponto P, tragamos a reta Lo,
cujo coeficiente angular é f(t, + h,y, + hy,) = f(ts41,Vn+1), representada pela Eq.
(127):

Ly 2 z;(0) = (0 + hyn) + [t = (tn + W] (tn + b, yy + hyp). (127)

Grafico 12 - Método de Heun (Runge-Kutta de 2* ordem).

y=y,+hy,
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P
’ =
e / ty thag Sty +h t

Fonte: Autor

A reta tracejada L, intercepta P e possui como inclinacdo a média das inclinagdes
das retas L; e L,, ou seja, sua inclinagdo € [f(t,, yn) + f(t, + h, ¥ + hyy)]/2. A reta L

passa por (t,, y,,) € € paralela a reta L, conforme observa-se no Gréfico 12.
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L:z(t) = yn+ (= t)[f (G yn) + f(tn + hyn + hyn)]/2. (128)

Desta maneira o valor obtido aproximado para y,,; pelo método de Heun é
z(x, + h) = z(x,41), ou seja, podemos escrever a expressdo para Y,y conforme a Eq.

(129):

h
Yni1 = Yo + 51t yn) + f(tn + Ry yn + hyn)l, (129)

para quaisquer valoresden =0,1,2,3, ...
Podemos observar que assim como no método de Euler, o método de Heun também
€ de passo simples e de forma andloga ndo envolve o cédlculos de suas derivadas, uma vez

que trabalha apenas com os cdlculos de f(t, y).
EXEMPLO 7
Método de Heun (Runge-Kutta 2* ordem). Analogamente ao que vimos no exemplo

do método de Euler. Seja o PVI representado pela Eq. (130). Estime o valor de y(1)

utilizando o método de Heun.

{y' = 0,04y = f(tn,¥n) = 0,04y, (130)

y(0) = 1000.

Neste caso, sabemos a solugdo analitica para o PVI dado, que nos fornece o valor exato de
y(t) = 1000e°°4t, onde y(1) ~ 1040,8107741923. Assim, Seja a expressdo do método
de Heun representada pela Eq. (131):

h
i1 = Yn + 5[ ) + f(tn+ hyn + Bf (tn30))] (131)
Substituindo f(t,, y,,) por 0,04y, de acordo com a Eq. (130) na Eq.(131), obtemos
h
Yn+1 = Yo + 5 [0,04y, + 0,040y + hx0,04y,)] (132)
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h
Yn+1 = Yo + 50,04y, + 0,04y, + h*0,04%y,] (133)

2
hZ
Yn+1 = Yn <1 + 0,04h + - * 0,042> (134)
h? "
Ve = <1 + 0,04h + 5 0,042> * 1000. (135)

Atribuindo valores para h suficientemente pequenos, quanto menor o valor de h, maior

serd a aproximacao para y(1). Assim, para h = 1, temos:

1
y(1) =y = (1 + 0,04 + 50,042) * 1000 = 1040,8. (136)

A partir da implementacdo computacional descrita no Apéndice B, vamos realizar a
simulacdo com as entradas do PVI, considerando t, =0,t =1, y,=1000e N=1. O
erro maximo cometido é de 0,010774192388226. No Grafico 13 tém-se as curvas obtidas

por meio da solu¢do numérica e analitica da EDO.

Grafico 13 - Solucido numérica e analitica do PVI.
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Para o tratamento do erro cometido pelo método de Euler, vamos considerar o

Gréfico 14, que explicita o erro para cada valor de ¢ no intervalode O a 1.

Graficol4 - Erro absoluto cometido ponto a ponto.
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Para h = 0.5, temos:

(0,5)
2

2
y(1) =y, = <1 + 0,04 % 0,5+ * 0,042) * 1000

(137)
= 1040,80804.

s

O erro maximo do método de Heun para y(1) com o passo h=05 é de
0,002734192388061. As solucdes numérica e analitica da EDO podem ser visualizadas

no Gréfico 15.
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Grifico 15- Solugdo numérica e analitica do PVI.
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O Grifico 16 fornece a dispersao de erro do método de Heun ponto a ponto.

Grafico 16 - Erro absoluto cometido ponto a ponto.
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Para h = 0,25, temos:

0,25)2 *
%w,oﬂ) ¥ 1000

= 1040,8100855020.

y(D) =y, = (1 + 0,04 = 0,25 + (138)
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O erro maximo do método de Heun para y(1) com o passo h =025 é de
6,886903831855307.107%. As solucdes numérica e analitica da EDO podem ser

visualizadas no Grafico 17.

Grifico 17 - Solucao numérica e analitica do PVL
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O Grifico 18 retrata a dispersao de erro do método de Heun ponto a ponto para h = 0,25.

Grafico 18 - Erro absoluto cometido ponto a ponto.
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Para h = 0.1, temos:
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y(1) =y = (1 +0,04%0.1 +

0,1)2 10
( 2) *0,042> * 1000

= 1040,8106635051.

Grafico 19 - Solugdo numérica e analitica do PVL
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O erro méaximo do método de Heun para y(1) com passo h=0,1

1,106872832679073.107*.

(139)
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€
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As solugdes numérica e analitica da EDO podem ser

visualizadas no Grafico 19. O Gréfico 20 fornece a dispersdo de erro do método de Heun

ponto a ponto para h = 0.1.

Grafico 20 - Erro absoluto cometido ponto a ponto.
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Considerando a solug¢do analitica demonstrada no exemplo do método das Equagdes
Separaveis, y(1) = 1040,8108 com quatro casas decimais, podemos observar que a
medida que /& diminui tanto o método de Euler como o método de Heun obtém-se uma
melhor aproximag¢do do valor quando comparado com o analitico. Além disso, que dentre
os dois métodos apresentados, como esperado na maioria dos casos, o método de Heun nos
fornece melhores resultados. Para h = 0,1, y(1) = 1040,8107, por Heun enquanto que
para o método de Euler o valor obtido foi de y(1) = 1040,7277, com uma diferenga de

aproximadamente 0, 083 entre os valores.

Observemos ainda que para t, = 0, entdo

th=to+ nxh=n=x*h. (140)
A série de Taylor de e%%*t, em torno de t = 0 pode ser escrita na forma da Eq.(141)
t? t3
e = 140,04t +0,04” —+ (0,04)° 5 + - . (141)
Assim,
h? h3
e®0*" =14 0,04h + 0,04° -+ (0,04)® TR (142)

Observa-se que tanto (1 + 0,04h)Y/" do método de Euler como (1 + 0,04h +

0.04hn — £0.04tn A segunda

h2\" . ~ o
0,04 7) do método de Heun sdo aproximagdes para e
aproximacdo estd mais proxima mesmo do valor real e, como estamos interessados em
. ~ 1 N . o .
y(1), seja, t =1, entdo n = o Assim, a medida que /4 diminui nos aproximamos da

solugdo analitica, uma vez que

e¥0% = }Liir(l)(l + 0,04h)/", (143)
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4.2.3. FORMA GERAL DOS METODOS DE RUNGE-KUTTA

Os métodos de Runge-Kutta sdo métodos numéricos de passo simples pra
resolugdes de Equacdes Diferenciais Ordindrias, de modo que a solu¢do aproximada y,, 44
¢ obtida utilizando apenas os termos t,, e y,,. Um método de Runge-Kutta de ordem p nao
requer o cdlculo de qualquer derivada de f(t,y), entretanto necessita da uma funcio ¢
definida avaliando f(t,y) em determinados pontos. Desta forma os métodos de Runge-

Kutta sdo descritos por

Yn+1 = Yn + h¢(tn» yn)
vn=20,123,...

(144)

Em que ¢ é uma funcdo de t e y dependente indiretamente de f(t,y) e do tamanho do
comprimento h.

Estes métodos se apresentaram como Otimos aprimoramentos do método de
expansdao em série de Taylor, uma vez que neste método as iteracdes sdo realizadas
envolvendo o calculo de derivas. Para que um método numérico seja classificado como do
tipo Runge-Kutta, devemos realizar uma compara¢do ao método de expansdao em série de
Taylor em termos da ordem de h. Neste trabalho, realizaremos a demonstracio apenas para
o método de Heun, entretanto as demais demonstragdes sdo encontradas facilmente na
literatura académica.

Ao considerarg (t,y) = f e substituindo na Eq. (144), obtemos

Yn+1 = Yn T hf(tn;yn)-
vn=0,1273,..

(145)

que coincide com o método de Euler visto anteriormente. Assim, o método de Euler
consiste no método de Runge-Kutta de ordem p = 1. Para verificar este fato com mais
detalhes, basta analisar se ha concordancia com o método de expansdo em série de Taylor
até os termos de 1* ordem em h.

O método de Heun consiste em um método de Runge-Kutta de ordem p = 2 e

podemos pensar que ele pertence a uma classe mais geral de métodos do tipo
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h
Yn+1 = Yn + E(kl + kz)-

(146)
vn=0,123,..
onde os valores de k; ek, sdo dados por
ki = f(tn yn)
147
{kz = F(tn + h Y, + hky). (147)
Ou seja, de forma equivalente,
Yn+1 = Yn +E f(tnIYn) + f(tn +h,y, + hf(tnryn)) .
2 (148)
vn=20,123, ..
Observe que esse ¢ um método de Runge-Kutta com
1
$(t.y) =5 (FE) +f(t+hy+hf()) (149)
Em outras palavras, podemos reescrever a Eq. (148) da seguinte forma
Yn+1 = Yu + haif (&, yn) + hayf(tn + bih, yn + bohyy). (150)

Ao comparar a Eq.(150) com a expressdo do método de Heun, podemos concluir que

a, = 1/2 € b1 =1
(151)
a, = 1/Zeb2 =1.

A partir da Eq. (150) € possivel observar que temos quatro parametros livres, sendo
estes a;, a,, by e b, de modo que € necessdria a inser¢ao de um novo parametro para que
de fato a expressdo esteja de acordo com a expansdo em série de Taylor até os termos de
h'. Em relacdo aos termos de ordem h? para que haja essa correspondéncia entre o0s

Stod a Ari is doi a d de h?
métodos, sdo necessdrios mais dois parametros correspondentes aos termos de h°f; e

h?f fy- De fato, ao expandir os termos, obtemos
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f(tn + by h, Yn t+ bth’ﬁ) =
= f(tn' Yn) + blhft(tn' Yn) + bzhf(tn: yn)fy(tn' yn) + (152)

+ termos em h?.

De modo que

Yne1 = Yn T alhf(tn'yn) +
+ ayh[f (tn, yn) + bihfy (6 vi) + bohf (tn, i) fy (b y) | + (153)

+ termos em h3.

Entdo, obtemos

Y1 = Yn + (@1 + ax)hf (tn, yn) +
+ (azbl)hzft(tn' yn) + (azbz)hzf(tnr :Vn)fy(tn' yn) + (154)

+ termos em h3.

Desta forma, Pelo método de série de Taylor até os termos em h? é preciso que:

al + az == 1
a2b1 = 1/2 (155)
a2b2 = 1/2.

Conforme ja salientado anteriormente, a Eq. (155) representa um sistema de equagdes
lineares com quatro varidveis e trés equacoes. Desta maneira nosso sistema admite um grau

de liberdade no qual denotamos pelo pardmetro w. Tomando a, = w # 0, obtemos

a, = 1—w
1 (156)
bl :bz :ﬁ

Desta maneira, a expressdo geral para o método de Runge-Kutta de 2° ordem ¢

representada pela Eq. (157)
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(1 - W)f(tnr Yn) +

=y, +h h h ' 17
Yn+1 = In + wf <tn t5— It ﬁf(tn' yn)) ( :

2w’
paravaloresden = 0,1,2, ...

A partir do desenvolvimento tedrico, vamos verificar se o método de Heun satisfaz
as condi¢Oes necessdrias para ser classificada neste método acerca do método numérico de
Runge-Kutta de 2* ordem. Para isso, devemos equiparar se sua expressao coincide com a

do método de séries de Taylor até os termos de 2° ordem em h, de acordo com a Eq. (158):

Yn+1 = Yn T hf(tn' yn) + hf(tnf yn) +
hZ hZ (158)
+ 7ft(tn' yn) + ?f(tnj yn)fx(tn: yn)-

Com seu erro dado pela Eq. (153), analogamente ao realizado pelo método de Euler.

2

h
e(tns1) = aym(ftnﬂ)- (159)

No método de Heun, trabalha-se com f(t, + h,y, + hy,) desenvolvendof(t,y) pela

expansdo em série de Taylor em torno de (t,, y,,), assim:

f&y) = ftny) + filtn y)(E—t,) + fy(tnr Y)Y —ya) +
1
t3 [fie(a, BY(E = t)% + 2fty(a, B)(t — t) (¥ = yn) (160)

+ fyy(a' ﬁ)(y - yn)z]-

Com « entret e t,, e § entre y e y,,. Desta forma,

f(tn + hy, + hyr’t) = f(tn' yn) + ft(tnr yn)h +
+ fy(tn»yn)hyrll + (161)

h2
+7[ftt(a,ﬁ) + 2fiy (@, By + fyy(a, Byi?.
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Entao o método de Heun se torna:

h
Yn+1 =Yn T+ E{f(tnryn) + f(tn'yn + hft(tn' yn)

+ hf (tn, Y fy (tns Yn)

B2 (162)
+ > [ftt(a:ﬁ) + 2f (tn, yn) fry (@, B)
+ fz(tnvﬁ)’n)fyy(a'ﬁ)]}-
A parir da Eq.(162), temos
h
Yn+1 =Yn T EYn + hf (tn,yn) +
hZ
+7 [ft(tn' yn) + f(tn' yn)fy(tn: Yn)] + (163)

h3
+I [ftt(a; ﬁ) + Zf(tnryn)fty(ar ﬁ) + fz(tn: Yn)fyy(ar ,8)]

Esta expressdo estd de acordo com a do método de série de Taylor até os termos de
ordem h?, demonstrando ser um método de Runge-Kutta de 2* ordem.

Em relacdo aos métodos numéricos de Runge-Kutta de ordem mais alta,
apresentaremos somente as expressoes para os métodos de 3° e 4* ordem respectivamente
uma vez que nao estdo de acordo com a proposta deste trabalho. Entretanto, o
procedimento para obten¢do de tais métodos segue a mesma linha de raciocinio

supracitada. Assim, o método de Runge-Kutta de 3* ordem pode ser expresso pela Eq.

(164).

2 1 4
Yn+1 = Yn +§k1 + §k2 +§k3- (164)

De modo que os valores de k4, k, e ks sdo representados por

k, = hf(tn' yn)

h ok (165)
k, = hf(tn +§,yn+7)

73



3 3
ks = hf(tn +2hy, +Zk2>.

De forma andloga, podemos representar o método de Runge-Kutta de 4* ordem pela Eq.

(166)
1
Yn+1 = Yn + g(kl + 2k2 + 2k3 + k4) (166)

Tem-se kq, k,, k3 e k4 expressos pela Eq. (167)

ki = hf (tn, yn)

h kq
ko = hf (tn +5:n +_)

2 2
(167)
h k,
ks = hf(tn +§,yn +7)

ky=hf(t, + h,y, + k3).

Os métodos de Runge-Kutta apresentam dois principais aspectos positivos em
relacdo aos demais métodos, especialmente no que diz respeito a dispensabilidade do uso
de derivadas em seus calculos e se tratarem de um método auto iniciante. Entretanto, assim
como todo método numérico possui uma desvantagem que concerne ao fato de sua
dificuldade no tratamento do erro cometido. Ao majorarmos este valor, perdemos parte de
sua informacdo que poderia ser de grande utilidade para o tratamento do intervalo h
pertinente.

Com todo o aporte tedrico devidamente apresentado e explicado, encerra-se o
Capitulo 4 sobre Métodos Matematicos. Estes métodos serdo ferramentas para a realizacao

dos estudos da Equagdo de Friedmann Plano apresentados no Capitulo 5.
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5. APLICACAO NAS EQUACOES DE FRIEDMANN

Os modelos cosmolégicos de Friedmann, conforme dito anteriormente sdao modelos
expansionistas do universo e descrevem a relagdo de alteracdo nas distancias dos cosmos
por meio de um pardmetro denominado de fator de escala. Este fator de escala, ao
considerar modelos expansionistas assumem valores crescentes € podem ser descritos pela

equacao classica de Friedmann, isto €, sem a inser¢do da constante cosmoldgica

dR\* HEQ, ,
=) - = - —1). (168)
(@) &= @

Os modelos expansionistas de Friedmann sdo descritos pela taxa de variagdo
relativa do fator de escala R(t); pelo parimetro de HubbleH, = R/R(t,), no qualt, é a
idade de um determinado modelo, e o parametro de densidade Q¢ = py/pc0, ONde poé a
densidade de massa do modelo e p., = 3H,/87nG é a densidade do modelo plano, também
chamada de densidade critica de acordo com Viglioni e Soares (2011).

As interpretacdes acerca das solucdes classicas da Equacao de Friedmann descrita
na Eq. (1) nos fornecem trés resultados distintos a partir das consideragdes do parametro de
densidade ,.Friedmann Plano tomando Q, = 1; o Friedmann Fechado para Qy > 1 e o
Friedmann Aberto com Q4 < 1 e, vamos considerar para isto, R(t,) = 1, por convencao,
para valores arbitrarios de €.

Em relacdo as solucdes classicas da Equacdo de Friedmann vamos neste trabalho
apresentar apenas o modelo de Friedmann Plano, uma vez que o objetivo é determinar suas
solucdes de forma analitica e numérica para que posteriormente se realize as devidas
comparacdes. Entretanto iremos apresentar de antemao a solu¢@o desejada para Friedmann
Plano, juntamente com as demais solu¢des para Friedmann Fechado e para Friedmann
Aberto para que o leitor tome ciéncia de sua existéncia e forma. Sendo assim, a solugdo

para o modelo de Friedmann Plano (Q, = 1) se torna

2/3

Ry (t) = (é) : (169)
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No qual o valor de t, = 2/(3H,) representa a idade do universo no modelo plano. Ao
considerarmos o modelo de Friedmann Fechado (€, > 1) a solu¢do € representada em sua

forma paramétrica pelas Eqgs. (170) e (171)

1 Q
Rfe (X) = E(QO——D [1 - COS(X)] (170)
€
t(x) = ) [x — sin(x)]. (171)

2H, (Q — 1)3/2

Para valores do pardmetro ¢ x = 0. Por ultimo, consideremos o modelo de Friedmann

Aberto (2, < 1), no qual sua solucdo é expressa pelas Eqgs. (172) e (173)

1 Q
Rap(x) = 20 [cos(x) — 1] (172)

_0
1-9Q)

Q
2H, (1 - Q)32

t(x) = [sin(x) — x]. (173)

As solucdes para o modelo de Friedmann Plano serdo obtidas por meio dos
métodos analiticos das Equacdes Separdveis e pelo método da Equacdo de Bernoulli e
pelos métodos numéricos de Euler, Heun e Runge-Kutta de 4* ordem pois sdo métodos
simples e robustos com alto grau de confiabilidade, uma vez que sua teoria fora bem
consolidada no decorrer dos anos. Além disso, ambos os métodos utilizados neste trabalho
foram apresentados nas disciplinas de Célculo Diferencial e Integral II e Calculo Numérico
e contemplam uma vasta gama de Equagdes Diferenciais incluindo a Equacdo de

Friedmann.
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5.1. SOLUCAO ANALITICA PARA FRIEDMANN PLANO

Ao considerarmos a Equacdo de Friedmann Plano, apresentaremos sua solucdo a

partir da utilizagao dos métodos das equacgdes separdveis e Equacao de Bernoulli, uma vez
que sua teoria fora apresentada e discutida na Secdo 4.1.

5.1.1. EQUACOES SEPARAVEIS

Vamos considerar primeiramente o método analitico das Equagdes Separaveis. Para

isto, tomemos a Equagdo geral de Friedmann e, para facilitar a solu¢do vamos copid-la e
expressd-la novamente pela Eq. (174).

dR\*  HEQ, ,
any _ - _ _ 174
( dt) x H2(Qo — 1). (174)

Tomando o valor do pardmetro de densidade 0y = 1, temos

2 2
(d_R) _H (175)
ac) ~ R

A partir das devidas simplificacdes na Eq. (175) obtemos

VR(5) = Ho (176)

Integrando ambos os membros da Eq. (176) em relacdo a t, encontramos a partir do

teorema fundamental do célculo parte I

f\/E dR = fHO dt. (177)

Logo,

2/3

R(t) = @Hot) | (178)
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Tomando t, = 2/(3H,) , obtemos

R(t) = (—) . (179)

Temos a partir da Eq.(179) a solugdo para a Equacao de Friedmann Plano, pelo método das

Equacdes Separdveis o que condiz com a Eq.(169) apresentada no Capitulo 5.

5.1.2. METODO DA EQUACAO DE BERNOULLI

Vamos considerar primeiramente o método analitico das Equacdo de Bernoulli.

Para isto, tomemos novamente a Equacdo geral de Friedmann, expressa pela Eq. (180)

dR\*  HEQ, ,
) - = — — 1. (180
(@) ~"& = i@

Para () = 1, temos a equagdo para o modelo de Friedmann Plano:

2 2
(d_R> _B_, (181)
dt

Podemos reescrever a Eq. (181) de modo que

(5% = Hor-2. (182)

Seja a Equacao de Bernoulli em R e t, da forma:

fl—’f +pOR = q(OR™ (183)

Comparando a Eq. (182) com a Eq.(183), podemos afirmar que n = —1/2, p(t) = 0,

q(t) = H,. Consideremos a mudanga de varidvel de acordo com a Eq. (184)
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u(t) = R%/2. (184)
Isolando o termo R(t) em fun¢do de u(t) obtemos a Eq. (185)
R =u?/3, (185)

Realizando a diferenciacdo em ambos os membros da Eq. (185) em relagao a t, resulta na

Eq. (186)

drR 2 du
ax _z -z 186
dat 3%t (186)

Substituindo a Eq. (185) e Eq. (186) na Eq. (183), encontramos

-1/2

2 du 2
& -1/3 *7 2/3 — 3 187
U T 0.u H, (u3) . (187)
Ap0s os devidos cdlculos e simplificacdes
du 3
— =—H,. 188
dt — 27° (158)

Integrando ambos os membros da Eq. (188) em relagdo a t

dudt—3fH dt (189)
de =~ 2) 70"

A partir da Eq. (189) encontramos
3
u(t) = EHOt + C. (190)

Entretanto, € necessdrio realizar a alteracdo da varidvel de acordo com a Eq. (185). Assim,

a solugdo analitica para a Equa¢do de Friedmann Plano pode ser expressa por
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2/3

R = @Hot +c) . (191)

Sem perda de generalidade, obtemos

2/3

R(t) = E (Hot + c:)] . (192)

Se considerarmos t, = 2/(3H,) por definicio, obtemos

R(E) = (%)2/3. (193)

Assim como obtido pelo método das Equacdes Separaveis, a Eq. (193) fornece a

solu¢do para a Equacdo de Friedmann Plano pela mudanca de varidvel proposta pelo

método da Equagdo de Bernoulli.

5.2. SOLUCAO NUMERICA PARA FRIEDMANN PLANO

Para a obtencdo da solucdo da Equacdo de Friedmann Plano, consideremos os

métodos de Runge-Kutta de primeira, segunda e quarta ordem conforme descritos na Se¢ao

4.2. Uma vez que apresenta um método robusto e com sua teoria bem desenvolvida. Para

isso, seja a Equacao de Friedmann descrita pela Eq. (194)

dR\*  HEQ, ,
&) - = _ — 194
( dt) - H2(Qo — 1). (194)

Considerando o valor do parametro de densidade (), = 1, obtemos

dR\*> H}
) I (195)
(dt) R -0

De modo a considerar a escala para t em funcdo de 2/(3H,), tomemos Hy = 1
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G-+

A Eq. (196) ap6s as devidas simplificacdes se torna

drR 1 197
Para facilitar a analogia com a teoria desenvolvida para o método de

Euler, consideremos a substitui¢do da varidvel fator de escala R para y.

dy 1
Analogamente,
, 1
y = - (199)
Jy

A Eq. (199) consiste na funcdo principal do método de Euler descrito pela Eq. (87) na

secdo 4.2.1.
d
Y= = 1. (200)

Integrando ambos os membros da Eq. (199) em relagdo a t, obtém-se

[Vrav=[1ae. (201)

A solugdo da Eq. (201) esta representada pela Eq. (202)

2/3

y(@) = (; t) : (202)
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De acordo com o PVI, R(ty) =1, tomemos entdo t, = 0,1, assim, R(ty) = y(ty) =
y(0,1)

y (0,1) = (5 * 0,1) = 0,2823108086643. (203)

A Eq. (203) fornece o valor de y, do método de Euler, que serd de extrema
importancia para o desenvolvimento dos métodos numéricos apresentados nas secoes

seguintes.

5.2.1. METODO DE EULER

A partir da implementacdo computacional, vamos realizar a simulagdo com as entradas
do PVI, considerando t, = 0,1, t = 14, y, = 0,2823108086643 ¢ N = 10. O cddigo
responsavel pela implementacdo € andlogo ao utilizado para a obtencdo das solucdes dos
Exemplos 5 e 6 e estd descrito e comentado no Apéndice A. Assim, 0 erro maximo
cometido pelo método de Euler de 1,188959537994234. O Gréfico 21 informa as
solugdes numérica e analitica, no qual podemos observar que para (t,,y,) as curvas das
solugdes analitica e numérica coincidem, entretanto para os demais pontos podemos

observar o erro cometido.

Grafico 21 — Curvas da solugdo analitica e numérica para Friedmann Plano com h = 1,39.
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Sol. Analitica
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tempo t (2/3HO)

Fonte: Autor
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No Gréfico 22 tem-se a dispersao de erro do método de Euler ponto a ponto para a

Equacdo de Friedmann Plano.

Grifico 22 — Erro cometido ponto a ponto pelo método de Euler para h = 1, 39.

0 2 4 6 B 10 12 14
|

Fonte: Autor

Consideremos a implementacdo computacional para N = 100 subintervalos, ou
seja, para h = 0,139, de modo a se obter uma melhor aproximagio pelo método de Euler.
O erro maximo € de 0.054449407147333. O Grafico 23 mostra as curvas das solugdes

analitica e numérica para N = 100 subintervalos.

Griéfico 23— Solugdo analitica e numérica para Friedmann Plano com h = 0,139.

Fator de Escala R

Sol. Numerica
Sol. Analitica

0 2 4 3 ] 10 12 14
tempo t (2/3H0)

Fonte: Autor
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A dispersdo do erro do método de Euler para o Friedmann Plano com h = 0,139

pode ser visualizada no Grafico 24.

Grafico 24— Erro cometido pelo método de Euler para h = 0,139.
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Fonte: Autor

Por fim, consideremos N = 1000 subintervalos. O erro maximo cometido pelo
método é de 0.004863157297794. No Grifico 25, podemos observar que as curvas quase

nao apresentam distin¢do para N = 1000 subintervalos.

Grafico 25 — Curvas das solu¢des analitica e numérica para h = 0,0139.
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Fonte: Autor

A dispersdo do erro para o método de Euler estd de acordo com o Grafico 26.
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Grifico 26 — Erro do método de Euler para h = 0,0139.
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5.2.2. METODO DE HEUN

Realizamos a simulagdo com as entradas do PVI, considerando t, = 0.1, t = 14,
Yo = 0.2823108086643 e N = 10. O codigo responsavel pela implementagdo é andlogo
ao utilizado para a obten¢ao das solucdes do Exemplo 7 e estd descrito e comentado no
Apéndice B. O erro maximo cometido pelo método de Heun € de 0.289150777309674. O
Grafico 27 apresenta as solugdes numérica e analitica para Friedmann Plano pelo método
de Heun.

Grafico 27 - Curvas das solugdes analitica e numérica para h = 1, 39.
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O Grafico 28 fornece a dispersdo de erro do método de Heun ponto a ponto para a

Equacgdo de Friedmann Plano.

Grifico 28 - Erro do método de Heun para h = 1, 39.

1] 2 4 (3] 8 10 12 14

Fonte: Autor

Consideremos N = 100 subintervalos, ou seja, para h = 0,139, de modo a se obter
uma melhor aproximagdo pelo método de Heun. O valor do erro méaximo é de
0.002795179001045. O Gréfico 29 mostra as curvas das solu¢des analitica e numérica

para N = 100 subintervalos.

Grafico 29 - Curvas das solucdes analitica e numérica para h = 0,139.
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A dispersdo do erro do método de Heun para o Friedmann Plano com h = 0,139

pode ser visualizado no Gréfico 30.

Grafico30 - Erro do método de Heun para h = 0,139.
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Fonte: Autor

Por fim, consideremos N = 1000 subintervalos. O erro maximo cometido pelo
método é de 1,729981414766435.107°. No Grifico 31 podemos observar que as curvas

nao apresentam distin¢do para N = 1000 subintervalos.

Grafico 31 — Curvas das solugdes analitica e numérica para h = 0,0139.
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A dispersao do erro para o método de Heun estd de acordo com o Gréfico 32.
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Grifico 32 - Erro do método de Heun para h = 0,0139.
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5.2.3. METODO DE RUNGE-KUTTA DE 4* ORDEM

Efetuamos a simulagdo com as entradas do PVI, considerando t, = 0,1, t = 14,
yo = 0.2823108086643 e N = 10. O cddigo responsdvel pela implementacdo estd
descrito e comentado no Apéndice C. Assim, o valor do erro miaximo cometido pelo
método de Runge-Kutta de 4* ordem ¢ de 0,056268629159315. No Gréfico 33 tém-se as

solu¢des numérica e analitica para h = 1.39.

Grafico 33 - Curvas das solugdes analitica e numérica para h = 1, 39.
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O Griéfico 34 apresenta a dispersao de erro do método de Runge-Kutta de 4* ordem

ponto a ponto para a Equacio de Friedmann Plano.

Grafico 34 - Erro do método de Runge-Kutta para h = 1,39 .
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Consideremos N = 100 subintervalos, ou seja, para h = 0,139 de modo a se obter

uma melhor aproximacdo pelo método de Runge-Kutta de 4* ordem. O valor do erro

maximo é de 1.04857478424369410~*. O Grifico 35 mostra as curvas das solugdes

analitica e numérica.

Grafico 35 - Curvas das solugdes analitica e numérica para h = 0,139.
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A dispersdo do erro do método de Runge-Kutta de 4* ordem para o Friedmann

Plano com h = 0,139 pode ser visualizada no Grafico 36.

Grafico 36 - Erro do método para h = 0,139.
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Por fim, consideremos N = 1000 subintervalos. O erro maximo cometido pelo

método é de 1.20032964678845.1078. No Gréfico 37 podemos observar que as curvas

nao apresentam distin¢do para N = 1000 subintervalos.

Grifico 37 - Curvas das solugdes analitica e numérica para h =

0,0139.
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A dispersado do erro para o método de Runge-Kutta de 4* ordem esta de acordo com

o Grafico 38.

Grafico 38 - Erro do método de Runge-Kutta para h = 0,0139.
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A Tabela 1 informa os valores dos erros méiximos absolutos cometidos pelos
métodos de Euler, Heun e Runge-Kutta de 4* ordem para a solu¢do da Equacdo de
Friedmann Plano com N = 10,100, e 1000 subintervalos, ou seja, para valores de h =

1,39; 0,139 ¢ 0,0139.

Tabela 1 - Erro méximo dos métodos de Euler, Heun e Runge-Kutta de 4* ordem.

Erro méximo absoluto para Friedmann Plano

Passo h
Euler Heun Runge-Kutta de 4* ordem
1,39 1,188959537994234 0,289150777309674 0,056268629159315
0,139  0,054449407147333 0,002795179001045 1,048574784243694 10~*

0,0139 0,004863157297794 1,729981414766430 10~°> 1,20032964678845 10~8

Fonte: Autor.

A partir da andlise dos dados obtidos na Tabela 1 nota-se que a medida que o

nimero de subintervalos N aumenta, ou seja, o comprimento h do intervalo diminui, o erro
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cometido por cada método também diminui, de modo que a convergéncia do método de
Heun se apresenta mais rdpida do que no método de Euler, que por sua vez € mais lenta do
que no método de Runge-Kutta de 4* ordem. Isso nos mostra que os resultados obtidos
condizem com a teoria desenvolvida e apresentada nas Secdes 4.1 e 4.2. Além disso,
podemos observar as diferengas entre os erros para h = 1.39,0.139,0.0139 entre os
métodos de Heun e Euler; Runge-Kutta de 4* ordem e Runge-Kutta de 4* ordem e Euler

conforme a Tabela 2.

Tabela 2 - Diferenca entre o erro dos métodos numéricos para Friedmann Plano.

Diferenca entre o erro maximo dos métodos numéricos

Passo h
Runge-Kutta 4* ordeme  Runge-Kutta de 4* ordem e
Heun e Euler
Heun Euler
1,39 0,89980876068456 0,232882148150359 1,13269090883491
0,139 0,051654228146288 0,002690321522621 0,0543448196689086

0,0139  4,8458574836463357 107 1,72878108511967 10~° 4,863145294497531073

Fonte: Autor

5.3. SOLUCAO NUMERICA PARA FRIEDMANN ABERTO

Para a obtencdo da solucdo da Equagdo de Friedmann Aberto, consideremos os
métodos de Runge-Kutta de primeira, segunda e quarta ordem conforme descritos na Secao

4.2

dR\*  HEQ, ,
2 - - _ _ 204
(dt) R Ho(Qo = 1). (209

Considerando o valor do parametro de densidade ), = 1/2 e de modo a obter a escala ¢t
em funcdo de 2/3H,, tomemos Hy = 1. Apds as devidas simplificacdes obtém-se a Eq.

(205)
—= |s5+= (205)
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Para facilitar a analogia com a teoria desenvolvida para o método de

Euler, consideremos a substitui¢do da varidvel fator de escala R para y.

1 1
D12 (206)
dt 2y 2
Analogamente
1 1
"= [— - 207
y 2 +5 (207)

5.3.1. METODO DE EULER

Realizamos a simulagdo com as entradas do PVI, considerando t, = 0,1, t = 14,
Vo = 0,2823108086643 e N = 100. O cddigo responsdvel pela implementacdo é andlogo
ao utilizado para a obtencdo das solu¢des do Exemplo 5, 6 e estd descrito e comentado no
Apéndice A. O Gréfico 39 informa a curva caracteristica da solucdo numérica para a

Equacio de Friedmann Aberto pelo método de Euler para h = 0,139.

Grifico 39 — Solu¢io numérica para Friedmann Aberto com h = 0,139.
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5.3.2. METODO DE HEUN

Realizamos a simulagdo com as entradas do PVI, considerando t, = 0,1, t = 14,
vo = 0,2823108086643 e N = 100. O cddigo responsdvel pela implementacdo é andlogo
ao utilizado para a obten¢do das solugdes do Exemplo 7 e estd descrito e comentado no
Apéndice B. Assim, o Gréfico 40 informa a curva caracteristica da solucao da Equacdo de

Friedmann Aberto pelo método de Heun para h = 0,139.

Grifico 40 — Solugdo numérica para Friedmann Aberto com h = 0,139.
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5.3.3. METODO DE RUNGE-KUTTA DE 4* ORDEM

Realizamos a simulagdo com as entradas do PVI, considerando t, = 0,1, t = 14,
Yo = 0,2823108086643 ¢ N = 100. O codigo responsavel pela implementacdo é andlogo
ao utilizado para a obten¢do da solu¢do de Friedmann Plano pelo método de Runge-Kutta
de 4* ordem e esta descrito e comentado no Apéndice C. O Gréfico 41 informa a curva
caracteristica da solucdo da Equagao de Friedmann Aberto pelo método de Runge-Kutta de

4* ordem para h = 0.139.

94



Grifico 41 — Solug@o numérica para Friedmann Aberto com h = 0,139.
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5.4. SOLUCAO NUMERICA PARA FRIEDMANN FECHADO

Para a obtencdo da solu¢do da Equacdo de Friedmann Fechado, consideremos os
métodos de Runge-Kutta de primeira, segunda e quarta ordem conforme descritos na secao

4.2. Para isso, seja a Equacdo de Friedmann descrita pela Eq. (208)

dR\*  HEQ, ,
=) - = — —1). (208)
(dt) R Ho(Qo = 1)

Considerando o valor do pardmetro de densidade 0y = 2 e de modo a obter a escala t em

funcdo de 2/(3H,), tomemos Hy = 1

Realizando as devidas simplifica¢des, obtemos:

—1. (210)
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Para facilitar a analogia com a teoria desenvolvida para o método de

Euler, realizemos a substitui¢do da varidvel fator de escala R para y

dy
dt

2 2
Y i (211)
y y

A Eq. (211) representa a funcdo principal do método de Euler, no qual serd de

grande utilidade para as implementacdes desenvolvidas nas subsecdes seguintes.

5.4.1. METODO DE EULER

Realizamos a simulagdo com as entradas do PVI, considerando t, = 0,1, t = 12,

vo = 0,2823108086643 ¢ N = 2000. O cddigo responsdvel pela implementacdo esta

descrito e comentado

no Apéndice D, uma vez que a funcdo apresenta pontos de

indiferenciabilidade, caso ndo abordado até o momento. Assim, o Grafico 42 informa a

curva caracteristica da solu¢do da Equacdo de Friedmann Fechado pelo método de Euler

para h = 0.00595.

Grafico 42 — Solugao numérica para Friedmann Fechado com h = 0,00595.
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5.4.2. METODO DE HEUN

Realizamos a simulagcdo com as entradas do PVI, considerando t, = 0,1, t = 12,
¥o = 0,2823108086643 ¢ N = 2000. O codigo responsavel pela implementagcdo €
andlogo ao utilizado para a obtencdo da solu¢do do Exemplo 7 e ao descrito no Apéndice
D. O Griéfico 43 informa a curva caracteristica da solu¢cdo da Equacdo de Friedmann

Fechado pelo método de Heun para h = 0,00595.

Griéfico 43 — Solugido numérica para Friedmann Fechado com h = 0,00595.
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5.4.3. METODO DE RUNGE-KUTTA DE 4* ORDEM

Realizamos a simulagdo com as entradas do PVI, considerando t, = 0,1, t = 12,
Vo = 0,2823108086643 e N = 2000. O codigo responsdvel pela implementacdo €
andlogo ao utilizado para a obtencdo das solugdes para Friedmann Plano e Aberto pelo
método de Runge-Kutta de 4* ordem e ao descrito no Apéndice D. Desta maneira, o
Grafico 44 informa a curva caracteristica da solucdo da Equacdo de Friedmann Fechado

pelo método de Runge-Kutta de 4* ordem para h = 0,00595.
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Grifico 44 — Solucdo numérica para Friedmann Fechado com h = 0,00595.
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Com o desenvolvimento das solucdes numéricas para as Equacdes de Friedmann
Plano, Aberto e Fechado obtidas nas Secdes 5.2, 5.3 e 5.4 e de modo a facilitar a
comparacdo entre as solugdes vamos realizar a construcdo das solucdes de ambas as
equagoes pelo método de Euler em um tnico grifico. Uma vez que pelos métodos de Heun
e Runge-Kutta de 3* e 4* ordem o procedimento empregado é andlogo.

As solugdes numéricas pelo método de Euler das equacdes de Friedmann Plano,
Aberto e Fechado estdo plotados no Grafico 45 nas cores azul, vermelho e preto

respectivamente.

Grifico 45 — Solugido numérica pelo método de Heun para Friedmann Plano, Aberto e Fechado.
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Neste sentido, o Gréfico 46 apresentado por Viglioni e Soares (2011), representa as
curvas das solugdes de Friedmann Plano, Aberto e Fechado e podemos observar que as
curvas condizem com as do Grafico 45 obtido pelo método de Euler. As diferencas de dao
pelo fato de ndo haver mencao sobre o valor de H, utilizado para a construcdo do Grafico

46 na referéncia adotada, bem como o método matematico e a escala considerada.

Grafico 46— Graficos das solugdes das Equacdes de Friedmann.
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Fonte: Viglioni e Soares (2011)

No que diz respeito aos estudos de ambito matemético deste trabalho, podemos
concluir que se deram muito proveitosos uma vez que os resultados obtidos pelos métodos
analiticos e numéricos corroboraram com a teoria desenvolvida na Secao 4. A Solucdo
analitica para a Equacdo de Friedmann Plano foi obtida por dois métodos distintos; o
método das Equacdes separdveis por se apresentar um método mais simples, cuja solucao é
dada essencialmente pela integracdo direta. E pelo método da Equacdo de Bernoulli, pois
contempla os casos de equagdes diferenciais ndo lineares, geralmente nao abordados no
tratamento das Equacdes Diferenciais. O método de Bernoulli recai em muitos casos em
equagoes diferenciais de primeira ordem mais simples, e por este motivo foi realizado o
desenvolvimento do método do Fator Integrante, uma vez que contempla um ramo muito
mais abrangente de equagdes do que o método das equagdes separaveis, apesar deste nao

ser de fato utilizado para a obten¢do das solugdes para as equacgdes de Friedmann.
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Em relacdo aos métodos numéricos para solu¢des de EDO’ s, os desenvolvimentos
dos estudos dos métodos de Runge-Kutta se apresentaram de grande utilidade e
aplicabilidade dado que sdo tteis para a obtengdo das solugdes para fungdes simples como
as utilizadas nos exemplos de cada secdo, até funcdes complexas como as Equacgdes de
Friedmann. Neste contexto, o método de Runge-Kutta de 3* ordem néo foi utilizado para as
obtencgdes das Equacgdes de Friedmann, pois o procedimento empregado seria andlogo.

As solugdes das Equacdes de Friedmann Plano, Aberto e Fechado foram obtidas
pelos métodos de Euler, Heun e Runge-Kutta de 4* ordem. No caso do Friedmann Plano, ja
haviamos obtido a solucdo analitica, e desta forma foi possivel estabelecer a comparacao
entre os métodos citados como também determinar o erro maximo cometido. Para os casos
de Friedmann Aberto e Fechado, as solugdes analiticas ndo sdo obtidas tdo facilmente e
necessitam de estudos mais aprofundados e que fogem ao escopo deste trabalho e por este
motivo ndo foram consideradas.

No que concerne a interpretacdo fisica das solu¢des das Equagcdes de Friedmann,
podemos observar que a curvatura do universo pode ocorrer de trés maneiras distintas. Para
Friedmann Plano e Aberto, o fator de escala R assume valores crescentes, corroborando
com a teoria de que a curvatura do espagco aumenta em fungdo do tempo, no qual pressupde
um universo infinito e em expansao. No caso do Friedmann Fechado, apresenta um modelo
de universo em sucessivas expansdes e contragdes, nesse sentido, os pontos de
indiferenciabilidade de Friedmann Fechado representam tempos de término de um ciclo e

inicio de outro, também conhecidos como singularidades intermedidrias de dois ciclos.
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6. CONSIDERACOES FINAIS

O intuito deste TCC foi estudar a utilizacdo da modelagem matematica através de
métodos analiticos e numéricos para obten¢do das solugdes para os modelos de Friedmann
Plano, Aberto e Fechado do problema cosmoldgico famoso conhecido como Equagdes de
Friedmann. Neste sentido, referente as seis etapas para elaborac¢do de um modelo
matematico para representacdo de um fendmeno fisico descritos por Bassanezi (2012, p.
7), foi possivel realizar somente as etapas de validacdo e aplicagdo uma vez que para a
abordagem das etapas de experimentagdo, abstracio e resolucao seriam necessarios estudos
mais aprofundados que demandariam de muito tempo e recursos que fogem aos objetivos
tracados para esse TCC. Em relag@o a etapa de modificacdo, esta se torna invidvel uma vez
que os resultados obtidos pela solucdo das Equacdes de Friedmann ndao podem ser
confrontados com o problema real, pois ainda hd muitas varidveis e questdes em aberto
acerca da expansao do universo.

Para este estudo foi utilizado os métodos analiticos das equacdes separdveis e
Equacgdo de Bernoulli, bem como os métodos numéricos de Euler, Heun e Runge-Kutta de
4* ordem. Destinou-se durante todo o estudo para a elaboragdo deste trabalho promover a
correlagdo entre os conteidos essencialmente matemdticos estudados no decorrer da
graduacdo com a teoria fisica, reforcando a importancia e necessidade de teorias bem
consolidadas para a abordagem de determinado fendmeno.

O desenvolvimento deste TCC se apresentou bastante longo e demandou muito
tempo para ser finalizado por diversos motivos, uma vez que as teorias cosmoldgicas
estudadas se mostraram mais complexas e extensas do que o esperado bem como pelo fato
da vasta gama de assuntos estudados sendo estes de mérito matemadtico, fisico e
computacional.

E possivel afirmar que os objetivos tracados no comeco deste trabalho foram
cumpridos, pois foi possivel estudar o processo de modelagem matemética, bem como as
principais teorias cosmoldgicas desenvolvidas no século XX, para que se aplicassem 0s
conhecimentos adquiridos na resolucdo da Equacdo de Friedmann por métodos
matemadticos analiticos e numéricos.

No que concerne ao ambito fisico podemos destacar que apds a proposta de
Einstein, sobre a Relatividade Geral, dois eventos praticamente simultineos mudaram
completamente a forma como observamos e compreendemos o universo por volta da

década de 1920. O primeiro sendo a descoberta da sistemdtica apresentada pelos desvios
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espectrais de radiacdo emitida pelas galdxias, realizadas por Edwin Hubble e a segunda
como sendo a descoberta das solucdes das equagdes de campo estabelecidas por Einstein,
por Alexander Friedmann em que nos fornecem modelos dinamicos sobre o universo. Este
poderia estar em expansdao ou em sucessivas expansoes e contracdes. Esta era a primeira
vez que se supunha tal modelo, entretanto, o fato do universo estar em expansdo era
consistente com as observacdes de Hubble. Por estes motivos, ndo havia mais a
necessidade de modelos de universos estiticos assim como propostos por Newton.

A Cosmologia vem se desenvolvendo ao longo da histéria da humanidade a partir
das observagdes do universo e dos astros, € nesse sentido, para que possamos prosseguir
com descobertas nessa drea de estudo para uma melhor compreensdo do universo em que
vivemos € necessario explicar onde, e em que forma, o universo escondeu cerca 95% de
sua energia. As respostas para essas perguntas podem transformar, mais uma vez, o modo

cOmo enxergamos o universo.
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APENDICE A

Function exemplo padrao_euler
format long

% DOMINIO E DISCRETIZACAO DO PROBLEMA

% serdo usados tanto para obter a solucdo numérica, quanto a analitica

t0 = 0
t final = 0.04

N

2; % quantidade de subintervalos;

h

(t_final - tO0)/N
for i=1:N+1

t(i) = t0 + (i-1)*h;

% METODO NUMERICO - EULER
for 1i=2:N+1

y(i) = y(i-1) + h*phi(t(i-1),y(i-1))

% CONSTRUCAO DA SOLUCAO ANALITICA

y _analitico = exp(t);

% ERRO ABSOLUTO

erro = abs(y - y_analitico);
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erro max = max(erro)

o

% Grafico do erro

figure (1)

[

% tudo o que estiver entre

aparecerd na figura 1

hold on

plot(t,y,'k")

plot(t,y analitico,'r")
Numerica', 'Sol. Analitica',

legend ('Sol.
xlabel ('t")
ylabel ('y)

hold off

figure (2)

[

aparecerd na figura 2

hold on

plot(t,erro, "k")
legend ('Erro absoluto', 'Location', 'southeast"')

xlabel ('t")
ylabel ('y")
hold off
end

% DEFININDO A FUNCAOO PHI

[

function phi
phi

end

function funcao

funcao = y;

end

% lembrando gque a EDO é y' = f(t,y)

phi (t,y)

funcao (t,v):;

= funcao(t,vy)

Grafico da solucédo analitica com a numérica
(erro absoluto em cada ponto)

"hold on"

e

'Location',

"hold off",

'southeast')

% tudo o que estiver entre "hold on" e "hold off",
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APENDICE B

Function exemplo padrao_heun
format long

% DOMINIO E DISCRETIZACAO DO PROBLEMA

% serdo usados tanto para obter a solucdo numérica, quanto a analitica

t0 = 0
t final =1

N

1; % quantidade de subintervalos;

h

(t_final - tO0)/N
for i=1:N+1

t(i) = t0 + (i-1)*h;

% CONDICAO INICIAL

y0 = 1000
y(l) = y0

% METODO NUMERICO - HEUN
for 1i=2:N+1

y(i) = y(i-1) + (h/2)*phi(t(i-1),y(i-1),h)

% CONSTRUCAO DA SOLUCAO ANALITICA

y _analitico = 1000*exp(0.04*t);

% ERRO ABSOLUTO

erro = abs(y - y_analitico);
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erro max = max(erro)

o

Grafico da solucédo analitica com a numérica

% Grafico do erro (erro absoluto em cada ponto)

figure (1) % tudo o que estiver entre "hold on" e "hold off",
aparecerd na figura 1

hold on

plot(t,y, "k")

plot(t,y analitico,'r")

legend ('Sol. Numerica', 'Sol. Analitica', 'Location', 'southeast')
xlabel ('t")

ylabel ('y)

hold off

[

figure (2) % tudo o que estiver entre "hold on" e "hold off",
aparecerd na figura 2

hold on

plot(t,erro, "k")
legend ('Erro absoluto', 'Location', 'southeast"')

xlabel ('t")
ylabel ('y")
hold off
end

% DEFININDO A FUNCAOO PHI

[

% lembrando gque a EDO é y' = f(t,vy)
function phi = phi(t,y,h)

k 1 = funcéao(t,y);
k_2 fungéo((t+h),(y+(k_1)*h));

phi = (k. 1 + k 2);

end

function funcao = funcao(t,V)
funcao = 0.04*y;

end

108



APENDICE C

Function exemplo padrao RungeKutta quarta ordem

format long

% DOMINIO E DISCRETIZACAO DO PROBLEMA

[

% serdo usados tanto para obter a solucdo numérica, quanto a analitica

t0 = 0.1
t final = 14

N = 10; % quantidade de subintervalos;

j=n
1

(t_final - tO0)/N
for i=1:N+1

t(i) = t0 + (i-1)*h;

% CONDICAO INICIAL

y0 = 0.2823108086643
y(l) = y0

% METODO NUMERICO - RUNGE-KUTTA DE 4% ORDEM
for 1=2:N+1

y(i) = y(i-1) + (1/6)*phi(t(i-1),y(i-1),h)

% CONSTRUCAO DA SOLUCAO ANALITICA

y analitico = ((3/2)*t)."(2/3);

% ERRO ABSOLUTO

erro = abs(y - y analitico);
erro max = max (erro)
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o

radfico da solucdo analitica com a numérica

G
Grafico do erro (erro absoluto em cada ponto)

o3
o

[

figure (1) % tudo o que estiver entre "hold on" e "hold off",
aparecerad na figura 1

hold on

plot(t,y,"'k")

plot(t,y analitico,'r")

legend('Sol. Numerica', 'Sol. Analitica', 'Location', 'southeast')
xlabel ('"tempo t (2/(3H0))")

ylabel ('Fator de Escala R'")

hold off

[

figure (2) % tudo o que estiver entre "hold on" e "hold off",
aparecerad na figura 2

hold on

plot(t,erro, "'k")
legend ('Erro absoluto', 'Location', 'southeast"')

xlabel ('t")
ylabel ('y")
hold off
end

% DEFININDO A FUNCAOO PHI

% lembrando que a EDO é y' = f(t,vy)

function phi = phi(t,y,h)
k 1 = h*funcgdo(t,y);
k 2 = h*funcéo((t+h/2), (y+(k_1)/2));
k 3 = h*funcéo((t+h/2), (y+(k_2)/2));
k 4 = h*funcéo ((t+h), (y+k 3));

phi = (k 1 + 2%k 2 + 2%k 3 + k_4);

end

function funcao = funcao(t,y)
funcao = 1/ (sqrt(y)):;

end
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APENDICE D

Function exemplo padrao_euler fechado

format long

% DOMINIO E DISCRETIZACAO DO PROBLEMA

o)

t0 = 0.1
t final = 12

N = 2000; % quantidade de subintervalos;

o
I

(t_final - t0)/N
for 1i=1:N+1

t(i) = t0 + (i-1)*h;

% CONDICAO INICIAL

y0 = 0.2823108086643
y(1l) = y0

% METODO NUMERICO - EULER
for 1=2:N+1

y(i) = y(i-1) + h*phi(t(i-1),y(i-1))

[

% Grafico da solucdo numérica

Q

figure (1) % tudo o que estiver entre "hold on" e "hold off",

aparecera na figura 1
hold on
plot(t,y,'k")

xlabel ('tempo t (2/(3H0))")
ylabel ('Fator de Escala R'")

% serdo usados tanto para obter a solucdo numérica, quanto a analitica

111



hold off

end

% DEFININDO A FUNCAOO PHI

o)

% lembrando que a EDO é y' = f(t,vy)

function phi = phi (t,y)

phi = funcao (t,y);

end

function funcao = funcao(t,V)
if (£t < 3.3);
funcao = sqrt(abs((2/y) - 1));
elseif (t >= 3.3 & t < 6.6);
funcao = -sqrt(abs((2/y) - 1));
elseif (t >= 6.6 & £t < 9.9);
funcao = sqrt(abs((2/y) - 1));
elseif (t >= 9.9 & t < 13.2);
funcao = -sqgrt(abs((2/y) - 1));
end

end
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