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RESUMO

Neste trabalho, o objetivo principal € apresentar o Teorema de Bayes por meio de
algumas de suas principais aplicacdes: a Teoria da Decisao Bayesiana, o Algoritmo
de Naive Bayes e na educacgao basica. Apesar de no inicio ter existido uma grande
resisténcia dos matematicos em usa-lo, este teorema é considerado atualmente uma
das relagdes mais importantes envolvendo probabilidades condicionais e isso reflete
em suas aplicagdes que sao de grande utilidade em diversos segmentos. Para cada
uma das aplicagdes foi abordada a linguagem matematica no estudo do referido
teorema, articulado com exemplos de situagcbes em que elas foram empregadas,
tomando por base uma pesquisa qualitativa na modalidade bibliografica. Ao fim,
notou-se que, apresentar o Teorema de Bayes através das aplicagdes, torna-o
menos complexo, constituindo-se uma forma alternativa de abordagem, em termos
de ensino-aprendizagem no estudo de nog¢des probabilisticas.

Palavras-chave: Teorema de Bayes; Aplicagdes; Probabilidade.



ABSTRACT

The main objective in this work is to present the Bayes Theorem through some of its
main applications: the Bayesian Decision Theory, the Naive Bayes Algorithm and in
the basic education. Despite at the beginning there was a great resistance from
mathematicians to use it, this theorem is currently considered one of the most
important relations involving conditional probabilities and this reflects in its
applications that are very useful in several segments. For each of the applications,
the mathematical language was approached in the study of the referred theorem,
articulated with examples of situations in which they were used, based on qualitative
research in the bibliographic modality. In the end, it was noticed that presenting
Bayes' Theorem through applications makes it less complicated, constituting an
alternative form of approach, in terms of teaching-learning in the study of probabilistic
notions.

Key words: Bayes Theorem; Applications; Probability.
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1 INTRODUGAO E OBJETIVOS

A probabilidade € um ramo da Matematica que tém se tornado cada vez mais
importante para a sociedade de modo geral e por mais que nao se perceba, ela é
utilizada a todo momento em nosso cotidiano. Por exemplo, quando verificamos na
previsdo do tempo quais sdo as chances de chover em determinada data,
consultamos as noticias para saber se o transito estara congestionado ou quando
jogamos na loteria, todas essas situag¢des, entre outras, utilizam a probabilidade.

O mesmo se aplica aos meios académicos, cientificos e empresariais, a
probabilidade apoia muitos estudos e tomadas de decisdes calculando as chances
de que um determinado evento ocorra e oferecendo maior grau de seguranga para
aqueles que a utilizam.

Entre tantas ferramentas que a probabilidade oferece, uma delas é o Teorema
de Bayes (T.B.), o qual é considerado atualmente uma das relagdes mais
importantes envolvendo situagbes em que deseja-se estimar as chances de um
determinado evento ocorrer, dado que um outro ja ocorreu. Em decorréncia de sua
eficiéncia, o T.B. possui uma variedade de aplicagdes, sendo assim, o objetivo geral
deste trabalho é apresenta-lo por meio de algumas delas.

Ja em relag&o aos objetivos especificos, tem-se:

e Estudar a Histdria da Probabilidade e seus principais conceitos;
e Estudar a Probabilidade Condicional;

e Apresentar a Historia de Thomas Bayes;

e Desenvolver teoricamente e demonstrar o T.B.;

e Apresentar aplicagbes da estatistica bayesiana.

Para cumprir os objetivos desta pesquisa, optamos por uma perspectiva
qualitativa na modalidade bibliografica. Para Severino (2007, p.122), a pesquisa
bibliografica realiza-se pelo:

[...] registro disponivel, decorrente de pesquisas anteriores, em
documentos impressos, como livros, artigos, teses etc. Utilizam-se
dados de categorias tedricas ja trabalhadas por outros pesquisadores
e devidamente registrados. Os textos tornam-se fontes dos temas a
serem pesquisados. O pesquisador trabalha a partir de contribuicoes
dos autores dos estudos analiticos constantes dos textos.
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O primeiro trabalho selecionado foi sobre a Teoria da Decisdo Bayesiana na

Estratégia Mercadologica (GOLDSCHMIDT, 1970). O autor utiliza o T.B. juntamente
com uma arvore de decisdes para apresentar possibilidades diante de um problema
de negocio, como o aumento ou ndo do pre¢co de um produto, por exemplo, na qual
o administrador precisa tomar uma decisdo. Nas conclusdes, ele cita que a
abordagem bayesiana se mostrou um poderoso instrumento para auxiliar os
administradores em sua dificil tarefa de tomar decisodes.

Na area de medicina uma aplicagdo importante trata-se de usar o modelo
bayesiano como um caminho para a andlise estatistica de dados genéticos,
conforme aborda Rodrigues (2010) em seu trabalho. Ela cita que esse modelo
facilita a interpretacao dos resultados de problemas complexos em genética e onde
muitas vezes a estatistica classica acaba falhando. Suas grandes vantagens séo
que ele permite enfocar uma questao de interesse de modo mais direto, incorporar
informacgdes a priori, evitar problemas com os testes de hipéteses multiplas e no fim
solucionar problemas complexos. O lado negativo desse modelo é sua
complexidade.

Partindo para uma questdo mais atual, o T.B. também pode ser aplicado no
monitoramento de redes sociais, que € o tema do trabalho de Figueira et al (2013).
Elas utilizaram o site Causa Brasil que monitora as questdes e reivindicagdes nas
redes sociais, relacionando-o com as noticias divulgadas na Radiobras, criando um
histérico para verificar se existe alguma relagdo entre as noticias da midia com as
causas das redes sociais. Ou seja, elas criaram bases técnicas através do T.B. para
fazer previsbes da repercussdo de fatos nas redes sociais com as noticias e
acontecimentos. Infelizmente os resultados finais ndo comprovaram essa premissa,
mas as autoras afirmaram que provavelmente com um maior historico e alguns
ajustes poderiam chegar em resultados mais satisfatorios.

Outra aplicacdo muito interessante € a do problema ou paradoxo de Monty
Hall, € um jogo em que existem trés portas e em apenas uma delas um carro como
prémio, o participante escolhe uma das portas, o apresentador abre outra que nao
tem nada e da ao participante a escolha de trocar sua porta. Salomao (2014)
aplicou-o na educagao basica, pois seus aspectos ludicos podem ser introduzidos
como uma oportunidade de cativar o aluno para o estudo, além de trazer a

aplicabilidade da Matematica através de atividades em forma de jogos.
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Continuando na area da educagao, Ferreira (2016) também leva o T.B. para

os anos finais da educagao basica. Sua proposta consistiu em aplicagdes tedricas e
praticas, envolvendo toda a parte histérica acerca do teorema, o estudo dos
elementos de probabilidade necessarios a compreensdo do mesmo e por fim, o
autor levou para os alunos trés problemas que poderiam ser resolvidos a partir do
T.B. que sdo o problema de Monty Hall, ja citado no paragrafo anterior, a
problematica do falso-positivo e o percentual de assertividade referente a
sensibilidade do resultado de um exame. Ele concluiu que essa abordagem como
conteudo complementar do estudo de probabilidade é possivel e proporciona aos
alunos uma gama maior de conhecimentos, além de estimular a criatividade e o
raciocinio.

Por fim, partindo para tecnologia, uma aplicagdo que esta sendo muito
utilizada atualmente é a do algoritmo classificador de Naive Bayes, originado do T.B.
Melo (2007) desenvolveu um trabalho abordando o problema de reconhecimento de
padrbes textuais aplicada ao processo de classificacdo automatica de documentos.
O classificador Naive Bayes é um algoritmo para o aprendizado indutivo com
abordagem probabilistica e € um dos mais utilizados em categorizagao de textos por
ser simples, rapido e de facil implementagdo. A autora destacou no final que os
resultados obtidos a partir desse classificador foram muito satisfatorios, atingindo
uma taxa de 95% de acerto.

A fim de organizacdo deste trabalho, é feita uma introducdo ao tema de
pesquisa, bem como é apresentado o objetivo e 0 estado da arte do mesmo. Em
seguida, no capitulo 2 a probabilidade € apresentada tanto em seu histoérico quanto
0s principais conceitos que sao necessarios para alcangar o T.B. No capitulo 3 o T.B.
também tem sua histéria retratada, bem como seus conceitos e demonstragdes. Por
fim, no ultimo capitulo sdo abordadas a Teoria da Decisao Bayesiana, o algoritmo de

Naive Bayes e o T.B. aplicado a educacéo basica.



2 PROBABILIDADE

Neste capitulo sera apresentada uma breve historia sobre a probabilidade,
quando surgiu, de que forma e principalmente como foi seu desenvolvimento ao
longo dos anos. De acordo com Viali (2008), diferente da Histdria da Matematica em
geral, a Histdria da Probabilidade é bem escassa de informag¢des e quando sao
encontradas, elas estdo misturadas a Histéria da Estatistica, o que acaba
dificultando ainda mais as pesquisas.

Além disso, também serdao apresentados conceitos basicos de probabilidade
que podem ser vistos como pré-requisitos para o entendimento do T.B., como
experimento, espaco amostral e evento. Por fim, trata-se da probabilidade
condicional, eventos independentes e as diferengas entre a estatistica bayesiana e

frequentista.

2.1 BREVE HISTORIA DA PROBABILIDADE

Este capitulo se baseia preferencialmente no trabalho de Viali (2008), o qual
define a probabilidade como o ramo da Matematica que tem o objetivo de modelar
fendbmenos nao deterministicos, isto &, aqueles fendbmenos em que o “acaso”’
representa um papel preponderante.

Por muito tempo e pode-se dizer que até hoje, a sociedade tem uma certa
dificuldade de aceitar o acaso como um fenémeno natural, que ndo é algo divino,
mas sim que ocorre naturalmente, sem causas totalmente definidas, sendo que
apenas modelos probabilisticos podem representa-los.

Viali (2008) ainda traz que abordagens matematicas da probabilidade so
surgiram de fato ha cerca de 500 anos, mas antes disso ja era possivel detectar
atividades que tendiam a este caminho com tentativas de se calcular as
possibilidades de ganhar jogos de azar e também de quantificar os riscos
associados a sinistros para em seguida determinar o prémio que uma seguradora
deveria pagar ao cliente lesado.

Abordando um pouco mais sobre essas primeiras manifestacdes
probabilisticas, a primeira delas foi em um jogo chamado Tali, o qual utilizava um

dado irregular, formado pelo osso de um animal. O jogo foi utilizado para a
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realizagcao de experimentos, levando ao calculo da frequéncia da ocorréncia de cada

valor, para apostas, previsbes do futuro e até mesmo tomada de decisdes
importantes, como a divisdo de herangas. Existem alguns registros que mostram a
tentativa de “prever’” matematicamente os resultados que poderiam ser obtidos
nesses jogos.

Outra aplicacdo observada foi para seguros de vida, os comerciantes
utilizavam probabilidade para calcular as possibilidades da ocorréncia de acidentes e
até mesmo da chance de sobrevivéncia, para entdo determinar o prémio que seria
pago pelo seguro. Inclusive, os estudos matematicos surgem exatamente atendendo
a esses tipos de negocios, seguradoras, que com O progresso da probabilidade
passaram a ter condi¢des de trabalhar com embasamento cientifico.

Depois disso, houveram muitos outros registros de matematicos que
contribuiram com o desenvolvimento da probabilidade por todo o mundo. Os
italianos foram os pioneiros nos séculos XV e XVI, que apesar de nao terem
desenvolvido teoremas ou conceitos, trabalharam em problemas reais envolvendo
comparacao de frequéncias de ocorréncias e ganhos em jogos de azar. Pacioli
(1445-1517) tentou resolver um problema que anos depois, matematicos como
Pascal (1623-1662), Fermat (1607-1665), Tartaglia (1499-1557) e Cardano
(1501-1576) também tentaram, porém todos sem sucesso. Cardano inclusive, foi o
primeiro a introduzir técnicas de combinatoria no calculo dos casos possiveis de um
evento e também a considerar a probabilidade de um evento como a razao entre o
namero de casos favoraveis e o numero de casos possiveis. Galileo foi outro
italiano que também teve suas contribuicdes e esta ligado ao surgimento da
distribuicdo normal.

O francés Pascal, assim como Pacioli, desenvolveu estudos relacionados a
probabilidade em jogos e obteve melhores resultados. Alguns anos depois, Frangois
Viete (1540-1603) traduziu a resolugdo de Pascal em um calculo literal, mais
parecido com o que € conhecido hoje. Historiadores acreditam que em um desses
estudos de Pascal, os quais ele compartilhava por correspondéncia com Fermat, foi
que iniciou a Teoria das Probabilidades, pois eles conseguiram solucionar o
problema que ja havia sido alvo de outros matematicos e que mais tarde se

transformou em um teorema.
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Pouco tempo depois, o holandés Christiaan Huygens (1629-1695) também

tomou conhecimento do problema envolvendo jogos de azar, publicando entdo o
primeiro trabalho impresso sobre calculo de probabilidades. Ja o sui¢co Jacques
Bernoulli (1655-1705) comegou um processo de sistematizar todos esses conteudos,
de forma mais generalista e em 1689 publicou um trabalho sobre séries, com um
importante teorema.

O inglés Abraham de Moivre (1667-1754) trouxe em uma de suas publicagdes
o conceito de “independéncia”, investigou taxas de mortalidade e os fundamentos da
teoria das anuidades, além da formula de Stirling que foi erroneamente atribuida ao
escocés James Stirling (1692-1770) e que ele utilizou para derivar a curva normal,
como uma aproximacao da distribuicao binomial.

Nesse periodo, os trabalhos fundamentais foram produzidos pelo francés
Pierre-Simon Laplace (1749-1827), que ampliou o campo de aplicagbes da
probabilidade para outras areas, pois até entdo ela estava voltada principalmente
para o calculo de jogos de azar.

Foi entdo que, depois de Laplace muitos matematicos comegaram a se
dedicar e trazer maiores contribuicbes a este ramo da Matematica, como Gauss
(1777-1855), Euler (1707-1783), Markov (1856-1922), d’Alembert (1717-1783), entre
outros. A distribuicdo normal, por exemplo, de extrema importancia para os ramos
da estatistica e probabilidade, € conhecida comumente como uma descoberta de
Gauss, porém muitos historiadores dizem que na verdade De Moivre e Laplace ja
haviam deduzido-a antes.

Mais recentemente houve também o russo Andrei Andreyevich Markov (1856
-1922) e o austriaco Richard von Mises (1883-1953) que trouxeram grandes
contribui¢gdes, porém foi Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987) que ficou
conhecido como o pai da probabilidade moderna, ele apresentou resultados
relevantes, publicou trabalhos que de certa forma revolucionou os conceitos que
haviamos até entdo e além disso, suas abordagens também impressionavam pela
rigorosidade.

Alguns dos trabalhos de Kolmogorov foram a apresentacdo do teorema das
“trés séries” e resultados sobre desigualdades de somas parciais de variaveis
aleatdrias, a publicagdo de uma monografia sobre os Fundamentos da Teoria da

Probabilidade e a axiomatizagéo da teoria da probabilidade.
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2.2 CONCEITOS BASICOS DA PROBABILIDADE

Este capitulo se baseia nos estudos de Bussab e Morettin (2010) e Meyer
(2000), os quais dizem que a probabilidade € um campo da Matematica que analisa
e calcula as possibilidades de que algo ocorra e as chances de que se obtenham
determinados resultados para tal. A probabilidade, cada vez mais, tem se tornado
uma ferramenta essencial para diversas areas do conhecimento, afinal através de
calculos matematicos ela proporciona previsdes importantes para decisdes a serem
tomadas. Mas para falar de probabilidade, primeiramente é essencial descrever
alguns dos principais conceitos que envolvem esse tema.

Os experimentos podem ser divididos entre dois tipos de modelos,
deterministico ou n&o-deterministico. No modelo deterministico, segundo Meyer
(2000) admite-se que o resultado efetivo seja determinado pelas condigdes sob as
quais o experimento ou procedimento seja executado. No entanto, existem situagdes
em que esse modelo ndo atende, entdo utiliza-se o modelo ndo-deterministico ou
estocastico, que tratam-se dos experimentos aleatérios, em que as condi¢cdes da
experimentagdo determinam somente o comportamento probabilistico do resultado
observavel.

Segundo Bussab e Morettin (2010, p. 103), experimento aleatdrio é o conjunto
de todos os resultados possiveis que podem ocorrer num experimento, tais como
langar uma moeda ou um dado e observar a face de cima ou entdo, questionar a um
consumidor sobre sua preferéncia entre dois ou mais produtos. Nota-se que nessas
duas situacdes, pode-se ndo saber o resultado final, mas os possiveis resultados
sdo conhecidos exatamente pelas condi¢gdes do experimento. E quando executado
por muitas vezes, algum padréo pode ser identificado e entdo surgem os modelos
matematicos.

Ja o espaco amostral é o conjunto formado por todos os resultados possiveis
de um experimento aleatorio, por exemplo, quando langamos um dado e
observamos a sua face de cima, o espago amostral sera igual a seis, visto que um
dado possui seis faces e qualquer uma delas € um possivel resultado.

Outro conceito importante é o de evento, que é qualquer subconjunto de um
espaco amostral definido de acordo com os objetivos do experimento, sendo que

qualquer resultado individual também pode ser considerado um evento. Por
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exemplo, ao jogar um dado existem trés possibilidades de cair um numero par (2, 4

ou 6), esse subconjunto € um evento.
Pode-se dizer que, seja &€ um experimento e S um espago amostral
relacionado a ¢, entdo a cada evento A pode ser calculado e obtido um namero real

de P(A), que representa a probabilidade de A, satisfazendo as seguintes

propriedades:
1. 0 < P(4A) < 1,
2. P(S) = 1,

3.Se A e B forem eventos mutuamente excludentes, entao
P(A U B) = P(A) + P(B),

4. Se A1' Az’ An, forem dois a dois eventos mutuamente excludentes, entido

P(U_A)=P(A) + P(A) + .. +P(A).

Por fim, suponha que repetimos n vezes o experimento ¢, e sejam A e B dois

eventos associados a ¢, entdo n en, serdo o numero de vezes que os eventos 4 e
B ocorreram nas n repeticdes. Portanto, fA =n, /n € denominada frequéncia

relativa do evento A nas n repeticdbes de e. Por exemplo, suponhamos que esta
chovendo e ha uma goteira em determinada casa, causada por algumas falhas no
telhado, hora o pingo da goteira cai dentro de uma panela, hora cai no fogdo onde
estd também a panela, se uma pessoa fica observando esses pingos por muito
tempo e anotando seu ponto de impacto, ela ira perceber uma sequéncia e entao
sera capaz de calcular sua frequéncia relativa dos eventos A = {pingo cai na panela}
ou B = {pingo cai no fogédo}. Obviamente ndo é possivel ao certo prever onde esses
pingos irdo cair, pois o experimento depende de diversas variaveis, mas se ele
continuasse por um longo periodo de tempo, a frequéncia relativa iria estabilizar.
Essa caracteristica citada no exemplo trata-se de uma propriedade chamada
regularidade estatistica, a qual diz que se um experimento for executado um grande
nuamero de vezes, a frequéncia relativa da ocorréncia de um determinado evento

tendera a variar cada vez menos a medida que o numero de repeticdes aumentar.
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2.3 PROBABILIDADE CONDICIONAL

De acordo com Meyer (2000), sejam A e B dois eventos associados ao
experimento &, entdo pode-se denotar por P(B|A) a probabilidade condicional do
evento B acontecer, quando A tenha ocorrido. Mas, vamos usar um exemplo para
entender o que de fato € a probabilidade condicional.

Exemplo 1: Em um lote de pecas fabricadas por uma empresa, 80 delas sao
nao-defeituosas e 20 defeituosas e entdo vamos extrair duas dessas pecas
aleatoriamente, porém primeiro repondo a peca e depois sem repor. Podem ser
definidos dois eventos:

A = {a primeira pega é defeituosa};

B = {a segunda peca ¢é defeituosa}.

Se estivermos extraindo com reposigéo, P(A) = P(B) = -7 = % e esse

resultado é bastante simples, porém se a extragdo ocorrer sem reposicao sera um
pouco mais complexo. P(A) continua tendo o mesmo valor, mas para calcular P(B)
deve-se conhecer a composi¢ao do lote no momento em que for extraida a segunda
peca, ou seja, saber se a primeira peca foi defeituosa ou nao.

Pensando a respeito desse exemplo e a probabilidade condicional, tem-se
entdo que P(B|A) = % pois se A tiver ocorrido, entdo para a segunda extragao

sobrarao apenas 99 pecas, sendo que 19 serao defeituosas. Ou seja, pode-se notar
que sempre que calcular P(B|A), esta sendo calculado P(B) em relagdo ao espago
amostral reduzido de A e ndo ao espago amostral original.

Relacionando a definicdo inicial com o Exemplo 1, pode-se concluir que a
probabilidade condicional trata-se de analisar a chance de ocorréncia de um
determinado evento, dado o acontecimento prévio de outro evento obviamente
relacionado, o que podera afetar as condicbes do espaco amostral.

Agora pode-se seguir para uma definicdo formal desse conceito.

Definicdo 1: Admitindo-se que um experimento € tenha sido repetido n vezes, entao

sejam n, nen 0 numero de vezes que o0s eventos A, B e A N B tenham

ANB

ocorrido em n repeticdes, pode-se considerar:



13

"inp _ nAnB/ _ fAnB

- - ’
nA nA/n fA

n

em que f representa a frequéncia, sendo assim, representa a frequéncia

A
relativa de B naqueles resultados em que A tenha ocorrido. Se o numero de

repeti¢cbes for alto, entdo f 1np sera proximade P(A N B) e f, sera proxima de P(A).

n
ANB

n
A

Consequentemente, a relagao acima nos leva a concluir que sera proxima de

P(ANB)

P(B|A), por isso & estabelecido que P(B|A) = D

,se P(A) > 0.

E importante observar que se 4 = S, entdo P(B|S) = P(B n S), tal que
P(S) = P(B). Desse modo, existem duas formas de se calcular P(B|A):
- de forma direta, considerando a probabilidade de B em relagdo ao espacgo
amostral reduzido de A, conforme ja citado no Exemplo 1;
- ou empregando a Definicdo 1, em que P(A N B) e P(A) sao calculados em
relacdo ao espago amostral original S.
Teorema 1: Se P(B) # 0 # P(A), entdo P(A n B) = P(B|A) P(A) = P(A|B) P(B).
O Teorema 1 é chamado de teorema da multiplicagado de probabilidades ou regra do
produto, considerado como a consequéncia mais importante da definicdo de
probabilidade condicional.
Pode-se observar também que a igualdade permanece valida se P(A4) ou
P(B) for igual a zero, se a probabilidade condicional neste caso fosse qualquer valor
real arbitrario. O Teorema 1 pode ser aplicado para calcular a probabilidade da
ocorréncia conjunta dos eventos A e B e também permite determinar de maneira
natural a probabilidade da interseccédo de mais de dois eventos, ou seja, dados os
eventos A, A ., A ,P(A, N A, N.NA)=PA)IPAIA)..PAJA NAN.NA )

com a respectiva interpretagdo das probabilidades condicionais envolvidas. Essa
igualdade € muito util em experimentos que consistem de etapas dependentes.

Para aplicar a Definicao 1, volta-se ao exemplo do lote de pecgas defeituosas
e nao-defeituosas, mas dessa vez se forem escolhidas aleatoriamente duas pecas,

sem reposic¢ao, qual sera a chance de que ambas sejam defeituosas?
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Sabe-se que pelo Teorema 1 visto acima, P(A n B) = P(B|A)P(A) e

conforme deduzido anteriormente P(B|A) =% e P(A) = % 0 que implica que

19

P(ANB) ==

Além de utilizar a probabilidade condicional para calcular a chance de dois
eventos ocorrerem em conjunto, pode-se também utilizar esse conceito para um
simples evento A.

Definicdao 2: Diz-se que os eventos B1' Bz,..., Bk representam uma particdo do

espaco amostral S, quando:

a) B.n B}, = @ paratodoi # j,sendo i, j =1, 2, .., k,

c) P(Bl_) >0parai =1, 2, .., k.
Ou seja, quando o experimento ¢ € realizado um, e somente um, dos eventos Bl,

ocorre. Vamos exemplificar para ficar mais facil; em um jogada de um dado pode-se
ter trés eventos que representam uma particio do espago amostral, sejam

B, = {1, 2, 3}, B, = {4, 5} e B, = {6}. Considerando A um evento qualquer referente
aSe B1’ Bz,..., Bk uma particdo de S, entdo pode-se escrever:
A=@ANB)UMANB)YU .. UMNB).

Alguns dos conjuntos A N Bj podem ser vazios, mas isso nao invalida a
decomposicdo de A e todos os eventos A N B1’ .., AN Bk sao dois a dois

mutuamente excludentes. Sendo assim, pode-se aplicar a propriedade da adigao de
eventos mutuamente excludentes e escrever:

Propriedade 1: P(A) = P(A n Bl) + P(A N Bz) + .. + P(AnN Bk).
Sabendo que se P(A N B]_) pode ser escrito como P(A|Bj)P(Bj), entdo tem-se

o teorema da probabilidade total, enunciado a seguir.
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Teorema 2: Seja Bl, Bz'"" Bk uma particdo do espago amostral S e seja A um evento
qualquer em S, entdo P(A) = P(A|Bl)P(Bl) + P(A|B2)P(B2) + .. + P(A|Bk)P(Bk),

k
ouseja, P(A) = ) P(A|B)P(B).
i=1

O Teorema 2 pode ser muito util porque quando precisa-se calcular P(A)

diretamente é complicado, mas sabendo que Bj ja ocorreu, entdo pode ser aplicada

a formula mencionada.
Por fim, voltando novamente ao Exemplo 1 do lote de pecas defeituosas e
nao-defeituosas, do qual serdo extraidas duas pecas sem reposi¢cao. Pode-se

calcular P(B) da seguinte forma:

P(B) = P(B|A)P(A) + P(B|A)P(A)= P(B) = 55 -+ + =g - = = = , Sendo que

P(A) é a probabilidade da n&o ocorréncia de A, ou seja, 4 € o inverso de A.
Esse resultado € idéntico ao encontrado quando calculado P(B) com

reposigao.
2.4 EVENTOS INDEPENDENTES

Segundo Meyer (2000) e conforme visto no Subcapitulo 2.3, na probabilidade
condicional deseja-se saber as chances de ocorréncia de um determinado evento B
dada a informagao de que um outro evento A ja ocorreu, porém em muitos casos
saber que B ocorreu nao influencia em nada a ocorréncia ou ndo de A. Basta pensar
na seguinte situagdo: tem-se um dado equilibrado, o qual é jogado duas vezes,
considere os seguintes eventos A e B, dados por:

A = {na primeira jogada o dado mostra um numero par} e
B = {na segunda jogada o dado mostra o numero 5}.

Intuitivamente, pode-se concluir que os eventos A e B ndo possuem nenhuma
relacdo, a primeira jogada resultar em numero par ndo vai mudar em nada a
segunda jogada. Mas vejamos outra situagdo com os seguintes eventos C e D,
dados por:

C = {pessoa contrai AIDS} e

D = {pessoa € usuaria de drogas injetaveis}.
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A chance de C ocorrer dado que D ja ocorreu aponta uma probabilidade muito

maior. Sendo assim, é possivel observar a diferenca entre eventos dependentes e
independentes.

Definicdo 3: A e B serdao eventos independentes se, e somente se,
P(A n B) = P(A)P(B|A) = P(A)P(B), P(A n B) = P(B)P(4|B) = P(B)P(A).

A Definicao 3 é equivalente a dizer que A e B sao independentes quando
P(B|A) = P(B) e P(A|B) = P(A), o que acaba sendo intuitivo pois diz que A e B
serdo independentes se o conhecimento da ocorréncia de A de nenhum modo
influenciar a probabilidade da ocorréncia de B. Na maioria das situagbes sera
necessario adotar a hipétese de independéncia de dois eventos A e B e depois
empregar essa suposicdo para calcular P(A n B) como igual a P(A)P(B),
simplificando razoavelmente os calculos. Porém, é importante validar com cuidado
as condigdes sob as quais o experimento é realizado para estabelecer a validade de

uma suposicao de independéncia entre os varios eventos.
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3 O TEOREMA DE BAYES

Neste capitulo sera iniciado o assunto que é a base para a realizacdo deste
trabalho de conclusdo de curso, o Teorema de Bayes. Inicialmente, sera contada a
historia do reverendo e matematico que criou e deu nome a esse teorema, Thomas
Bayes. Infelizmente, ndo se encontra abundancia de informacdes a seu respeito,
mas sim um resumo de quem ele foi; nem mesmo sobre seus estudos existem
informacdes concretas. O leitor vera neste capitulo que o T.B. ndo comecou a ser
aplicado tdo recentemente, ele ja vem sendo util ha bastante tempo para a
humanidade.

Em seguida, sera apresentado e explicado o T.B., que é uma das relagbes
mais importantes envolvendo probabilidades condicionais, segundo Bussab e
Morettin (2010, p. 116), pois ele expressa uma probabilidade condicional em termos
de outras probabilidades condicionais e marginais. Para que a compreensao seja
completa, também sera apresentada a demonstracdo do teorema em sua forma

simples e geral.

3.1 HISTORIA DE THOMAS BAYES

O criador do T.B., segundo Pena (2009), foi um reverendo presbiteriano
chamado Thomas Bayes. Ele era o mais velho entre os sete filhos de seus pais,
Joshua Bayes (1671-1746) e Anne Carpenter (s.d.') e viveu no inicio do século
XVIIl, sendo que sua data de nascimento ndo € conhecida ao certo, provavelmente
foi no ano de 1701 ou 1702, falecendo em 1761.

Ele nasceu e viveu na Inglaterra, porém estudou Teologia e Légica na
Universidade de Edimburgo, na Escdcia, pois segundo O'Connor e Robertson
(2004), seu pai foi um dos primeiros ministros ndo-conformistas ordenado na
Inglaterra e na época ndo era permitido aos ndo-conformistas se matricularem nas
universidades locais e nem mesmo nas escolas de ensino regular, por isso

historiadores se dividem em duas opinides, alguns dizem ser muito provavel que

1 Sem data, informagéo desconhecida.
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Bayes tenha sido educado em aulas particulares, enquanto outros dizem que ele

recebeu uma educacéo liberal para o ministério.

Acredita-se também que, por todo seu conhecimento com o0s numeros,
Thomas tenha estudado Matematica em algum momento. Apesar de ndo existirem
evidéncias que isso tenha ocorrido na Universidade de Edimburgo, varios registros
informais tanto de Thomas, quanto de colegas, mostram que ele era um bom
ministro, tanto quanto matematico. Um caderno, que certamente foi escrito por ele,
mostra diversas discussdes sobre probabilidade, geometria, trigonometria, solugdes
de equacdes, séries e calculo diferencial.

Ele expbs sua teoria de probabilidade, que hoje € conhecido como o Teorema
de Bayes, em um documento chamado “Ensaio para resolver um problema na
doutrina das chances”, que foi enviado por Richard Price (1723-1791), um amigo de
Bayes, poucos anos apos a sua morte e publicado pela Royal Society, sociedade
cientifica britanica. O proprio Richard reconheceu que aquele trabalho era de grande
meérito.

Segundo Pena (2009), apds a publicagdo da Royal Society, o teorema caiu no
esquecimento e voltou a ser estudado pelo matematico francés Pierre-Simon de
Laplace (1749-1827) anos depois, quando realmente ganhou maior destaque.

Entretanto, segundo Ferreira (2016, apud McGrayne, 2011), apds a morte de
Laplace, considerado como o primeiro bayesiano do mundo, o T.B. novamente
declinou por aproximadamente um século, os tedricos diziam que seus calculos
eram complexos demais para compreender. Entdo, o T.B. s6 voltou a ser relembrado
e utilizado na Segunda Guerra Mundial pelos britdnicos com o objetivo de decifrar os
cédigos que os alemaes e soviéticos utilizavam durante a guerra pelas linhas
telefénicas. Porém, apds o final da guerra, todas as provas de que a decodificagado
havia sido promissora foram destruidas e o T.B. mais uma vez caiu no
esquecimento.

De acordo com McGrayne (2011), o T.B. foi utilizado para diversas outras
finalidades, como para a definicdo de taxas de seguradoras, a Marinha dos Estados
Unidos usou-o para procurar uma bomba perdida e localizar submarinos soviéticos,
RAND Corporation avaliou a probabilidade de um acidente nuclear, entre outros.

Sempre que o T.B. caia no esquecimento, a estatistica frequentista se

fortalecia, porém ela s6 fornecia bons resultados quando uma hipétese era um caso


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Price/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Societies/RS/
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especial de outra, mas quando hipoteses estavam competindo e tinham mudancas

bruscas nos dados o frequentismo nao funcionava.

Apesar da resisténcia no uso do teorema e das queixas sobre seus calculos
complexos, nos anos 90 quando a tecnologia comegou a avangar e O0S
computadores se tornaram mais rapidos, o T.B. ganhou muito destaque em varios

campos de estudo, mostrando-se muito eficaz no desenvolvimento de pesquisas.
3.2 INTRODUZINDO O TEOREMA DE BAYES

Segundo Rossato (2016, apud Jaynes et. al., 2003), existem trés pontos
principais em que o T.B. se apoia para encontrar a probabilidade de determinados
acontecimentos: a representacdo numeérica, ou seja, o grau de certeza ou incerteza
de um evento deve ser representado numericamente por uma funcdo matematica, a
correspondéncia qualitativa com o senso comum, ou seja, quando recebe-se
informacdes sobre um evento existe uma garantia de que a probabilidade de sua
ocorréncia aumente e o terceiro e ultimo ponto € a consisténcia, ou seja, se forem
realizadas duas tentativas de formas diferentes de um calculo, no fim as duas devem
obter o mesmo valor.

Os autores Bussab e Morettin (2010, p. 116) também trazem que o T.B. pode
ser apresentado de duas formas, a mais simples e a geral que sera apresentada no
Subcapitulo 3.3.

Teorema 3: Sejam A e B eventos independentes e suponha que suas probabilidades
sejam conhecidas, entdo através da equagdo a seguir € possivel calcular a

probabilidade de que o evento A ocorra, dado que B ja ocorreu:

P(A)-P(B|A
P(A|B) = Z5Z5

Considerando que:

a) P(A) é a probabilidade a priori de A, ou seja, um valor pressuposto por
experiéncia, que ainda nao foi verificado,

b) P(B|A) é a probabilidade condicional de B dado que A ocorreu,

c) P(B) é a probabilidade total dos eventos B ocorrerem,

d) P(A|B) é a probabilidade a posteriori de A ocorrer dado que B ocorreu, ou

seja, um valor ja calculado com base em novas informagdes fornecidas.
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Resumidamente, a probabilidade inicial é atualizada, multiplicando-a por

P(B|A). Pode-se observar também que P(A|B) > P(A), se P(B|A) > P(B).

3.2.1 Demonstragao da forma simples do Teorema de Bayes

Conforme mencionado no Subcapitulo 3.2, segundo Bussab e Morettin (2010,
p. 116), existem duas versdes da formula do T.B. A forma simples, do Teorema 3,
que sera demonstrada a seguir, é obtida facilmente através da probabilidade
condicional e ela pouco é utilizada porque a probabilidade total dos eventos
ocorrerem, que esta no denominador da férmula, seja ela P(A) ou P(B) dependendo
da situacdo, raramente é conhecida, geralmente depende de varios fatores, ao
contrario das demais probabilidades que precisa-se para chegar ao resultado e
normalmente s&o dadas pela situacdo enunciada. Porém, se em algum caso essa
informacéo for fornecida, a forma simples pode e deve ser utilizada.

Pelo Teorema 1 da probabilidade condicional, tem-se que

P(ANB
P(B|4) = 5t

Analogamente pode-se dizer que

P(ANB
P(A|B) = %l

E que, pela Definicdo 3, pode ser escrita como P(A N B) = P(A)P(B|A), ou
seja:

P(AlB) — P(ANB) __ P(A)-P(B|A)

P(B) P(B)

Tendo conhecido a equacido simples do T.B., referente ao Teorema 3, é
possivel verificar o porqué seria tdo complexo obter o valor do denominador, no caso
P(B), de forma direta.

Exemplo 2: Suponha-se que um exame de cancer, o qual tem uma acuracia de
90%, foi realizado em um paciente obtendo resultado positivo, deseja-se saber entao
qual &€ a probabilidade de que essa pessoa realmente tenha a doenca.
Historicamente, sabe-se que apenas 1% da populagdo tem cancer. Sendo assim,
tem-se as seguintes informagdes para a resolugao da equacéo referente ao Teorema
3:

P(A) = {ter cancer},
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P(B) = {resultado do exame positivo},

P(A|B) = {probabilidade de ter o cancer, dado que o resultado do exame foi positivo},
P(B|A) = {probabilidade do resultado do exame ser positivo, dado que o paciente
tem o cancer}.

De acordo com as informagdes fornecidas anteriormente, P(B|A) é a propria
acuracia do exame, ou seja, P(B|A) = 0,9, enquanto que P(4) = 0,01, que é a
chance baseada nos dados histéricos. Entretanto, o valor de P(B) nao é possivel
determinar de forma direta, pois n&o foi mencionado pelo enunciado, ja que depende
de outras variaveis. Veja, a probabilidade do resultado do exame ser positivo sera
diferente se a pessoa tiver ou ndo a doenca, por isso a forma simples do T.B. é

raramente utilizada.
3.3 AFORMA GERAL DO TEOREMA DE BAYES

Para apresentar a forma geral do T.B., o autor matematico Meyer (2000), o
qual tera seu trabalho utilizado como base neste Subcapitulo, traz a seguinte citagao
abaixo.
Exemplo 3: Suponha que uma determinada peca é produzida por trés fabricas e
sabe-se que a fabrica X produz o dobro de pecas que a Y, que por sua vez produz o
mesmo numero de pecas que a Z. Além disso, sabe-se também que 2% das pecas
fabricadas pelas empresas X e Y sdo defeituosas, ja pela empresa Z sdo 4% de
pecas defeituosas. Todas as pecas sédo colocadas em um depdsito ao final da
producao, independente de serem defeituosas ou ndo. Supondo que uma peca
retirada aleatoriamente do depdsito seja defeituosa, qual a probabilidade de que
tenha sido produzida pela fabrica X?

Entdo Meyer (2000) continua explicando que, nesse caso, 0 que precisa-se

calcular é P(BllA), ou seja, a probabilidade condicional do evento B, acontecer,

quando A tiver ocorrido, sendo:
A = {peca defeituosa};
B1 = {peca produzida pela fabrica X}.
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Teorema 4: Sejam os eventos B1' Bz,..., Bk uma particdo do espaco amostral S e seja

A um evento associado a S, entdo aplica-se o Teorema 1 da probabilidade
condicional e tem-se:

P(A|B) P(B)
P(BJA) =———"——i=12 .,k

2 P(A|B)P(B)
j=1

O resultado acima é conhecido como a versdo geral do T.B., também
conhecido como formula da probabilidade das “causas”, pois tem-se que desde que

0s Bl, constituam uma particdo do espago amostral, entdo um, e somente um, dos
eventos Bi ocorrera. Entretanto, para aplicar esse teorema os valores da P(Bi)

devem ser conhecidos, o0 que ndo acontece com muita frequéncia, limitando sua
aplicabilidade e ocasionando escolhas impréprias da mesma.

Pode-se ent&o voltar ao Exemplo 3 e aplicar o T.B:

— (0,02)-(0,5) —
P (BllA) ~(0,02)-(0,5)+(0,02)-(0,25)+(0,04)-(0,25) 0,4.

3.3.1 Demonstracao da forma geral do Teorema de Bayes

A forma geral do T.B. nada mais € do que a sua forma simples, porém com o
denominador escrito de outra maneira genérica, que representa a soma das
probabilidades de determinado evento ocorrer ou ndo. Essa maneira genérica facilita
e muito a resolucédo da férmula de Bayes nas situagdes, pois as probabilidades se
tornam conhecidas.

A partir da probabilidade condicional, que calcula as chances de ocorréncia

de um evento A dado que um evento B ocorreu, tem-se:

P(A|B) = P(ANB)

) P(B) * 0.

Analogamente:

P(ANB
P(B|4) = T3t

, P(A) # 0.
Sabendo que uma das propriedades da unido é a comutatividade, ou seja
AN B =B N A, entdo:

P(ANB)=P(B N A=
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= P(A|B) P(B) = P(B|A) P(4A) =

_ _P(A)-P(B|A)
= P(A|B) = =5
A partir do Teorema 2 da probabilidade total, tem-se que:
P(A) =3 P(A|Bl_)P(Bi).
Analogamente:

P(B) = X P(BIA)P(A).

Substituindo entdo a formula do Teorema 2 da probabilidade total na férmula

da probabilidade condicional, obtém-se o T.B., enunciado no Teorema 4

P(A|B) = B

SP(BIA)P(A)

Pode-se notar que voltando ao Exemplo 2 citado no Subcapitulo 3.2.1, agora
sim a partir da equagdo do Teorema 4 é possivel calcula-la, pois o P(B) €
equacionado de forma que é calculada a probabilidade do evento B ocorrer nas duas

situagdes, quando A ocorre e quando A n&o ocorre. Veja:

— P(B|A)P(A)
P(A|B) = P(B|A)P(A)+P(B|A)P(A)’

sendo A1 a probabilidade de realmente o paciente ter cancer e A2 nao ter.

Substituindo entdo os valores fornecidos no Subcapitulo 3.2.1, tem-se:

0,90-0,01 . 0,009 0,009
P(AlB) ~0,90-0,01+0,10-0,99 ~  0,009+0,099 ~ 0,108

= 0,083,

ou seja, a probabilidade da pessoa ter o cancer, dado que o resultado do exame foi

positivo é de 8,3%.

3.4 ESTATISTICA BAYESIANA E FREQUENTISTA

No ramo da Estatistica existem duas grandes filosofias, a bayesiana e a
frequentista, que na verdade sdo dois pontos de vista diferentes a respeito da
probabilidade, entdo € comum que elas sejam comparadas em estudos, por

exemplo.
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Para os frequentistas, a probabilidade esta fundamentalmente relacionada

com a frequéncia de eventos repetidos, enquanto que para os bayesianos, a
probabilidade esta fundamentalmente relacionada com a incerteza dos eventos.

Exemplificando de forma pratica, suponha que se tenha uma moeda e o
experimento seja joga-la para cima, com o evento de interesse em verificar quantas
vezes a face “cara” da moeda aparece para cima apés o langamento. Depois disso
definido, o experimento comeca a ser executado e observada a realizagao do evento
de interesse por diversas vezes, quantas se queira.

Na estatistica classica, o calculo para essa probabilidade é feito a partir da
divisdo do evento de interesse pelo espago amostral, ou seja, o resultado seria igual
a 50% de chances no caso da moeda. Na abordagem frequentista, o experimento é
realizado muitas vezes até que seja observado que a probabilidade esta
convergindo para um determinado valor.

Ja no caso da abordagem bayesiana, utilizando o mesmo experimento e
evento citados anteriormente da moeda, para calcular a probabilidade de ocorréncia,
€ definido inicialmente um valor baseado em experiéncia e conhecimentos
anteriores. Nesse caso, pode-se dizer que as chances de cair a face “cara” da
moeda para cima em uma jogada € de 50%, intuitivamente, ja que sabe-se que uma
moeda tem duas faces. Em seguida, sdo observados alguns eventos e por fim,
utilizada a equacgao do T.B., referente ao Teorema 4, para atualizar o valor dado
inicialmente, ou seja, gerando entdo a probabilidade a posteriori.

Sendo assim, uma das grandes diferengcas entre as duas abordagens € a
quantidade de eventos que precisam ser realizados. Na bayesiana, esse numero &
bem mais baixo, ja que com poucos dados ela ja apresenta resultados satisfatorios.

Independente de qual seja, em ambas as abordagens existem os parametros
desconhecidos, dados observados e modelo, que € a ligagcado entre os parametros e
dados. Porém, no ponto de vista do frequentista, os parametros do modelo sao fixos,
os dados aleatorios e os modelos sao inumeros, a cada parametro definido vai
existir um modelo diferente. Enquanto que no bayesianismo, os parametros séo
aleatdrios, os dados fixos e 0 modelo unico.

Na pratica, Bayes é mais indicado em situagdes de resolugao de problemas,
pois funciona muito bem para cenarios com poucos dados, permite adicionar

experiéncias empiricas, ou seja, um valor definido de forma intuitiva e ainda assim,



25
atualizar esse valor apés a observacdo. Em termos de implementagao, também é

vantajoso porque possui um unico estimador. Ja em relagdo aos resultados, todos
sdo em termos de probabilidade, facilitando o entendimento de qualquer pessoa que
precise interpreta-los.

Segundo Oliveira (2014), uma das desvantagens da abordagem bayesiana &
que na maior parte dos problemas, o calculo da fungdo a posteriori de forma
analitica e numérica podem ser bastante complexos, principalmente em casos
multi-dimensionais. Porém, nos ultimos anos, com o avango da tecnologia e dos
computadores, surgiram métodos de simulagdo como Monte Carlo e Monte Carlo Via
Cadeias de Markov (MCMC) que facilitam e agilizam esse trabalho, tornando

totalmente viavel a aplicacdo dessa abordagem.
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4 APLICACOES

O T.B. possui uma vasta gama de aplicagdes, tanto em seu formato original,
em que existe uma situagcao e deseja-se calcular uma probabilidade a posteriori,
como é o caso das aplicagdes na educagao basica que serdo mencionadas nesse
capitulo, mas também ¢é base de desenvolvimento para outras aplicagdes, como € o
caso da Teoria da Decisdo Bayesiana e algoritmo de Naive Bayes.

Na medicina, por exemplo, o T.B. pode ser utilizado como um caminho
alternativo para a analise estatistica de dados genéticos, ja que a estatistica classica
muitas vezes falha nesse processo, de acordo com Rodrigues (2010). A autora cita
que em um estudo sobre a estrutura genética de 20 comunidades de um
determinado organismo, na estatistica classica consideram-se os estudos prévios
realizados em uma dessas comunidades apenas, ignorando as informagdes de
todas as outras, sendo que elas poderiam ser relevantes ao estudo. E é exatamente
essa possibilidade que o método Bayesiano oferece, proporcionando resultados
diferentes e que condizem mais com o que € esperado.

O T.B. também foi utilizado em um estudo sobre principais fatores de risco e
preditores para o aborto induzido, sendo aplicado para a determinagdo das
probabilidades a posteriori e permitindo a transformagédo dos dados agregados em
dados individuais, conforme o trabalho feito por Olinto e Moreira-Filho (2006). Os
autores também mencionam que a vantagem de utilizar o T.B. ao invés de outras
abordagens é o fato de considerar a probabilidade de que uma hipdtese seja
verdadeira frente aos dados observados.

Outro estudo de Martinez et al (2008), desenvolve um modelo estatistico
Bayesiano para estimar o risco de infecg¢ao tuberculosa para estudos com perdas de
seguimento e assim como os dois outros trabalhos citados na area da medicina,
também compara os resultados com um outro modelo estatistico mais tradicional e
destaca a importancia do conhecimento do pesquisador nessa metodologia. Os
autores concluem ao final do artigo que esse modelo exige o uso de um algoritmo
para a simulagao das distribuigdes a posteriori dos parametros de interesse, o que
acaba causando certa complexidade, mas que isso ndo deve ser considerado um

impeditivo ja que existem programas computacionais facilitadores e que ndo exigem
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amplos conhecimentos de programagao. Ou seja, o modelo Bayesiano mostrou-se

uma alternativa muito eficiente para o objetivo proposto.

Ja na area da economia as aplicagdes também sdo muito relevantes. Uma
delas trata sobre a aplicacdo do modelo “Bayes-Fuzzy” para a previsdo de um
mercado financeiro. Os autores Silva et. al. (2009) criaram um modelo para prever
variaveis do mercado financeiro e fundamentar decisdes de investimento, como
saber se € o momento certo para vender ou comprar uma acgao. Tal modelo utiliza a
l6gica Fuzzy e o T.B. e tem como base o historico de valorizagdes de um ativo para
entdo prever o que deve acontecer com ele. Os resultados finais foram satisfatérios
quando comparados a outro modelo, porém os autores citam que esse é um modelo
simplificado, ou seja, ainda ndo é adequado para ser colocado em pratica no mundo
real.

Outro trabalho bastante interessante € o de Oliveira (2014), o qual tem o
objetivo analisar riscos de crédito, desenvolvendo um modelo que incorpore a
informacéo fornecida por um perito com a informacgao histérica de uma carteira de
crédito. Isso justifica o uso do T.B., que permite o uso das duas fontes de
informacéo.

Os usos do T.B. citados acima foram apenas alguns exemplos das muitas
areas que podem usufruir desta ferramenta probabilistica, nos préoximos
Subcapitulos serdo abordados em mais detalhes a Teoria da Decisdo Bayesiana, o

algoritmo de Naive Bayes e como aplicar o T.B. na educacéo basica.

4.1 TEORIA DA DECISAO BAYESIANA

A parte tedrica sobre o conteudo abordado neste capitulo foi baseada no
trabalho de Kinas e Andrade (2017).

A Teoria da Decisao Bayesiana € uma abordagem estatistica fundamental em
problemas de classificacdo ou reconhecimento de padrdes, além de também ser
utilizada como técnica para analisar e apoiar a tomada de decisbes em clima de
incerteza, assim como Goldschmidt (1970) aplicou em seu trabalho em relacéo a
estratégia mercadoldgica. Sendo assim, o campo de aplicacdo da Teoria da Decisao

Bayesiana é muito amplo, afinal em todos os ambientes e cenarios & necessario
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lidar com tomada de decisbes e com o avango da tecnologia, o reconhecimento de

padrdes também se tornou uma realidade, sendo aplicado em diversos aspectos.
Para entender como funciona essa teoria € preciso primeiramente verificar os
componentes existentes para modelar o problema:

e Classes w = (“)1’ A , u)k) e vetores de padrdes desconhecidos x = (x_,

PR 1

° P(wk): probabilidades a priori das i-ésimas classes, que conforme ja discutida

no Subcapitulo 3.2, € uma nocéo intuitiva;

) P(x|ook): probabilidades condicionais das classes w,, ou seja, € o modelo

probabilistico que descreve o comportamento da variavel aleatoria x dado que

ela pertence a classe w,;
° P(wk|x): probabilidades a posteriori das classes w, , que € a probabilidade de
decidir pela classe w, dado que esta sendo observado o x, ou seja, é a

probabilidade a priori atualizada;

Com a combinagdo desses trés componentes € possivel calcular a
probabilidade a posteriori a partir da densidade condicional e da probabilidade a
priori, obtendo:

P(xlw,) P(w,)
P(x) ’

P(w |x) =
em que P(x) € uma constante normalizadora que ndo depende da classe W, entao

sera igual para todas as classes, ou seja:

k

P(x) = 3 P(xlw) P(w),
j=1

0 que resulta finalmente em:
P(x|lw ) P(w,)
P(w |x) = 4. (1

2 P(xlw) P(w)
j=1

Dada a equacéo (l) acima, a Teoria da Decisdo Bayesiana diz que:

* seP(w |x) > P(w,|x), entdo classifique x € w.;

e se P(m2|x) > P(oo1|x), entdo classifique x € w;
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e e por fim, se P(w1|x) = P(u)2|x), entao a classificagdo de x sera arbitraria.

Pode-se notar que isso nada mais € do que uma formalizagdo do senso
comum, pois ela ordena que a classificagao seja feita de acordo com a classe mais
provavel.

Assim como qualquer teorema probabilistico, existem possibilidades de erros,

ou seja, classificar um objeto da classe w, como sendo da classe w, e vice-versa,

porém a Teoria da Decisdo Bayesiana € excelente em relagdo a minimizagado da

probabilidade de erro na classificagdo. Sabendo que, conforme mostra a Figura 1, R1
€ a regiao de decisdo em que a classificagdo sempre sera da classe W, entdo o erro
da teoria (PE), que é representado pela area hachurada na Figura 1, pode ser

calculado por:
PE= P(xeRl, wz) + P(xeRz, wl),

utilizando entdo a definicdo de probabilidade condicional em que P(A|B) = ﬂp%,

temos
P(xe R1| wz)P(u)z) + P(xe R2| ool)P(ool) =

= | P(x|w)P(w,) dx + [ P(x|w )P(w )dx.
R1 R2

Porém, pelo T.B. vimos que P(wj|x) pode ser escrita como

P(x|u)j)P((uj)

o) = P(x|u)j)P((oj) = P(u)j|x)P(x), sendo assim

P, = fP(u)2|x)P(x) dx + [ P(w,[x)P(x) dx.
R1 R2
Nota-se que

P(ool) = ofo P(x, wl)dx = ofo P(wllx)P(x) dx = | P(w1|x)P(x) dx + [ P(oo1|x)P(x) dx =
—00 —00 Rl RZ
= f P(w1|x)P(x) dx — [ P((o1|x)P(x) dx, substituindo entdo em P,
R2 R1

P = | P(w,|IX)P(x) dx + P(w)) — [ P(w [¥)P(x) dx,
R1 R1

temos finalmente o seguinte erro:
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P = P(w) = J[P(o, 1) — P(w,}0]P(x) dx.

O erro entdo sera minimo quando P(w, |x) > P(w,|x) em R , caso contrario R,

se torna a regiéao.

Figura 1: Regides de decisédo.

P(w )

fP(w2|x)

Fonte: Kinas e Andrade, 2017

Um exemplo de aplicagéo da Teoria da Deciséo Bayesiana € o trabalho de
Goldschmidt (1970), em que ele a utiliza para a analise de um problema empresarial
e consequentemente uma tomada de decisé&o.

O problema tratado pelo autor € o seguinte: uma determinada empresa
precisava preencher uma vaga de gerente de vendas em sua equipe e a diretoria da
mesma se reuniu para decidir quais critérios deveriam ser considerados. Alguns
membros da diretoria eram favoraveis a aplicagdo de um teste para o uUnico
candidato que tinham no momento para o cargo, mas outros eram contra, pois o
custo disso seria muito alto. Por fim, ficou resolvido que, caso a decisao fosse a
favor do teste, a admissdo ou nao do candidato iria depender do seu quociente de
inteligéncia (Ql). A empresa entdo apresentou uma série de dados historicos
mostrando a relag&o entre numero de vendas, periodos e QI dos funcionarios, além
de outras informacgdes de custos, expectativa de vendas, etc.

Para solucionar esse problema por meio da Teoria da Decisao Bayesiana, o

primeiro passo foi a construgdo de uma arvore de decisao, que na realidade nao faz
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parte da teoria mencionada, mas de acordo com o autor, nesse caso se mostrou

importante para melhor visualizagao de todo o contexto, conforme a Figura 2:

Figura 2: Arvore de deciséo do problema mercadoldgico.
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Fonte: Goldschmidt, 1970.

E possivel notar que até mesmo os custos envolvidos e esperados em cada
possibilidade também foram colocados na arvore. Porém, algumas informacoes
ainda eram necessarias para a realizagdo dos calculos, como por exemplo a
probabilidade das vendas serem altas com a aplicagdo prévia do teste dos
candidatos, lembrando que ainda existe a condi¢cdo de que o candidato tenha QI >

100. Considerando as seguintes nomenclaturas:
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VA - vendas altas;

VM - vendas médias.

Aplicando entdo a formula do T.B., tem-se:

P(QI>100|VA)P(VA)
P(QI=100|VA)P(VA)+P(QI=100|VM)

P(VA|QI > 100) = + P(VM) + P(QI > 100|VB)P(VB),

quando substituimos pelos valores informados, obtém-se:

. 1x1/3 .
pP(vAlQl = 100) = (1x1/3)+(0,60x1/3)+(0x1/3) 5/8,

“* ”

sendo “X” a operagao multiplicagao.

De forma analoga:

. 0,6x1/3 .
P(VM|QI = 100) = (1x1/3)+(0,60x1/3)+(0x1/3) 3/8,

0x1/3
(1x1/3)+(0,60x1/3)+(0x1/3)

P(VB|QI = 100) = = 0.

Da mesma maneira € possivel calcular a probabilidade de que as vendas
sejam baixas, médias ou altas, dado que o candidato tenha o Ql < 100:

P(VB|QI < 100) = 0;
P(VM|QI < 100) = 2/7;
P(VA|QI < 100) = 5/7.

Por fim, o ultimo passo consiste na avaliacdo de todas as alternativas obtidas
a partir dos calculos para que o decisor possa fazer a melhor escolha possivel.
Como ele esta utilizando a Teoria da Decisdo Bayesiana, o critério € escolher a
alternativa que leve ao valor mais alto esperado.

O artigo em que esta sendo baseada essa aplicagéo € do ano de 1970, por
isso o padrdo monetario utilizado na época era o Cruzeiro Novo (Ncr$). Levando em
conta a Figura 2 e realizando os calculos com a possibilidade de fazer o teste e
admitir o candidato com QI > 100, os custos podem ser calculados da seguinte
forma:

Ncr$320.000 x 5/8 + Ncr$200.000 x 3/8 + Ncr$80.000 x 0 = Ncr$ 275. 000,

porém o custo de admissdo do candidato € de Ncr$ 120.000, sendo assim restariam
Ncr$ 155.000, comparando com a outra alternativa de ndo admitir o candidato (Ncr$
0), o decisor deve escolher a opgdao de admitir o candidato. De forma analoga
também foram feitos os calculos de admitir um funcionario com QI < 100 e também

de nao fazer o teste, que sdo os outros eventos da arvore de decisdo. Finalmente
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apos todos os calculos, a melhor alternativa encontrada foi a de nao fazer o teste e

admitir o candidato.

O autor finaliza o artigo concluindo que esse estudo, apesar de simples,
apresenta quase todos os estudos possiveis através da aplicacdo da Teoria da
Decisao Bayesiana. Ele também destaca outros topicos da area empresarial que
podem utilizar a mesma abordagem bayesiana, como problemas para determinar
precos e problemas de pesquisa de mercado.

E é exatamente sobre essa decisdo de preco em clima de incerteza que fala
Motta (1997) em seu trabalho. Assim como Goldschmidt (1970), o autor fala sobre o
quao complexo é para administradores estabelecer uma estratégia de estipulagao de
preco de um produto ou servigo, ainda mais quando existem muitas variaveis
influenciando. Sendo assim, ele utilizou uma analise Bayesiana para lidar com esse
tipo de problema.

Diferente de outros exemplos citados anteriormente sobre o uso do T.B., em
que sua importancia era a consideragao de dados historicos, na area de negdcios, a
maior vantagem do T.B. € a possibilidade de calcular as probabilidades com muitas
variaveis, pois os métodos de determinacdo de preco comumente utilizados levam
em consideragcao apenas custos de fabricagdo, despesas de comercializagao e de
administracdo e financiamento das vendas, ignorando fatores como, variagdo de
custos com as alteragdes das vendas, o papel que o preco desempenha nas
decisdes de compra, comportamento passado e agdes provaveis dos concorrentes.

O T.B. entado, contribui muito nesse processo, proporcionando aos tomadores
de decisdo um procedimento que lhes permitam desdobrar problemas de
estipulacédo de preco em partes, para assim avaliar a incerteza de cada uma delas e
no fim selecionar a estratégia que proporcione o maior lucro esperado.

Mudando um pouco o foco da area administrativa, a Teoria da Decisao
Bayesiana também pode ser aplicada a medicina. Granato (2005) utilizou-a com o
objetivo de auxiliar na avaliagdo das condigdes da laringe, que € muito importante na
prevencgao, diagnostico e tratamento de quaisquer alteragdes vocais e laringeas que
possam ser detectadas, indicando a presenca de uma doenga. E até mesmo no
acompanhamento da evolugao do tratamento apds o diagnéstico.

Para isso, foram extraidos sinais de voz diagnosticados e calculadas as

probabilidades de que o paciente fosse portador de edema, fenda, nédulo, pdlipo ou



34
estivesse saudavel. Em todas as etapas e combinagdes realizadas para os calculos,

obteve-se no minimo 90% de acerto, embora a maioria dos resultados tenham sido
de 100% de acerto. Isso mostrou que o uso da analise bayesiana é realmente uma
ferramenta poderosa no auxilio aos especialistas.

Além disso, outros beneficios que podem ser citados no uso desse sistema
sdo os baixos custos envolvidos, facilidade de uso, possibilidade de um
pré-diagndstico de patologias da laringe em estagios iniciais e a geracdo de uma

base de dados clinica.

4.2 ALGORITMO DE NAIVE BAYES

De acordo com Melo (2007), o algoritmo de Naive Bayes possui uma
abordagem completamente probabilistica, afinal sua base € o T.B. e mais
especificamente a Teoria da Decis&o Bayesiana, abordada no Subcapitulo 4.1. E um
dos classificadores mais utilizados na categorizacdo de textos, como filtros de
“spam”, mineracdo de emocgdes, separacdo de documentos, entre outros, isso
porque ele é simples, rapido, facil para implementar e muito eficiente, além de ser
pouco afetado com a presencga de ruidos e atributos irrelevantes. Por outro lado, o
algoritmo n&o lida com interdependéncias e quando existem valores que sao
numeéricos e continuos em distribuicdes diferentes, € comum Naive Bayes ndo obter
resultados tado bons quanto de outros métodos.

Baseado na probabilidade condicional de determinadas palavras
aparecerem em um documento o qual pertence a uma determinada
categoria, esta técnica permite calcular as probabilidades de um
novo documento pertencer a cada uma das categorias e atribuir a
este as categorias de maior probabilidade. (LEWIS, RINGUETTE,
1994, apud MELO, 2007)

O nome Naive significa inocente, é utilizado por assumir que os atributos e as
classes sao condicionalmente independentes entre si, ou seja, que a ocorréncia de
um determinado evento nao interfere na probabilidade de ocorréncia de outro
evento.

Entendendo melhor como funciona o algoritmo, basicamente ele possui
documentos que s&o utilizados como um conjunto de treinamento, pois ele possui

aprendizado indutivo, e cada um desses documentos é descrito por atributos que
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indicam a presenga ou auséncia dos termos a, Q. a, entao o classificador atribui
a cada um dos documentos a categoria mais provavel, isso é feito através de uma
funcdo f que devolve valores (categorias) pertencentes a um conjunto finito V. Ou
seja, o classificador considera que a probabilidade de ocorréncia de uma conjungao
de atributos em um dado exemplo é igual ao produtério das probabilidades de
ocorréncia de cada atributo isoladamente:

m
P(y|X) < P(y) jl:ll P(x],|yi), onde:

- P(yi|X) € a probabilidade dos dados (x) corresponderem a i-ésima classe (yi);
- P(yl,) € a probabilidade a priori da i-ésima classe no conjunto de dados, e
- P(xj|yi) € a probabilidade de ocorrer o valor do j-ésimo atributo, dada a

ocorréncia i-ésima classe.

De maneira mais pratica, suponha que deseja-se determinar se uma pessoa
estd ou ndo gripada, ou seja, um problema de classificagdo com duas classes.
Sendo que as variaveis explicativas seriam coriza, tosse, febre, dor muscular e dor
de garganta. A partir de Naive Bayes € possivel realizar um produtério de cada uma
das probabilidades condicionais, ou seja, qual a probabilidade de ter coriza dado que
tem ou ndo tem gripe, vezes a probabilidade de ter tosse dado que tem ou ndo tem
gripe e assim por diante, ficando muito mais facil de se calcular. Depois de obter os
resultados de cada classe, € selecionada a classe com a maior probabilidade, &
nesse momento que entra também a Teoria da Decisdo Bayesiana.

Nos paragrafos abaixo esta descrito um pouco de como Melo (2007) aplicou o
algoritmo de Naive Bayes como uma das abordagens do problema de
reconhecimento de padrdes textuais aplicada ao processo de categorizagao
automatica de documentos.

A primeira etapa foi a selegdo de caracteristicas, em que os atributos, nesse
caso as palavras, foram avaliadas para realizar uma primeira classificacdo daquele
texto. Para isso, sao removidos sinais de pontuagao e palavras que nao agregam a
classificagdo, como as preposicdes e artigos, também foi feita uma formatagao do

texto para obter uma representacéo estruturada, além do calculo de relevancia para



36
identificar os termos mais importantes e também o grau de correlagdo entre uma

palavra a um documento. Esses sdo apenas alguns dos processos.

A segunda etapa ja é a classificagdo, feita através do reconhecimento de
padrées. Foram utilizados dois conjuntos de textos para essa etapa, o primeiro
advindo de artigos de jornais com temas como esportes, iméveis, politica, etc. Ja o
segundo conjunto, composto de textos com titulo e resumo de dissertagcdes de
mestrado e teses de doutorados de uma universidade, com temas como
microeletrénica, processamento de sinais, controle, entre outros. Todos esses textos
passaram entdo pelo processo de selecdo de caracteristicas e também foram
divididos para treino e testes da ferramenta de aprendizado. As ferramentas
utilizadas foram varias, algumas de autoria prépria, outras ja disponiveis no
mercado.

Para os experimentos foi utilizado o algoritmo de Naive Bayes. Infelizmente
todas as tabelas que apresentam os resultados obtidos foram borradas, entdo nao é
possivel realizar uma interpretacdo dos mesmos, mas a autora conclui que essa
proposta foi muito eficiente e pode contribuir para a classificacdo automatica de
textos em portugués. Quando comparado a outro método, Naive Bayes se destacou
mais, tanto pelos resultados obtidos, quanto pela sua rapidez, atingindo algo
proximo a 95% de acerto.

Outro estudo bastante interessante com o uso de Naive Bayes é na area da
medicina, mais especificamente, psiquiatria. O trabalho de Bastos et al (2012) faz a
utilizagdo de um jogo e do algoritmo para auxiliar na avaliagdo cognitiva do
Transtorno de Déficit de Atencao/Hiperatividade (TDAH) em criangas e
adolescentes. Os autores ressaltam que essa ferramenta ndo substituiria a avaliagao
clinica do médico, seria apenas um facilitador do diagndstico.

Para isso, inicialmente foi aplicado aos participantes um jogo chamado Jogo
do Supermercado, o qual foi construido exatamente com o objetivo de auxiliar na
avaliacdo do TDAH. Na Figura 3 é possivel observar uma das telas do jogo.
Basicamente, ele apresenta dois modos, em um deles os itens da lista de compras
podem ser adquiridos em qualquer ordem, mas o jogador deve executar tudo no
menor tempo possivel, sem quebrar regras. Ou seja, nesse modo é observada a

capacidade de planejamento. Ja no outro modo, os itens da lista devem ser
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adquiridos na ordem exata que aparecem e também no menor tempo possivel. Seu

objetivo é avaliar a capacidade de execucao do jogador.

Figura 3: Jogo do Supermercado

Fonte: Bastos et al, 2012.

Além do jogo, também foram aplicados questionarios para a obtengéo de
mais informagdes, como a quantificacdo dos sintomas, estabelecimento de perfis
estereotipados e um manuseamento facilitado. Tanto os dados obtidos no jogo,
quanto dos questionarios respondidos pelos pais das criangas e professores, foram
armazenados e analisados cuidadosamente.

Sobre o algoritmo, os autores mencionam rapidamente que o classificador
Naive Bayes foi utilizado durante os testes, com e sem filtros, e com combinagdes
de atributos para obter os melhores resultados e que nos poucos casos em que iSso
nao ocorreu, o0 motivo claramente era a quantidade pequena de dados, o que
acabou prejudicando o aprendizado do algoritmo.

Por fim, Bastos et al (2012) falam que os resultados foram razoavelmente

satisfatérios quando sdo comparados os resultados obtidos pelo jogo e pelos



38
questionarios, portanto a aplicagédo do Jogo do Supermercado pode ser considerado

um instrumento eficaz na avaliagao cognitiva do TDAH.

4.3 NAEDUCACAO BASICA

O T.B. quando visto pela primeira vez pode parecer complexo, principalmente
pelos pré-requisitos que sdo necessarios de se aprender para entendé-lo por
completo, entretanto ainda assim é possivel aplica-lo na educagéo basica. Segundo
Ferreira (2016), o T.B. se adequa aos Parametros Curriculares Nacionais para o
Ensino Médio, abrangendo as seguintes competéncias e habilidades definidas para

a investigagao e compreensao:

Desenvolver a capacidade de questionar processos naturais e
tecnoldgicos, identificando regularidades, apresentando
interpretacdes e prevendo evolugoes.

Desenvolver o raciocinio e a capacidade de aprender.

* Formular questdes a partir de situagdes reais e compreender
aquelas ja enunciadas.

» Desenvolver modelos explicativos para sistemas tecnoldgicos e
naturais.

« Utilizar instrumentos de medicao e de calculo.

* Procurar e sistematizar informagdes relevantes para a
compreensao da situagao-problema.

* Formular hipéteses e prever resultados.

* Elaborar estratégias de enfrentamento das questoes.

* Interpretar e criticar resultados a partir de experimentos e
demonstragoes.

* Articular o conhecimento cientifico e tecnolégico numa perspectiva
interdisciplinar.

» Entender e aplicar métodos e procedimentos proprios das Ciéncias
Naturais.

+ Compreender o carater aleatério e nao deterministico dos
fendmenos naturais e sociais e utilizar instrumentos adequados
para medidas, determinagcdo de amostras e calculo de
probabilidades.

» Fazer uso dos conhecimentos da Fisica, da Quimica e da Biologia
para explicar o mundo natural e para planejar, executar e avaliar
intervencdes praticas.

* Aplicar as tecnologias associadas as Ciéncias Naturais na escola,
no trabalho e em outros contextos relevantes para sua vida. (PCN,
2000, p. 12, grifo de Ferreira, 2016)

Além disso, o T.B. é utilizado em diversas areas de conhecimento, sendo
assim pode ser aplicado como conteudo complementar para o estudo das

probabilidades, além de estimular a criatividade e raciocinio logico.
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O conhecimento matematico deve estar englobado em todo processo
de ensino aprendizagem, porque ele € um elo que trabalha a
interdisciplinaridade, este fato ndo €& s6 observado nas matérias
exatas, com em todas as outras areas de ensino, isso porque,
quando o educando possui bom raciocinio matematico, ele tera uma
visdo mais ampla de todo processo de aprendizagem. A matematica
na Educacdo Basica é de suma importancia para o desenvolvimento
intelectual do aluno, ndo apenas mais uma “matéria”, mais uma
disciplina presente no curriculo. (Saloméao, 2014)

Na sequéncia serao apresentados alguns exemplos de aplicagbes do T.B. em
sala de aula que foram encontrados na literatura.

O autor Ferreira (2016) trabalhou com o objetivo de “propor o estudo do
Teorema de Bayes para as séries finais da educagéo basica brasileira, através do
aprendizado de sua teoria e aplicacbes em sala de aula”. Inicialmente na parte
tedrica, ele apresentou o conteudo de probabilidade que é pré requisito para a
aprendizagem do T.B., como experimentos aleatérios, eventos, espagcos amostrais,
definicbes de probabilidade, probabilidade da unido de eventos, probabilidade da
interseccao de eventos, probabilidade condicional e teorema da probabilidade total,
apenas depois partiu para o T.B. e sua histéria. Para facilitar a compreensao dos
alunos, o autor utilizou muitos exemplos praticos. Sua conclusao foi que a aplicagao
desse tema como conteudo complementar de probabilidade é possivel e proporciona
uma gama maior de conhecimentos, além de estimular a criatividade e raciocinio.

Salomao (2014) por sua vez, visou estudar sobre o paradoxo de Monty Hall e
a matematica nele contido, contando que seus aspectos ludicos poderiam ser
traduzidos como uma oportunidade de cativar o educando para o estudo das
probabilidades. Sendo assim, ele também desenvolveu aplicagbes do T.B. na
educacdo basica através de atividades em formas de jogos e recursos
computacionais, seu objetivo era atrair a atengdo dos alunos para o ensino de
probabilidade a partir de aspectos ludicos. Assim como Ferreira (2016), ele também
abordou anteriormente os conteudos de pré-requisitos para o T.B.. Ao final, Saloméo
(2014) apresentou conclusdes apenas sobre os resultados tedricos das atividades
realizadas e sugestdes para proximos trabalhos, nédo falou sobre a eficacia dessa

abordagem para a educacgéo.
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4.3.1 Monty Hall

Um dos problemas citados foi o de Monty Hall, que era o nhome de um
apresentador de um famoso programa de televisdo americano, chamado “Let’'s Make
a Deal". Nesse programa os participantes tinham a sua disposigao trés portas, sendo
que atras de uma delas havia um carro como prémio e nas outras duas haviam
bodes. O problema iniciava quando o participante escolhia uma das portas, o
apresentador abria uma segunda porta com o bode e entdo questionava ao
participante se ele queria trocar sua porta escolhida inicialmente pela terceira que
restou. Acontece que a pessoa participante sempre achava que se ndo mudasse
sua escolha nesse momento, sua chance de acertar e levar o prémio aumentava de
33,33% para 50%, mas na verdade ao escolher uma das portas, quando havia trés
alternativas, sua chance de acertar era de 33,33% e ao troca-la quando o
apresentador restringia as op¢des para apenas duas portas, sua chance passaria a
ser de 66,66%, pois essa era a probabilidade das portas que o participante nao
escolheu no inicio.

Porém, até chegar a essa conclusdao muitos estudiosos e matematicos
tentaram entender o problema, se envolveram em polémicas e por fim s6 foi possivel
comprovar tal hipotese quando houve o avango da tecnologia, entdo com a ajuda de
computadores e através do T.B., certificou-se que as probabilidades estavam
corretas.

O autor Ferreira (2016), se baseou na discussdo ao redor do problema de
Monty Hall para levar o tema até a sala de aula. Ele adaptou a situagdo com copos
ao invés de portas e bombons como premiagdo, os alunos fizeram o papel de
participantes. O professor como apresentador construiu uma tabela na lousa e
conforme cada aluno ia jogando, ele anotava as escolhas feitas e o resultado obtido.
Isso foi feito repetidas vezes até que os alunos notassem que quem optou por trocar
o primeiro copo escolhido acertou mais do que aqueles que mantiveram a escolha
inicial.

Por fim, o autor trouxe duas maneiras de apresentar a solugao do problema.
A primeira é através da arvore de possibilidades, a qual demonstra todos os

caminhos possiveis em uma combinacdo dos caminhos obtidos, mas que para a
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finalidade do presente trabalho esta fora do escopo, portanto ndo serdo abordados

os detalhes.
A outra solugéo pode ser obtida através do T.B. Sejam os seguintes eventos:
e PA: o prémio esta em A,
e PB: o prémio estd em B,
e P(: o prémio esta em C,
e RA: o apresentador revela o copo (vazio) de A,
e RB: o apresentador revela o copo (vazio) de B,
e RC: o apresentador revela o copo (vazio) de C.
Primeiramente considera-se que o aluno escolhe o copo A e nao o troca
quando o professor revela que o prémio nao estd no copo B. A probabilidade de

interesse passa a ser P(PA|RB). Calculando através do T.B. tem-se:

_ P(RB|PA)-P(PA)
P(PAIRB) = P(RB|PA)-P(PA)+P(RB|PB)-P(PB)+P(RB|PC)-P(PC) ’

sendo que,

P(RB|PA) = % pois o professor pode escolher o copo B ou C,

P(RB|PB) = 0, pois o professor nunca levanta o copo onde esta o prémio,

P(RB|PC) = 1, como o professor nunca levanta o copo onde esta o prémio, entéo sé

resta mostrar o copo B, ja que o A foi escolhido pelo aluno e no C esta o prémio.

A partir desses dados € obtido o seguinte resultado:

L.
2

P(PA|RB) = ==

w | feo] =

1 1 1
S 505 +1=

Em um segundo caso, considera-se que o aluno escolhe o copo A e quando
questionado pelo professor, aceita a troca pelo copo C. Calculando novamente as

probabilidades através do T.B. tem-se:

_ P(RB|PC)-P(PC)
P(PC|RB) = P(RB|PA)-P(PA)+P(RB|PB)-P(PB)+P(RB|PC)-P(PC)

=

1-

= P(PC|RB) =

WIH wl»—\

— 2
%.%_H). +1.% T3
Dessa forma, € possivel concluir que no segundo caso, em que o aluno
trocou o copo escolhido inicialmente, a chance de acertar o copo em que estava o

prémio era maior.
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O autor Saloméo (2014) também trabalhou na educacéo basica com o T.B.

utilizando o paradoxo de Monty Hall, um de seus objetivos era desvincular a
Matematica como uma sequéncia de aplicagcdes de regras e mostrar aos alunos que
€ possivel aplica-la na vida pratica, além de ensinar por meio de jogos, de forma
ludica e que causa grande interesse nos alunos. Ele destaca que o professor nesse
momento além de conduzir a situagdo e experimento, também tera as funcdes de
ouvir o aluno, confrontar seu ponto de vista, levar o aluno a criar suas proprias
estratégias e incentivar a discussédo saudavel em sala de aula. A preocupagao dessa
atividade ndo deve ser apenas a parte tedrica em si, mas sim a experimental,
oferecendo aos alunos situagdes explicitas de tomadas de decisdes.

Salomao (2014) aplicou as atividades de Monty Hall com turmas de 9° ano do
ensino fundamental e 2° ano do ensino meédio. Para o 9° ano ele tomou cuidado com
formalismos, pois alunos desse nivel ainda se encontram em fase de
desenvolvimento cognitivo, ja os do 2° ano podem assimilar bem os formalismos e
alguns possuem habilidades mais avancadas tanto matematicas, quanto
computacionais.

Ele realizou duas atividades diferentes baseadas no paradoxo e instrui que,
caso um outro professor va realizar a mesma atividade, entre no personagem do
apresentador para tornar a situacdo mais divertida e consequentemente atrativa,
além disso, ele também diz que o professor ndo deve mencionar o nome Monty Hall
para evitar que algum aluno faga pesquisas no celular e estrague o jogo e também
que deixe os proprios alunos perceberem e questionarem se ha alguma diferencga
entre manter a escolha do primeiro copo ou troca-lo.

A primeira atividade é praticamente idéntica a situagdo original e também feita
por Ferreira (2016), ou seja, o professor troca as portas por copos e o carro de
prémio por um bombom. Um a um vai chamando os alunos a participarem do
desafio. Ja na segunda atividade ele pega trés copos e trés bolinhas, duas pretas e
uma dourada, divide a turma em grupos de seis alunos e entrega um “kit” de copos e
bolinhas para cada grupo. Da mesma forma, os alunos vao se revezando e fazendo
o desafio. Porém, dessa vez eles recebem folhas com tabelas destinadas ao
preenchimento dos resultados obtidos nos jogos, para que no final o professor
consiga fazer calculos com eles. O autor também sugere que essa atividade com as

bolinhas seja feita com 4 e 5 copos, pois assim, os alunos conseguem uma
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amostragem maior e fica mais facil perceber a tendéncia de que a troca de copo

oferece maiores chances de ganhar o prémio. Claro que a essa altura o professor ja
deve estimular esse tipo de discuss&o, caso nao tenha surgido naturalmente.

Muitas outras atividades foram desenvolvidas por Saloméao (2014), uma delas
utilizando simulagdo computacional, que exige um conhecimento prévio dos alunos
em relagao a linguagem de programacao, outras foram exemplos derivados do jogo
original e mudando apenas alguns pontos para que os alunos pudessem ir
percebendo a convergéncia para a resposta correta de que, trocar de porta quando
o participante é questionado aumenta sim suas probabilidades de ganhar o prémio.
Para isso, o professor utilizou também a arvore de decisées como um importante
recurso visual.

Tanto nas atividades desenvolvidas por Ferreira (2016), quanto por Salomao
(2014), é possivel observar que a forma como eles as conduzem coincide com a
metodologia de resolugcado de problemas. Um dos autores classicos com relagao a
essa tematica é Polya, que propde a seguinte defini¢ao:

[...] a Resolugéo de Problemas corresponde a um modo de organizar
o ensino o qual envolve mais que aspectos puramente
metodoldgicos, incluindo uma postura frente ao que é ensinar e,
consequentemente, do que significa aprender (2001, p.89).

Polya (1997) preconiza o ensino ativo da Matematica. Segundo ele, para
tornar o estudante um ‘resolvedor’ de problemas € necessario seguir determinada
ordem na qual o concreto se apresenta antes do abstrato, a agcdo e a percepcgéao
antes das palavras e conceitos e, os conceitos antes dos simbolos.

Ao professor cabe propor atividades problematicas calcadas na realidade
cotidiana dos estudantes, primeiramente baseadas no concreto. Posteriormente,
cabe formalizar os conceitos e, finalmente, vem o uso da simbologia matematica.

Alguns estudos (POZO, 1998; DINIZ & SMOLE, 2001) ja propéem caminhos a
serem seguidos, como o uso da proposi¢ao de problemas que seriam o disparador
do conhecimento e n&o seriam usados somente como instrumento para repeti¢cao de
uma estratégia de solugao que aparentemente € unica.

Sendo assim, é possivel notar que na aplicagdo do problema de Monty Hall,
tanto no caso de Ferreira (2016), quanto de Saloméao (2014), o unico processo que
se distancia da metodologia de resolugdo de problemas é o fato de que ambos

introduziram o conteudo tedrico sobre o T.B. antes de abordar o problema em si.



44
Mesmo assim, é perceptivel que os alunos ndo associaram a resolugao da questao

com a equacgao do T.B., pois a forma com que foi mencionado o problema de Monty
Hall foi bastante natural, ndo os deu informagdes para simplesmente seguirem um
passo a passo. Foi necessario um longo exercicio, muita observagao e discusséo
em grupos para que chegassem a uma conclusdo e somente depois o professor

demonstrasse a resolucio via T.B.

4.3.2 Desafio do falso-positivo

A segunda proposta de ensino do T.B. do autor Ferreira (2016) aos seus
alunos foi com o desafio do falso-positivo. Foi passada para eles uma situagao em
que 1% da populacdo de uma cidade estava infectada por uma doenca, um morador
fez o teste para a mesma e recebeu resultado positivo, sabendo que teste acerta
99% das vezes, os alunos deveriam calcular a probabilidade do morador nao estar
realmente infectado, caso o resultado do exame seja um falso-positivo.

Quando questionados, antes de qualquer calculo e apenas se baseando nas
informacdes dadas pelo enunciado, os alunos palpitaram que a chance do individuo
ter a doenga era maior que 99%. Partindo entado para a resolu¢ao baseada no T.B.,
tem-se:

D — o evento ter a doenga;
N — o0 evento ndo ter a doenga;

T — o evento TESTE dar positivo.

Tabela 1: Quadro de dados do desafio do falso-positivo

TIPOS DE PROBABILIDADE TEM A DOENCA NAO TEM A DOENGA
Probabilidade a priori 0,01 0u 1% 0,99 ou 99%
Probabilidade Condicional (teste estar 0,99 ou 99% 0,01 ou 1%
certo por ter dado positivo)

Fonte: Ferreira, 2016.

P(T|N)-P(N) _ 0,01-0,99
P(T|D)-P(D)+P(T|N)-P(N) —_ 0,99-0,01+0,01-0,99

P(N|T) = = 0,5.
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Conclui-se entao que a probabilidade do morador estar realmente infectado

pela doencga é de 50%, resultado que segundo o autor surpreendeu os alunos, o que

€ muito bom por gerar curiosidade no processo de ensino aprendizagem.

4 .3.3 Calculo da assertividade

Por fim, Ferreira (2016) desenvolveu uma terceira atividade, parecida com a
anterior, mas agora trata-se de uma mulher que fez uma mamografia e recebeu
resultado positivo para neoplasia, ou seja, um cancer de mama. O objetivo é
descobrir qual a probabilidade de que o resultado do exame esteja incorreto. Para
coletar maiores dados do passado que apoiassem os calculos, o professor também

passou um texto com as seguintes informacgoes:

No mundo, o risco cumulativo de uma mulher, com idade de 74 anos,
ter apresentado esse tipo de cancer durante a vida é de 4,62%.
Risco cumulativo é a razao entre o niumero de casos novos de uma
doenca e o total da populacéo sob risco.

A sensibilidade (probabilidade de confirmar a presenga ou auséncia
de patologia em um individuo) da mamografia é de 85%, mas em
9,6% dos casos ele acusa resultados positivos para mulheres que
nao possuem a doencga. (Ferreira, 2016, apud Diretrizes para a
Deteccao Precoce do Cancer de Mama no Brasil, 2015)

Antes de iniciar os calculos é importante deixar os alunos refletirem e darem
seus palpites. Outra informacgao relevante que deve ser lembrada € que ter e ndo ter
0 cancer de mama sao eventos mutuamente excludentes, ou seja, ndo podem

acontecer simultaneamente em nenhuma ocasido. Tem-se entio a tabela 2:

Tabela 2: Quadro de dados do calculo da assertividade 1.

TIPOS DE PROBABILIDADE TEM CANCER NAO TEM CANCER
Probabilidade a priori 0,0462 ou 4,62% 0,9538 ou 95,38%
Probabilidade Condicional 0,85 ou 85% 0,096 ou 9,6%
Probabilidade Conjunta 0,0462 - 0,85 = 0,0393 0,9538 - 0,096 = 0,0916
Probabilidade a posteriori 0,0393/0,1309 = 0,3002 0,0916/0,1309 = 0,6998

Fonte: Ferreira, 2016.

Os dados da primeira e segunda linhas da Tabela 2 foram retirados do texto

apresentado anteriormente. A probabilidade conjunta foi obtida multiplicando a
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probabilidade a priori pela condicional. Por fim, é possivel notar que a soma das

probabilidades a priori € igual a 1, mas o0 mesmo n&o ocorre com as probabilidades

conjuntas. Nesse caso, usa-se o fator de normalizagdo que é a divisdo de cada

probabilidade pela soma dos valores das probabilidades conjuntas, entdo chega-se

a soma 1 que significara 100%. Esse calculo representa a probabilidade a posteriori.
Partindo para os calculos através do T.B. tem-se:

C — o evento ter cancer;

N — o evento nao ter cancer;

M — o evento exame de mamografia dar positivo.

P(M|N)-P(N) . 0,096-0,9538
P(M|C)-P(C)+P(M|N)-P(N) ~ 0,85-0,0462+0,096-0,9538

P(N|M) = = 0,6998.

Ou seja, a paciente tem 69,98% de chances de nao ter o cancer, contra
30,02% de chances de ter.

No campo da medicina esse raciocinio bayesiano é muito utilizado para
detectar falsos-positivos em exames de diversos tipos. Na atualidade pode-se citar
por exemplo os exames de coronavirus. Em sala de aula tanto essa, quanto a
questao anterior sdo muito interessantes, pois tudo que existe um contexto proximo
a realidade chama mais a atencdo dos alunos, estimulando a curiosidade
matematica. Além disso, € uma excelente oportunidade para uma atividade

interdisciplinar, inclusive em campanhas de saude.
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5 CONSIDERA(;()ES FINAIS

O presente trabalho de conclusao de curso visou apresentar o Teorema de
Bayes por meio de algumas aplicagbes, para isso percorreu um longo caminho
desde os conceitos basicos da probabilidade, até a histéria do surgimento do
mesmo, seus conceitos e demonstragdes, para alcangar o objetivo de finalmente
abordar a Teoria da Decisdo Bayesiana, o algoritmo de Naive Bayes e como aplicar
o T.B. na educacao basica.

A partir da revisao bibliografica realizada, nao foi possivel identificar nenhum
trabalho anterior que resumisse tais aplicagdes, apenas trabalhos que tratam uma
ou outra aplicagdo de forma separada. Sendo assim, pode-se dizer que este € um
tema inédito e de extrema importancia, pois foi possivel conhecer e comparar
diferentes modos de se utilizar o T.B. em situagdes diversas.

A principal dificuldade foi encontrar variedade de materiais para o estudo da
parte tedrica das aplicagcbes, em destaque a Teoria da Decisdo Bayesiana e Naive
Bayes, pois apesar de existirem varios artigos de uso das técnicas, raramente sdo
demonstradas matematicamente. O acesso a livros infelizmente esta mais restrito
devido a pandemia de Coronavirus e na internet também nao foi tdo facil
encontra-los, a maioria em outras linguas.

Contrapondo cada uma das aplicagdes apresentadas através também das
pesquisas realizadas ao redor delas, foi possivel verificar que a Teoria da Decisao
Bayesiana, apesar de muito relevante até mesmo em nosso cotidiano de forma
intuitiva, por ser uma formalizacdo do senso comum, ja ndo é mais tdo citada em
trabalhos atuais.

O algoritmo de Naive Bayes, por sua vez, esta em alta, principalmente porque
a inteligéncia artificial esta sendo cada vez mais utilizada e é muito recente. Mesmo
surgindo outros algoritmos com o0 mesmo intuito, Naive Bayes continua se
mostrando necessario.

Por fim, a aplicagdo do T.B. na educacéo basica traz grande contribui¢do para
os docentes que buscam incessantemente inovar no processo de ensino
aprendizagem de Matematica, sendo um conteudo que apesar de nao ser
obrigatério no curriculo, pode ser abordado como um extra pelos professores,

aproveitando inclusive o uso de metodologias ativas em sala de aula.
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Considera-se que tanto o objetivo geral, quanto os objetivos especificos foram

cumpridos. Um ponto importante observado € que as aplicagdes tornam o T.B. mais
compreensivel, pois o conceito em si do mesmo é de certa forma abrangente e
bastante subjetivo, mas quando sdo demonstradas as maneiras em que ele pode ser
aplicado, se torna algo palpavel e de facil visualizagdo em nosso cotidiano.

Para trabalhos futuros, fica a sugestdao de maior aprofundamento na parte de
estatistica bayesiana e frequentista, principalmente em relacdo aos métodos de
simulacdo Monte Carlo e Monte Carlos Via Cadeias de Markov (MCMC). Além
também de explorar outros conceitos e aplicacbes do T.B., como a epistemologia

bayesiana.
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