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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo utilizar o método Averaging para determinar o
numero maximo de ciclos limites que bifurcam do centro linear & = y, y = —z quando
este é perturbado por um parametro e arbitrariamente pequeno em uma classe de sistemas
diferenciais polinomiais de Kukles. Também pretendemos, antes de nos dedicarmos a andlise

do problema exposto, apresentar alguns fatos bésicos da teoria qualitativa das EDOs.
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Introducao

Em 1881, com o seu célebre trabalho Mémoire sur les courbes définies par une équation
differentielle, Henri Poincaré langou as bases da teoria qualitativa das equacgoes diferenciais.
Sua teoria fornece uma descri¢ao da configuracao global das solucoes e o efeito de pequenas
perturbagdes das condicoes iniciais (estabilidade). Poincaré também estudou o comporta-
mento assintotico das solugoes bem como a estrutura de seus conjuntos limites, contetdos
que compoem o outro aspecto da teoria qualitativa.

A nocao de ciclo limite surgiu pela primeira vez nos estudos de equagoes diferenciais no
plano realizados por Poincaré entre os anos de 1880 e 1890. No final da década de 20, Van
der Pol, Lienard e Andronov, no estudo de certos fenomenos elétricos, obtiveram equacoes
especiais de segunda ordem para as quais ocorriam os ciclos limites idealizados por Poincaré.
Desde entao, problemas envolvendo a existéncia, a unicidade e outras propriedades dos ciclos
limites passarem a ser estudados mais intensivamente pelos matematicos.

Um dos métodos usados na abordagem de tais problemas é o método Averaging, que,
resumidamente, permite relacionar as solucoes de sistemas diferenciais autonomos e nao
autonomos e determinar o numero de ciclos limites de um sistema quando o perturbamos
por um pequeno parametro €. Neste trabalho, utilizamos o método Averaging para determi-
nar o nimero maximo de ciclos limites que bifurcam do centro linear & = y, ¥ = —x quando

este é perturbado na seguinte classe de sistemas diferenciais polinomiais de Kukles:

o )
g === e(fu,(2) + gn, (2)y + hny ()y* + dy?)
onde fp,, (), gny (), hpny(x) sdo polindmios em x de grau ny, ns e ng, respectivamente, d é um
nimero real diferente de zero e € é um parametro arbitrariamente pequeno. Pretendemos
ainda determinar o nimero méaximo de ciclos limites para casos particulares do sistema ,
atribuindo valores para ni, ns e ns.
Inicialmente (Capitulo 1), introduzimos alguns conceitos fundamentais da teoria das
equacoes diferenciais ordindrias, apresentando a definicao do que vem a ser uma solucao de

uma equacao diferencial ordindria de primeira ordem z’ = f(t,z) e dando, em seguida, a



formulagao do problema de Cauchy.

No Capitulo 2, examinamos a questao da existéncia e unicidade de solugoes para proble-
mas de Cauchy. Neste capitulo, é provado o teorema de Picard, que garente sob hipoteses
bem gerais sobre f -se f e % sao continuas - a existéncia de uma unica solugao local para um
dado problema de valor inicial. Além disso, estudamos a maxima extensao de tais solucoes
(solugbes maximais) e enunciamos e provamos o teorema de Peano.

Nos capitulos 3 e 4, apresentamos alguns fatos basicos da teoria qualitativa das equacgoes
diferenciais ordindrias para campos vetoriais continuos em R™ e enunciamos o teorema de
Poincaré-Bendixson para campos vetoriais continuos no plano.

Por fim, no capitulo 5, apés uma breve apresentacao do desenvolvimento histérico do
método Averaging, enunciamos o seu teorema classico e o utilizamos a fim de encontrar o
nimero maximo de ciclos limites de sistemas diferenciais polinomiais planares de Kukles.

Destacamos que nos quatro primeiros capitulos deste trabalho adotamos [3] como prin-

cipal referéncia para o desenvolvimento dos resultados apresentados.



Capitulo 1

1 O Conceito de EDO e o Problema de Cauchy

Neste capitulo, introduzimos alguns conceitos fundamentais da teoria das equagoes diferenci-
ais ordinarias. Inicialmente, apresentamos a definicao do que vem a ser uma solucao de uma
equacao diferencial ordinaria de primeira ordem 2’ = f(¢,x). A seguir, damos a formulagao

do problema de Cauchy, denotado abreviadamente por
= f(t,z) z(ty) = xo

Neste caso, discutimos se dado (tg, x¢) fixo existe alguma solu¢ao que no ponto ty assume

o valor xg.

1.1 Definigoes

Seja €2 um subconjunto do espaco R x E, onde R é a a reta real e E = R™ é um espaco
euclidiano de dimensdo n. Um ponto de R x E serd denotado por (t,z), com t € R e

r = (x1,22,...,2,) em E.

Definicao 1.1.1. Sejam f : {2 — E uma aplicacao continua e I um intervalo nao degenerado
da reta, isto é, nao reduzido a um ponto. Uma equacao diferenciavel ¢ : I — E chama-se

solugao da equacao

no intervalo I quando:

e grifico de {(t,p(t));t € I} estd contido em €;

dp

o %(t) = f(t,¢(t)) para todo t € 1.

A equacao também pode ser denotada abreviadamente por

' = f(t,x)
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Sejam f; : Q@ = R, i =1,.....,n, as componentes de f; ¢ = (¢1, ..., ¢,), com
; : I — R, é uma solugao da equagao se e somente se cada ; ¢é diferenciavel no intervalo

I, (t,1(t),...,on(t) € Q paratodot € I e

% = filt,o1(t), ..., pa(t))
W2t 0, ult)
d;i” = fult,1(t), ..., 0u(1)),

para todo t € I.

1.2 O Problema de Cauchy

Definigao 1.2.1. Seja €2 um aberto contido em [ x E, onde I é um intervalo da reta nao
degenerado e E um espaco euclidiano n dimensional. Seja f : {2 — E um aplicacao continua.
Fixado o par (tg,zo) em €2, chamado de valor inicial para a equagao diferencial ordindria
dada por f, chamamos de problema de Cauchy associado a f com valor inicial (¢, zo) ao
problema definido por

dx

— = J(t,x), T(ty) =x

g = (t,z) (to) = o

Neste caso, a aplicagdo ¢ : I — [E é uma solugao do problema de Cauchy dado por f,

com valor inicial (o, xg), se ¢ é solugdo da EDO dada por f e se ¢(ty) = .

Exemplo 1.2.2. Seja Q = R? e f(t,2) = 32%/3. Para todo ¢ € R a funcio ¢, : R — R dada

por

2/3

¢ uma solugao da equagao =’ = 3z*/°, pois o grafico de ¢ em [, isto é, {(t,p(t));t € I}

estd contido em €2 e



Porém, note que por cada ponto da forma (o, 0) passa mais de uma curva solugao (pois
a fungao constante ¢ = 0 também é solu¢ao da EDO dada).

Este exemplo mostra que o problema de Cauchy pode nao ter uma tunica solugao. No
Capitulo 2 veremos quais condigoes para a aplicacao f nos garantem a existéncia e a unicidade

de solucoes para problemas de valor inicial.



Capitulo 2

2 Teoremas de Existéncia e Unicidade de Solucoes

Como ja foi apontado anteriormente, visamos, neste capitulo, examinar a questao da existéncia
e unicidade de solugoes para problemas de Cauchy. Veremos que sob hipdteses bem gerais
sobre f - se f e % sao continuas em ) - existe uma tunica solucao local para um dado
problema de valor inicial. Por fim, examinaremos a méxima extensao de tais solugoes, as
quais também sao chamadas de solu¢oes maximais.

Observagao: Uma equacio da forma % = f(t,z); x(ty) = o, com f : Q — E continua no
aberto (2, possui uma correspondente equacao integral. Logo, ¢ é solucao do problema de

Cauchy acima, definida em um certo intervalo [ty — «, o + @], se, e somente se, o grafico de

@ estd contido no dominio da f e

o(t) = xo + ftz f(s,0(8))ds, ¥Vt € [tg— a,ty+ q]

2.1 O Teorema de Picard

Definicao 2.1.1. Uma aplicagao f : Q2 C R x R” — R" chama-se Lipschitziana em ) em

relacao a sequnda varidvel se existe uma costante K tal que:

|f(t,z) — f(ty)| < K|z —y
para todos (t,x), (t,y) € Q; K chama-se constante de Lipschitz de f.

Dizemos que a aplicacdo f é localmente lipschitziana em (2 se para todo (g, zg) existe
uma vizinhanca V' = V' (g, zo) tal que f|V ¢é lipschitziana em V. Por exemplo, se f admite
derivada parcial em relagao a segunda variavel, D f, continua em 2, entao f é localmente
lipschitziana em ().

A seguir, apresentamos o Teorema do Ponto Fixo e um coroldrio que serao usados na

demonstracao do Teorema de Picard.



Teorema 2.1.2 (Teorema do Ponto Fixo). Sejam (X,d) um espago métrico completo e
F : X — X uma contragao, isto €, d(F(x), F(y)) < Kd(z,y), 0 < K < 1. Eziste um unico
ponto fixo p, por F, isto é F(p) = p. Mais ainda, p € um atrator de F, ou seja, F" — p
quando n — oo, para todo x € X. F™ € definido por F(F"(z)).

Demonstragao:

Unicidade: Sejam p; e py dois pontos fixos. Entao
d(p1,p2) = d(F(p1), F(p2)) < Kd(p1, p2)
Como 0 < K < 1, segue que d(p1,p2) = 0, o que implica que p; = ps.

Ezxisténcia: Sejam x € X e z, = F"(x). Provaremos que (x,) é uma sequéncia de

Cauchy. Por indugao, mostraremos que d(x,, z,+1) < K"d(xg, 1) para todo n € N.

1) Para n = 0 a desigualdade ¢ trivialmente verdadeira, pois
d(xg, 1) < d(x0,21)

1) Suponhamos, agora, que a desigualdade seja vélida para n. Vamos mostrar que ela

também ¢é valida para n 4+ 1. Como F' é uma contracao,

A(@ni1, Tny2) = A(F" (@), F*H2(2)) = d(F(F"(2)), F(F""(2))) = d(F(2n), F(2n11)) <
< Kd(zp, Tni) < K" d(xg, 11)
Portanto, por indugao, d(z,, x,11) < K™d(xg,z1) para todo n € N
Sejam n,p € N. Pela desigualdade triangular,
d(Tp, Tryp) < ATy, Tpgr) + -+ d(Tpgpo1, Tnyp) <

< K"d(wg, z1) + K" d(zg, 21) + - - + K" P d(xg, 21)
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ou seja,

d(Tn, Tnyp) < K"d(x9, 1) + -+ K" (29, 01) = K"(1 + -+ + KP Y d(xg, 21) =

1— Kr! K" Kt
"o )=

=K

e portanto,

n

Kd($0’ LIZ‘I)

d(Tp, Tpip) < 1

Como 0 < K < 1, K™ — 0 quando n — oo. Logo d(x,,z,) — 0, ou seja, (x,) é

convergente. Provemos que lim z,, = p é ponto fixo de F'. De fato,

F(p) = F(limz,) = lim F(z,) = limx,,1 = p.

O

Corolario 2.1.3. Seja X um espag¢o métrico completo. Se F : X — X € continua e, para
algum m € N, F™ € uma contragdo, entdo existe um unico ponto p fixo por F. Mais ainda,

p € um atrator de F.

Demonstragao: Seja p o ponto fixo atrator de F™ dado pelo Lema da Contracao. Seja
n=mk+1, com0<1[l<m. Dadoz € X, F' é um ponto de X. Como p é atrator de
F™, temos [F™]*(F'(x)) — p, quando k — oco. Como F"(z) = [F™]¥(F!(z)), segue que
F™(z) — oo quando k — oo. Logo, p é ponto atrator de F'. Além disso, p é ponto fixo. De

fato,
p = lim F*(F(p)) = lim F"*(p) = lim F(F"(p)) = F(lim F"(p)) = F(p)
0

Teorema 2.1.4 (Teorema de Picard). Seja f : Q@ — R" continua e lipschitziana com respeito
a sequnda varidvel em Q = I, x B, C RxR", com I, = {t; |t — to| < a}, By = {z;|x — x| <

b}. Se |f| < M em Q, entdo existe uma unica solu¢do da equagdo

x = f(tax)a :C(tO) = Zo



em I, onde o = min{a,b/M}.

Demonstragao: Seja X = C(l,, By) o espago métrico completo das fungbes continuas

v : I, — B, com a métrica uniforme

d(p1,p2) = sup pr(t) —a(8)], T € Lo

Além disso, para ¢ € X, definimos a aplicacao F(¢) : I, — E da seguinte forma:

F(p)(t) = w0+ [, f(5,(s))ds

A integral estd bem definida, pois f é continua e limitada. Note, ainda, que a aplicagao

F apresenta as seguintes propriedades:
1. F(X)CX
2. F™ é uma contracao, para n € N suficientemente grande.
Para todo t € I,
[F(@)(t) = w0l = [, f(5,0(5))ds| < M|t —to| < Ma <b

o que prova a afirmacao (1). Agora, por indugao, vamos provar que para todo par ¢, ps € X

e todo n > 0, vale a seguinte desigualdade

<K |t — to]

[E" (1) (1) = F™(pa(1))] < d(pr,2), t€ s

n!

onde K é a constante de Lipschitz de f. Para n = 0 a afirmacao é ébvia. Suponhamos que

ela seja valida para n = r. Entao,

[FHpn)(t) = F (@) ()] = [F(F7 (@1 (1) — F(F7(2)(1))] <

< <

[ (s, F™(00)(3)) — £(s, " (i02)(s)] ds

/t K|F"(1)(s)) — F™(g2)(s)| ds| <

r+1

<K It — to| " d( 1, @)

t Kr
(t() — S)Td(QOl, cpg)ds <
o T




n - n

K
Portanto, d(F" (1), F"(p2)) < ?
n!

rande, K"a™/n! < 1, pois este é o termo de uma série cuja soma é 5. Logo, F" é uma
) ) b

d(p1,¢2). Assim, temos que para n suficientemente

contracao de X e, pelo Corolario 2.1.3, existe uma tnica ¢ tal que F(p) = ¢, o que conclui

a demonstracao do teorema. 0

Corolario 2.1.5. Sejam Q aberto em R x E e f : Q@ — E continua com Dsf também
continua. Para todo ponto (to,zo) em 2, existe uma vizinhaca V = I(ty) x B(xg) tal que
¥ = f(t,z), z(ty) = xo tem uma unica solugao em I(ty). Além disso, o grdfico dessa solugao

esta contido em V.

Demonstragao: Seja U uma vizinhanca de (ty, zo) tal que f|U é lipschitziana e |f| < M
em U. Além disso, tomemos « suficientemente pequeno para que V = I,(tog) X By(xg) C U,

onde b = aM. Basta aplicar o Teorema 2.1.4 para concluir a demonstracao. 0

2.2 Teorema de Peano

Enuciamos, abaixo, o Teorema de Arzeld, cujo resultado sera utilizado na demonstracao do

Teorema de Peano.

Definicao 2.2.1. Uma familia F' de funcoes ¢ : X — R é chamada equicontinua se para

todo € > 0 existe § > 0 tal que se d(z,y) < § entao |p(x) — ¢(y)| < € para toda ¢ € F.

Teorema 2.2.2 (Teorema de Arzeld). Seja (X,d) um espago métrico compacto. Seja F
uma familia equicontinua de fungoes p : X — R. Se F' € uniformemente limitada (isto €,
existe M > 0 tal que |¢| < M para toda ¢ € F), entao toda sequéncia {¢,} de elementos de

F possui uma subsequéncia {p,} uniformemente convergente em X.

Teorema 2.2.3 (Teorema de Peano). Seja f continua em Q = I, x By, como dado no
Teorema 2.1.4. Se |f| < M m Q, a equacdo ' = f(t,x), com x(ty) = xo, possui ao menos

uma solugdo em I,, onde o = min{a,b/M}.

Demonstracao: Pelo Teorema de Aproximacao de Weierstrass, existe uma sequéncia f,, de
funcgoes, cujas componentes sao polinémios, que converge para f uniformemente em €). Para
n suficientemente grande, f,, satisfaz as hipdteses do Teorema (2.1.4). Seja ¢, solugao de
¥ = fu(t,z),x(to) = xo em I,, cuja existéncia e unicidade decorrem do Teorema de Picard.

Note que a familia {¢,} é equicontinua, pois:
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[on(t1) = nlta)] = | [i7 fuls, @n(s))ds| < M |t — Ly

e uniformemente limitada, ja que para todo n suficientemente grande tem-se
|on(t) — ol = |en(t) — pnlto)| < M.b/M =b

Assim, pelo Teorema de Arzeld existe uma subsequéncia, que denotaremos por ¢y, tal que
¢ converte uniformemente em I, para uma funcao VU : [ty — «, tg + o] — By. Mostraremos
que V¥ é solucao local do problema

dx

a = f(t,ﬂ?), x(t0> = X

De fato,

2 — 1 75, 9(5)),ds — (1) =
’xo — ftz f(s,9(s))ds — x¢ — ftto Tr(s, @k(s))dé’) <
1 (s 0u(s)) = fls,W(s))| ds <

Juo (s 00(5)) = 1f (s, 0n(9)) ds + [y, 1F (5, 0n(5)) = f(s,(s))] ds.

A expressao acima vai a zero uniformemente quando k tende a +o0o. Logo, a sequéncia
o, que converge a U também converte a xg+ ftz f(s,%(s))ds, o que, pela unicidade do limite,

implica que
(t) = ao+ [ [(5,U(s))ds

Portanto, ¥ é solucao do problema de Cauchy. U

2.3 Solugoes Maximas

Defini¢ao 2.3.1. Chamamos de solu¢io mdzima da equagao ' = f(t,z) toda solucao ¢
definida num intervalo I, denominado intervalo maximo de @, tal que se ¥ é outra solucao
no intervalo J, com J 2 [ e ¢ = | J, entdo I = J. Em outras palavras, ¢ é maxima se nao

admite nenhuma extensao que também é solucao da equacgao.
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Proposicao 2.3.2. Seja f: Q C R x R"™ continua e tal que V(to, o) €  existe uma inica
solu¢ao do Problema de Cauchy x' = f(t,x), z(tg) = xq, definida num intervalo I(ty, o).
Entao Y(tg,xo) € Q existe uma unica solugao mdzima ¢(t, (ty,xo)) do Problema de Cauchy

dado.

Demonstragao: Definamos o intervalo maximal I,,,(to, 2o) como a reunido (J,, 1, (%o, 7o),
onde ¢ percorre as solugoes do Problema de Cauchy indicado. Se t € I,(to, zo), definimos
o(t, (to, x0)) = @(t). Pela unicidade, ¢(t, (tg,z9)) é bem definida. Pela existéncia local,

In(to, xo) é conexo (ou seja, um intervalo). O

Com este resultado, podemos concluir que se a equagao ' = f(t,z) tem por cada ponto
(to, Tp) uma unica solugao local, entao ela possui solugoes maximas unicas. O Exemplo 1.2.2
mostra que, em geral, existe uma infinidade de solucoes maximas por um ponto se apenas a

continuidade da f ¢ exigida.
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Capitulo 3

3 Aspectos Gerais da Teoria Qualitativa das EDOs

Neste capitulo, iniciaremos o estudo de sistemas de equacoes diferenciais da forma

) = Fi(zy,...,2,)
xh = Fy(zy,...,20)

(3)
= Fy(x1,...,2,)

chamados autonomos, nos quais as funcoes X; nao dependem de ¢. Serao apresentados os
fundamentos da Teoria Qualitativa com alguns de seus resultados mais significativos, tais

como o Teorema do Fluxo Tubular.

3.1 Campos Vetoriais e Fluxos

Seja U um aberto do espaco euclidiano R™”. Um campo vetorial de casse C*, 1 < k < 0o em

U é uma aplicacao F': U — R"™. Ao campo vetorial F' associamos a equacao diferencial

' = F(x) (4)

As solugoes desta equagao sao aplicagoes diferencidveis ¢ : I — U (I é um intervalo da

reta) tais que

%2 (t) = Fle() )

para todo t € I. Estas solugoes também sao chamadas de trajetorias ou curvas integrais de

F.

Definig¢ao 3.1.1. Um ponto p € U tal que F(x) = 0 é dito ponto singular ou singularidade
de F'. Se F(p) # 0, entao p é chamado de ponto regular de F. Uma curva integral ¢ : [ — U
de F' chama-se maxima se para toda curva integral ¢ : J — U, tal que I C J e ¢ = 1|,

entao I = J e, consequentemente, ¢ = 1. Neste caso, I ¢ chamado de intervalo mdzimo.
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Abaixo, enunciamos o Teorema do Fluxo Local. A demonstracao deste teorema pode ser

vista em [3].

Teorema 3.1.2. Seja F': U — R™ um campo de vetores C*, k > 1, no aberto U. Entao:

(a) Para cada x € U existe um intervalo aberto I, onde estd definida a unica solugdo
mdzima @, de tal que v, (0) = x.

(b) Sey = @,(s) es € I, entao I, = I,—s = {r—s;r € I}, ¢,(0) =y e ,(t) = @, (t+5)
para todo t € I,,.

(¢) O conjunto D = {(t,z);x € U,t € I,} € aberto em R"™ e a aplicagio ¢ : D — R"
dada por p(t,z) = @, (t) € de classe C*. Além disso,  satisfaz a equagao

DlDZ(p(tv .1') = DF(QO(t,J?))D%O(t,Q?), D2(p(t>$>’t=0 =F

para todo (t,x) € D. Aqui E denota a identidade de R™.

Observacao 3.1.3. A parte (b) do Teorema 3.1.2 decorre da unicidade de solugoes e do fato

da equacao ser autonoma. Neste caso, ¢, (s) e . (t + s) sao solucdes do mesmo Problema

de Cauchy.

Definicao 3.1.4. A aplicacao ¢ : D — U chama-se fluxo gerado por F. O campo F' é dito
completo se I, = R para todo x € U, isto é, se D =R x U

Corolério 3.1.5. Seja F um campo vetorial C*, k> 1, en U CR". Sex € U e I, =
(w-(x),wi(x)) € tal que wi(x) < oo (respectivamente w_(x) > o0), entao p, tenda a OU
quando t — wy(x) (respectivamente t — w_(x)), isto é, para todo compacto K C U, eziste

e=¢€(K) >0 tal que set € [wi(x) — €, wy(z)], entdo ¢, (t) ¢ K.

Demonstragao: Suponhamos que exista um compacto K C U e uma sequéncia t, —
wy(r) < oo tal que @.(t,) € K, para todo n. Entao, existe uma subsquéncia, a qual
denotaremos por ¢, (tx), tal que @, (tx) converge para um ponto zo € K. Agora, tomemos
b>0ea >0, tais que By, x I, € D, onde B, = {y € R |ly—zo| < b} CUel, =
{t € R;|t| < a}. D é aberto pela parte (c) do Teorema 3.1.2. Alem disso, pela parte (b),
@, (tr +s) estd definido para s < a e coincide com ¢, (s) para k suficientemente grande, onde

y = @z(tx). Mas disso decorre que t + s > w;(x), o que é uma contradicao. O
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Corolério 3.1.6. Se U = R" ¢ |F(z)| < ¢ para todo = € R", entdo I, = R para todo x € R".

Demonstragao: Suponhamos que exista x € R" tal que wy (z) < oo. Como |z — . (t)]| <

[y Flpua))ds

fechada de centro x e raio cw,(z), ou seja, num compacto, o que contradiz o Colorario

< ¢t < cwy(z), temos que para todo t € [0,wy(x)), ¢.(t) estd na bola

3.1.5. Portanto, w,(z) = oo para todo x € R". Usando argumento analogo, prova-se que

w_(x) = —o0. O

Corolario 3.1.7. Se ¢, € uma solugao reqular de definida no intervalo mdximo I, e

0u(t1) = wau(te), para ty # ta, entao I, =R e @ (t+c) = @,(t), para todo t, onde c =ty —1;.

Demonstracao: Seja ¢ : [ta, to + ] — R"™ a aplicagao definida por ¢(t) = ¢, (t —¢). Temos
que ¢ também ¢ solucdo de (), pois ¥/(t) = ¢, (t — ¢) = F(p.(t — ¢)) = F(¢(t)). Além
disso, ¥(ta) = wu(c+t1 —¢) = @.(t1) = wu(t2). Mas em virtude da unicidade de solugoes,
tem-se [ta,to + ¢] C I, e @.(t) = ¢.(t + ¢), para t € [t1,ts]. Prosseguindo com o mesmo
argumento, concluimos que I, = R e ¢,(t + ¢) = ¢,(t) para todo t € R. O

Definigao 3.1.8. O conjunto v, = {¢(t,p);t € I,}, isto ¢, a imagem da curva integral de F
pelo ponto p, chama-se orbita de F' pelo ponto p.

Note que ¢ € v, & 7, = 7,. De fato, se ¢ € v,, entdo, pela parte (b) do Teoerma 3.1.2,
q=p(t1,p) e o(t,q) = p(t+t1,p) e I, —t; = I,. Logo, duas érbitas de F' ou coincidem ou

sao disjuntas.

Teorema 3.1.9. Se ¢, é uma solu¢ao mdazima de (4)) em I, entdo verifica-se uma tnica
das sequintes alternativas:

(a) ¢, € injetiva;

(b) I, =R e p, é constante;

(c) I, =R e p, € periddica.

Demonstracao: Se cp(x) nao é injetiva, existem t; e ty em [, com t; # t9, tais que
©.(t1) = @u(t2). Logo, pelo Coroldrio 3.1.7, I = R e ¢,(t + ¢) = ¢.(t) para todot € R e

¢ =ty —t; # 0. Mostraremos que o conjunto
C ={c eR;p.(t+c) =, para todo t € R}
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¢ um subgrupo aditivo de R que também é um subconjunto fechado de R. De fato, note
que 0 € C, pois p,(t +0) = ¢,(t) para todo t € R. Além disso, dado ¢ € C, temos que
et — ) = . (t — c+ ¢) = p,(t) o que implica que —c € C, e se ¢,d € C, c+ d € C, pois
0ot +c+d) = .t + ¢) = p.(t). Por outro lado, se ¢, € C e ¢, — ¢, temos que ¢ € C.

Com efeito,

0t +¢) =@ (t+ lim ¢,) = @ (lim (t +¢,)) =

n—oo n—oo
nh_{gO ‘Pﬂc(t + Cn) = nh_)nolo 90x<t> = Sox(t>
No lema a seguir, demonstraremos que todo subgrupo aditivo C' de R é descrito na forma
7Z, T > 0, ou entao C' é denso em R. Como C' # {0} e C é fechado, segue que C' = R ou
Ct7Z, T > 0. Cada uma destas alternativas corresponde aos casos (b) e (c¢) do enunciado

do teorema, respectivamente. 0

Lema 3.1.10. Todo subgrupo aditivo C' # {0} de R € da forma C' = 77, com 7 > 0, ou C

é denso em R.

Demonstragao: Como, por hipétese, C' # {0}, entdo C MR, # 0, onde R, denota os reais
positivos, pois existe ¢ € C', com ¢ # 0, o que implica que ¢ ou —c estd em C' N R,. Seja
7 =inf[C NR4]. Se 7 > 0, C = 7Z, pois se ¢ € C — 77, existe um tunico k € Z, tal que
kt < ¢ < (k+1)7 e, portanto, 0 < ¢ — k7 < 7 e c—kr € CNRy, 0 que contraria o fato
de 7 =inf[CNR,]. SeT =0,dado e >0et €R, existe c € C tal que |c—t| <€, 0 que

implica que C' ¢é denso em R. 0

Em particular, se v é uma o6rbita de F', entao cada caso do Teorema 3.1.9 corresponde,
respectivamente, a cada uma das alternativas a seguir:

(a) v é a imagem biunivoca de um intervalo de R;

(b) v é um ponto (neste caso, a érbita chama-se ponto singular);

(c) v é difeomorma a um circulo.

Definicao 3.1.11. O conjunto aberto U, munido da decomposi¢ao em érbitas de F', chama-
se retrato de fase de F'. As Orbitas sao orientadas no sentido das curvas integrais do campo

F' e os pontos singulares sao munidos da orientacao trivial.
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3.2 Equivaléncia e Conjugacao de Campos Vetoriais

Para compararmos campos vetoriais e seus retratos de fase utilizaremos as nocoes de con-

jugacao e equivaléncia entre dois campos vetoriais, as quais serao introduzidas a seguir.

Definicao 3.2.1. Sejam F}, F, campos vetorias nos abertos Uy, Uy de R", respectivamente.
Dizemos que F é topologicamente equivalente (resp. C*-equivalente) a Fy quando existe um
hemeomorfismo (resp. um difeomorfismo de classe C’k) h : Uy — Uy que leva érbita de F}
em Orbita de F3 preservando a orientacao. O homeomorfismo h é chamado de equivaléncia

topdlogica entre Fiy e Fy

Definicao 3.2.2. Sejam ¢ : D1 — R" e 5 : Dy — R"™ os fluxos gerados pelos campos F] :
Uy — R" e Fy : Uy — R" respectivamente. Diz-se que F é topologicamente conjugado (resp.
C*-conjugado) a X, quando existe o homeomorfismo (resp. um difeomorfismo de classe C*)
h : Uy — U, tal que h(p1(t,x)) = @o(t, h(z)) para todo (t,x) € Dy. O homeomorfismo h

chama-se conjugacao topoldgica (resp. C*-conjugacio) entre F; e Fy.

Neste tultimo caso, tem-se necessariamente que [i(x) = Iy(h(z)), onde I, e Iy(h(x))

denotam os intervalos maximos das respectivas solugoes méaximas.

Observagao 3.2.3. Ambas as definigbes apresentadas estabelecem um relacao de equi-
valéncia entre campos definidos em abertos do R™. Além disso, uma equivaléncia h entre F}
e F; leva um ponto singular em ponto singular e 6rbita periédica em orbita periédica. No

caso em que h é uma conjugacao, o periodo das orbitas periddicas também é preservado.

Exemplo 3.2.4. Sejam F} = (z,—y +23), Fy = (z,—y) e U = R?. Os fluxos de F} e F; sdo

dados respectivamente por

p1(t, (a,b)) = (ae’, (b— L)e~t + 2e)
@a(t, (a,b)) = (act, be™)

onde t € R e (a,b) € R% Note que h: (a,b) — (a,b+ ‘ﬁl—s) ¢ uma conjugacao topoldgica entre
Fy e Fy, ou seja, h satisfaz h(pa(t,p)) = 1(t, h(p)), com p € R% De fato,

17



3

o1t h(a,0)) = (e, [(b+ =) — 2]e~! + Le¥) = (aet, be~! + L)

Lema 3.2.5. Sejam F, : Uy — R" e Fy : Uy — R" campos C* e h : Uy, — Uy um
difeomorfismo de classe C". Entao, h € uma conjugacao entre Fy e Fy se, e somente se,

Dh(p)Fi(p) = Fo(h(p)),  Ype U (6)

Demonstragao: (<) Sejam 1 : D1 — Uy e g3 : Dy — Us os fluxos de F} e F,
respectivamente. Suponhamos que h satisfaz (6). Dado p € Uy, seja 9(t) = h(p1(t,p)),
t € I(p). Entdo ¢ é solugado do problema de Cauchy a’ = Fy(x), x(0) = h(p), pois

¥(6) = Dh(g1(t,1)) - Si(t.0) = Dhlipa0 D (1(1,9) =

= Fy(h(pi(t,p)) = Fa(i(1))
Portanto, h(p1(t,p)) = wa(t, h(p))

(=) Supondo que h é uma C"-conjugagao, entdao dado p € Uy, temos

h(p1(t, p)) = ¢a(t, h(p))
Derivando em relacao a t em t = 0, obtemos

Dh(1(0,p)) - ©1(0,p) = ¢5(0,h()p) =
Dh(p)F1(¢1(0,p)) = Fa(2(0, h(p))) =

Dh(p)Fi(p) = Fa(h(p))
O

Definicao 3.2.6. Sejam F : U — R" um campo de classe C*¥ com & > 1 e U C R" aberto
e além disso A € R"! um aberto. Uma aplicacao diferencidvel f : A — U de classe C”
chama-se se¢ao transversal local de F' quando para todo a € A, Df(a)(R"1) e F(f(a))
geram o espaco R™. Seja ¥ = f(A) munido da topologia induzida. Se f : A — ¥ for um

homeomorfismo entao Y é uma secao tranversal de F.
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Observagao 3.2.7. Sejam p € U um ponto nao singular e {vy,- -+ ,v,_1, F(p)} uma base de
R". Seja B(0,4) uma bola de R"~! de centro na origem e raio § > 0. Para ¢ suficientemente
pequeno, f : B(0,6) — U dada por f(xy, -+ ,Z,1) =p+ Z?:_ll x;v; 6 uma secao transversal

local de F' em p.

Teorema 3.2.8 (Teorema de Fluxo Tubular). Seja p um ponto nao singular do campo
F :U — R" de classe C*. Entdo existe uma vizinhanca V de p em U e um difeomorfismo
h:(—¢€) x B—V de classe C*, onde ¢ >0 e B é uma bola aberta em R"™ de centro na
origem, tal que h é uma C*-conjugacio entre o campo constante Y : (—¢, €) x B — R™ dado

porY =(1,0,0,---,0) € R™ € o campo F|y.

Demonstracao: Seja ¢ : D — U o fluxo de F' e considere f : A — U a secao transversal
local, com A um aberto de R"~! contendo a origem e com f : (0) = p. Defina Dy CRx A C
R" com Dy = {(t,u); (t.f(u)) € D}. Defina h: Dy — U por h(t,u) = o(t, f(u)). Note que
h aplica linhas paralelas ao eixo ¢t em curvas integrais de F.

Mostremos agora que h é um difeomorfismo local em uma vizinhanca de 0 = (0,0) €
R x R*~!. Pelo Teorema da Funcao Inversa, é suficiente provar que Dﬁ(()) é um isomorfismo.

Temos

0H(0) = (1, 10))| = F(#(0,9) = F)

t=0

8,1(0) = Dyu2(0, £(0))]umo = Duf () ]ueo = Df(0)

Como [ é secao transversal, F'(p) e D f(0) geram o espaco R", ou seja, formam um conjunto
de vetores L.I. Logo, a matriz transformacao de Dh(0) é invertivel e, portanto, Dh(0) é um
isomorfismo linear. Assim, pelo Teorema da Funcao Inversa, existem ¢ > 0 e uma bola B
em R"! com centro na origem tais que h = E(—e,e)x 5 ¢ um difeomorfismo sobre o aberto
V = h((—¢,€) x B).

Agora, s6 falta mostrar que h é uma conjugacdo entre os campos Y e F|y.

Dh(t,u)-Y(¢t,u) = Dh(t,u) - (1,0,---,0) = 01h(t,u) = %gp(t, fu)) =

Fe(t, f(u)) = F(h(t, u))
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Pelo Lema 3.2.5, h é uma conjugagao de Y e Fy. O
Em suma, o Teorema do Fluxo Tubular afirma que na vizinhanca de pontos regulares
existe um unico modelo de comportamento local para as trajetérias. Segue, abaixo, um

corolario do Teorema 3.2.8. A demonstragao deste resultado estd disponivel em [I].

Corolario 3.2.9. Seja X uma sec¢ao transversao de F'. Para todo ponto p € X, existem
€ = e(p) > 0, uma vizinhanca V de p em R™ e uma funcio 7 : V — R de classe C* tais que
T(XNV)=0e

(a) para todo q € V', a curva integral o(t,q) de F|y € definida e biunivoca em
Jo=(—e+7(q), e+ 7(q));

(b) £(q) = ¢(1(q),q) € X € o tunico ponto onde ¢(-,q)|J, intercepta a se¢io . Em
particular, ¢ € XNV & 7(q) = 0;

(c) € 1V — X € de classe C* e DE(q) € sobrejetiva para todo q € V. Além disso,
Dé(q) -v=0<v=aF(q), para algum o € R.

O Corolario 3.2.9 sera ttil para dar precisao a definicao da transformacao de Poicaré ou

transformacao de primeiro retorno, a qual serd apresentada na se¢ao a seguir.

3.3 A Transformacao de Poincaré

Sejam v = {¢(t,p);0 < ¢t < T} uma 6rbita periddica de periodo T do campo F : U — R"
de classe C*, k > 1, e uma secdo transversal ¥ a F em p. Por causa da continuidade do
fluxo ¢ de F, para todo ¢ € ¥ arbitrariamente préximo de p, a trajetdria ¢(¢,q) permanece
préxima a -, com t em um intervalo compacto pré-fixado, por exemplo [0,27]. Definamos
7(q) como o primeiro ponto onde esta érbita, partindo de ¢, volta a interceptar novamente
a secao Y. Seja Yy o dominio de 7.

Consideremos, agora, a vizinhanca V' de p dada pelo Corolario 3.2.9. Se necessario,
restrinjamos ¥, de modo que ¥ = ¥ N V. Como ¢(T,p) = p, entdo para todo q € %y,
o(T,0) € V. Seja £ : V — ¥ a aplicagao dada pelo Coroléario 3.2.9. A transformacao de

Poincaré 7 : X9 — ¥ é dada pela expressao:

m(q) = o (T, q)
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Outra expressao para 7w é m(q) = p(T+7(p(T,q)),q), onde 7 : V' — R é o tempo 7(z) que
a oOrbita por x em V leva para interceptar a secao . Do Teorema das Funcoes Implicitas,
segue que 7 é de classe C*. Logo, 7 é da mesma classe de diferenciabilidade que F. Além
disso, sua inversa 7! : ¥; — Yy, onde ¥; = 7(3), é definida tomando-se o campo —F.

Assim, fica provado que 7 é um difeomorfismo de C*.
Afirmacao 3.3.1. A transformacdo 7 : Yo — X € um difeomorfismo sobre a sua imagem.

A transformacao 7 é util para exibir muitas propriedades do retrato de fase de F' perto
de v. Por exemplo, os pontos periddicos de 7, que sdo pontos g € ¥y para os quais 7" (q) =
q para algum inteiro n > 1, correspondem as Orbitas periddicas de F' que estao numa
vizinhanca de . A transformagao de Poincaré também indica o comportamento assintético
das 6rbitas do campo F' perto de 7y . Assim, lim,,_,, 7"*(¢) = p implica lim;_,, d(¢(t, q),7y) =
0, onde d(p(t,q),v) = inf{|p(t,q) —r|,r € v}. Se lim;, d(p(t,q),v) = 0 para todo ¢ numa

vizinhanga de 7, dizemos que a 6rbita fechada ~ é um atrator periddico.

3.4 Ciclos Limites no Plano

Definigao 3.4.1. Seja U um aberto de R? e F' : U — U um campo vetorial de classe C1.
Uma érbita periddica v de F' chama-se ciclo limite se existe uma vizinhanca V' de « tal que

~ é a unica Orbita fechada de F' que intercepta V.

Proposicao 3.4.2. FExistem apenas os sequintes tipos de cliclos limites:

(a) Estavel, quando limy_,, d(¢(t,q),v) =0 para todo q € V;

(b) Instdvel, quando lim;_, ., d(p(t,q),v) =0 para todo g € V;

(c¢) Semi-estavel, quando limy_,., d(¢(t,q),~v) = 0 para todo q € V N Ext~y; elimy_, o, d(p(t,q),7v) =
0 para todo g € V N Int v, ou o contrario.

Demonstracao: Diminuindo a vizinhanga V' se necessario, podemos supor que ela nao
contém singulariedades. Sejam p € v e ¥ uma se¢ao transversal a F' em p. Seja 7 : 3y — X
a transformacao de Poincaré. Suponhamos que X esteja ordenado, sendo o sentido positivo
de Ext v para Int 4. Dado ¢ € ¥y N Ext ~, temos 7(q) > ¢ ou m(q) < g. Sem perda
de generalidade, suponhamos m(q) > ¢. Considere a regiao A limitada por v, pelo arco

— -

de trajetéria qm(q) e pelo segmento qm(q) C ¥o. A regido A é homeomorfa a um anel e

21



positivamente invariante, ou seja, dado = € A, ¢(t,x) € A para todo t > 0. Isto segue pela
unicidade de solugoes e pela orientacao das dérbitas. Além disso, ¢(¢, z) intercepta ¥ numa
sequéncia estritamente monoétona de pontos x, que converge para p. Conclui-se entao que
limy 00 d((t, x),y) = 0.

Se 7(q) < g, considerando o campo —F, fica provado que lim;_,, d(¢(t,z),7) = 0 para
todo x € A. Podemos fazer as mesmas consideragoes em Int 7. Basta agora combinar as

possibilidades para concluir a demonstracao. 0]

Observacao 3.4.3. Com as notacoes introduzidas na Proposicao 3.4.2, temos que v é um
ciclo limite < p é um ponto fixo isolado de w. Além disso,

(a) v é estavel < |m(x) — p| < |x — p| Vo # p préximo de p;

(b) v é estavel < |m(x) — p| > |© — p| Va # p préximo de p;

(c) v éestavel & |m(z) — p| < |x — p| Vo € ¥ N Ext v préximo de p, e |7(z) — p| > |z — p|

Vo € ¥ N Int v préximo de p ou o contrario.
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Capitulo 4

4 Teorema de Poincaré-Bendixson

Neste capitulo, estudaremos o comportamento do conjunto de acumulacao da odrbita ¢
quando t — oo. Enunciaremos o Teorema de Poincaré-Bendixson, considerado um dos
primeiros resultados da Teoria Qualitativa das EDOs. Apresentaremos a versao do teorema
para campos vetoriais definidos no plano, a qual estabelece apenas trés padroes possiveis de

comportamento para os conjuntos limtes das érbitas.

4.1 Conjuntos a-limite e w-limite

Definicao 4.1.1. Seja F' : U — R™ um campo vetorial de classe C*, k& > 1, com U um
subconjunto aberto do espago euclidiano R™. Seja ¢(t) = ¢(t,p) a curva integral de F
passando pelo ponto p, definida no intervalo méximo I, = (w_(p),wy(p)). Se wy(p) = oo,

definimos os seguintes conjuntos:
w(p) ={q € U,IH{t,} com t,, — oo e p(t,) = ¢, quando n — oo}.

De forma analoga, temos para wp) = —oo
a(p) ={q € U, H{t,} com t, - —c0 e p(t,) — q, quando n — oo}.

Chamamos entao os conjuntos w(p) e a(p) de conjuntos w-limite e a-limite de p, res-
pectivamente. Observamos que se p é um ponto singular do campo F', entao qualquer que
seja o ponto p, a(p), w(p) = {p}, pois ¢(t) = p Vt € R. Além disso se 7, é a 6rbita de
F pelo ponto p e ¢ € 7, entdo w(p) = w(q). De fato, se ¢ € 7,, existe ¢ € R tal que
p(t,p) = ¢t + ¢ q).

Para estudar as propriedades gerais dos conjuntos a-limite e w-limite é suficiente restrin-
girmos o nosso estudo ao conjunto w-limite. Com efeito, sejam ¢(t) = (¢, p) a curva integral
do campo F pelo ponto p e ¥(t) = 1(t,p) a curva integral do campo —F pelo ponto p, entao
W(t,p) = @(—t,p). Segue, portanto, que o conjunto w-limite de () é igual ao conjunto
a-limite de ¢(t).
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Teorema 4.1.2. Sejam F : U — R™ um campo de Classe C*, k > 1 definido em U C R™ ¢
vt ={p(t,p);t > 0} a semidrbita positiva do campo F pelo ponto p . Se vt (p) estd contida

num subconjunto compacto K C U, entao:

(a) w(p) # 0 (respectivamente, a(p));

(b) w(p) € compacto, (respectivamente a(p));

(c) w(p) € invariante por F , isto €, se q € w(p), entao a curva integral de F' por q estd
contida em w(p);

(d) w(p) € conexo, (respectivamente, a(p)).

Demonstragao: Em virtude do que ja foi observado anteriormente, é suficiente mostrar o

teorema para o conjunto w-limite.

(a) w(p) # 0.
Seja t, = n € N. Como {p(t,)} C é compacto, existe uma subsequéncia {¢(t,,)} que

converte para algum ponto ¢ € K. Entao, t,, — oo, quando ny — oo e ¢(t,,) — ¢. Logo,

q € w(p) #0.

(b) w(p) é compacto.

Como w(p) C v*(p) C K, basta mostrar que w(p) é fechado. Seja ¢, — ¢, ¢, € w(p).
Vamos mostrar que ¢ € w(p). De fato, para cada ¢, € w(p), existe uma sequéncia {tﬁf)} tal

que t 5 oo e gp(tfﬁ),p) — @, quando m — oo.

Tomemos, para cada sequéncia {t%‘)}, um ponto t,, = tgf() > n e tal que d(@(tn, ), qn) <

n)

%. Pela desigualdade triangular, temos:

d(o(tn,p),q) < d(p(tn; p); @n) + d(gn, q) < % + d(qn, q)-

Segue, entdo, que d(y(t,, p),q) — 0 quando n — oo, ou seja, ¢(t,,p) — ¢. Como t, — o0

quando n — oo, conclui-se que g € w(p).

(¢) w(p) é invariante por F.

Seja q € w(p) e seja g = ¢(to,q). Como q € w, existe ¢(t,,p) — g quando t, — oo. Pela
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continuidade de ¢, segue que

do = ¢(to,q) = ¢(to, im p(t,,p)) = lim @(to, p(tn, p)) = lim @(t, +to, p).

Note que a sequéncia (s,) = (t, + to) é tal que s,, — 00 e p(s,,p) — ¢o quando n — oo.

Portanto, gy € w(p).

(d) w(p) é convexo.

Suponhamos, por absurdo, que w(p) seja nado convexo. Entao existem A e B fechados e
nao vazios tais que ANB = () e w(p) = AUB. Como A # (), existe uma sequéncia {¢,, } tal que
t — ocoep(t) — a€ A, quando n — co. Analogamente, existe uma sequéncia {t/ } tal que
t" — oo e p(tl) — b € B, quando n — oo. Seja d = d(A, B) > 0. Podemos construir uma
sequéncia {t,}, t, — oo quando n — oo e tal que d(p(t,), A) < d/2 e d(p(tni1), A) > d/2
para todo n impar.

Como a funcao ¢(t) = d(p(t), A), t, <t < t,i1, para todo n impar é continua e g(t,) <
d/2 e g(tny1) > d/2, segue-se do teorema do valor intermedidrio que existe t,, t, < t, < tp41
tal que

g(tn) = d(p(ta), A) = d/2.

Desde que a sequéncia {o(t,)} estd contida no compaco Q = {z € U;d(z, A) = d/2}NK,
{(t,)} possui uma subsequéncia convergente, que denotaremos por {¢(fx)}. Seja p =
limy,_,o ¢(t). Entdo p € w(p). Mas p ¢ A, pois d(p, A) = d/2 > 0; além disso, p ¢ B, pois
d(p, B) > d(A, B) —d(p, A) = d/2 > 0. Portanto, chegamos a uma contradi¢ao e o resultado

estd demonstrado. O

Corolario 4.1.3. Nas condigoes do Teorema (4.1.2), se q € w(p), entdo a curva integral de

F', pelo ponto q, esta definida para todo t € R.

Demonstracao: Como w(p) é compacto e invariante, entao a érbita de F' passando por ¢
estd contida no compacto w(p). Portanto, pelo Coroléario (3.1.5), a érbita esta definida em

todo t € R. 0
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Segue, abaixo, o enunciado do Teorema de Poincaré-Bendixson. Sua demonstracao esta

disponivel em [3], bem como a demonstragao dos lemas que facilitam a prova deste resultado.

Teorema 4.1.4. Teorema Poincaré-Bendixson Seja p(t) = ¢(t,p) uma curva integral
de X, definida para todo t < 0, tal que 'yp+ esteja contida num compacto K C €. Suponha
também que o campo X possua um nimero infinito de singularidade em w(p). Entdo, tem-se
as sequintes afirmativas:

(a) Se w(p) contém somente pontos regulares, entdo w(p) € uma drbita periddica.

(b) Se w(p) contém pontos regulares e singulares, entdo w(p) consiste em um conjunto de
orbitas, cada uma das quais tende a um desses pontos singulares quando t — 400

(c¢) Se w(p) nao contém pontos regulares, entio w(p) € um ponto singular.
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Capitulo 5

5 Meétodo Averaging

Neste capitulo, introduzimos o método averaging e apresentamos uma aplicacao deste método
ao problema de encontrar ciclos limites (especificar o problema do meu TCC). Antes, fazemos
um breve resgate historico acerca dos problemas e matematicos que contribuiram para o

desenvolvimento desta teoria.

5.1 Introducao

A construcao do método Averaging remonta ao século XVII, mais especificamente ao ano
de 1687, quando Sir Isaac Newtoun apresentou a lei da gravitacao universal. A teoria de
Newton, que descreve a forca de atragao entre dois corpos, nao solucionou o problema de
descrever o movimento de trés ou mais corpos interagindo entre si. Como as equacoes que
regem o movimento destes corpos nao podem ser resolvidas analiticamente, a alternativa
encontrada para superar este obstaculo foi procurar aproximagoes das solucoes, usando,
para este fim, as famosas séries de poténcias.

Paralelalmente ao problema mencionado, o matematico francés Pierre Simon Laplace
apresentou, em 1773, o que ¢é considerado o primeiro resultado sobre a estabilidade do sistema
solar. Seus trabalhos, assim como os de outros matemaéticos, tais como Lagrange e Clairaut,
ja apresentavam varios elementos e ideias que estao presentes hoje na teoria do Averaging.
Mais tarde, no século XIX, Henri Poincaré provou o resultado que compoe atualmente o
escopo do Averaging. Considerando o problema de determinar orbitas periddicas por meio
de expansoes em série com respeito a um parametro pequeno, Poincaré mostrou que é possivel
descrever solugoes peridédicas usando séries convergentes em poténcias inteiras de um certo
parametro € onde os coeficientes sao funcoes limitadas no tempo.

No século passado, o primeiro teorema do Averaging foi apresentado, formalizando a
teoria, que passou a ser amplamente usada na abordagem de diversos problemas, como o 16°
Problema de Hilbert, apresentado pelo matematico alemao David Hilbert no 2° Congresso

Internacional de Matematicos, em 1900, na cidade de Paris. O problema é constituido de
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duas partes; a que cabe a teoria dos sistemas dinamicos consiste em detrminar o nimero
maximo de ciclos limites de um sistema diferencial polinomial planar de grau n. Apesar
dos intimeros trabalhos desenvolvidos no tltimo século sobre o tema, o problema de Hilbert
ainda nao foi solucionado.

Mais recentemente (2004), uma nova versao do teorema foi elaborada pelo mateméatico
espanhol Jaume Llibre e pela romena Adriana Buica, ampliando a classe de problemas nos

quais o método pode ser aplicado.

5.2 O Método Averaging

Vamos enunciar o teorema de Averaging de primeira ordem e, em seguida, apresentar uma
aplicacao deste método na equacao de Van der Pol. Lidaremos com o problema de valor

inicial que se encontra na forma padrao, ou seja, que pode ser escrito na forma:

i=eF(t,z) + R(t,x,) (7)

I(to) = 29

Supondo F' T-periddica na variavel ¢, podemos considerar o sistema médio dado por:

y=eF'(y)
y(to) = xo

(8)

onde

F'(y) = %/0 F(t,y)dt

Assim, pretendemos relacionar as solugoes de com as solugoes do sistema promediado
. Segue abaixo o enunciado do teorema do Averaging classico. Para a demonstracao do

teorema, veja (colocar referéncia).

Teorema 5.2.1. Considere os problemas de valor inicial € comxz,y,rog € D C R",
t € [to,to+ 1) e €€ (0,€. Suponha que

1. Fy, R e Vf estao definidas, sao continuas e limitadas por uma costante M indepen-

dente de € em [tg, 00] X D;
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2. R € lipszchitziana em x € D;
3. F éT-periodica em T, com T costante independente de €;

4. y(t) pertence a um subconjunto interior de D no tempo escala 1/e.

Entao,

quando € — 0 no tempo escala 1/e.
Equacao de Van der Pol: Considere a equacao
i+x=—el-2%y.

Podemos formar o sistema

T=y
y=—€(l—2*y—uz.

Fazendo a alteracao das variaveis z e y para coordenadas polares, temos

r=rcosf) = i=rcosl—rfsenf

y=rsenl = g =rsend+rfcosh

Substituindo em @D, obtemos o seguinte sistema

rcosf —rfsenf = rsend

Fsen® + 16 cos ) = —e(1 — r2 cos? 0)rsen — rcos 6.

O sistema pode ser reescrito da seguinte forma:

7= —e(l —r?cos®0)rsen?d

0 = —e(1 —r2cos®0)rsenfcosh — 1
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Tomando 6 como a variavel independente, podemos escrever

dr

=5 = e(1 — r? cos? O)rsen? 0 + o(€?)

z

Note que a equacao acima esta escrita na forma padrao, portanto, podemos aplicar o
método Averaging para determinar o nimero de ciclos limites da equagao de Van der Pol.

Pelo Teorema (5.2.1), basta encontrar os zeros simples de

1 21
F(r)=— / (1 — 72 cos® )r sen” Odf
21 J,
. . 1 2 2 . ~ .
Calculando a integral acima, temos que F'(r) = —37 r(r* —4). Os zeros deste polindémio

sao 7 = 0 e r = £2, ou seja, a Unica solugao valida é r = 2. Portanto, o sistema inicial

possui um ciclo limite, como esperado para a equagao de Van der Pol.

5.3 Equacoes de Kukles

Nesta secao, vamos determinar o nimero maximo de ciclos limites do sistema

T=1y

(11)
y=—x— E(fm (l’) + gn2<w>y + hn3(l’)y2 + dy3>

aplicando o método Averaging classico de primeira ordem. Inicialmente, vamos estudar o
caso geral em que f,,, gn, € hy, sao polinomios de graus ni, ny e ng, respectivamente. Em
seguida, estudaremos casos particulares do sistema acima atribuindo valores para ni, no e

ng e apresentando alguns exemplos.

Teorema 5.3.1. Considere o sistema (L1)), onde f,,(x), gny(x), hny(x) s@o polinémios em
x de grau ny, ng e ns, respectivamente e d € um numero real diferente de zero. FEntao,
para |e| arbitrariamente pequeno, o nimero mdximo de ciclos limimtes do sistema diferencial

polinomial de Kukles acima, usando a teoria do Averaging de primeira ordem, ¢ max{[%,1]}.
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Demonstragao: A prova do Teorema (5.3.1) é baseada na teoria do Averaging de primeira
ordem dada pelo Teorema (5.2.1).

ns )

Inicialmente, escrevamos f,, () = Z ;T G, (T) = Z biz' e h,,(z) = c;z'. Por meio
=0

da mudanga de varidveis x = r cos 6, y = r sin 6, assummdo r > 0, o sistema pode ser escrito

COImo:

7= —esinOP(r,0)

. 12
9:—1—ECOS9P(7’,¢9) (12)
r

onde
P(r,0) = dr’®sin® 6 + Z a;r' cos' O + Z b;r* cos' Or sin 6 + Z c;rt cost Or?sin? @
= i=0 =

Agora, tomando € como a varidvel independente, o sistema pode ser escrito da
seguinte forma
dr . 2 2
0 esinOP(r,0) + o(e*) = eFy(r,0) + o(e”)
que € a forma padrao para a aplicacao do método Averaging de primeira ordem. Entao, pelo

Teorema (5.2.1), temos que
2
F(r)= —/ sin 0 P(r, 0)de.
0

Sabendo que

27
/ cos 951n9d0—0 k=0,1,---
0

3

2
/ 05?1 9 sin? 0dl = 0, k=0,1,---

=)
3

2
/ 052 0 sin? 0dh = vy, # 0, k=0,1,---

(=]

2
/ cos® @ sin® Hdl = 0, k=0,1,---

sin? dh =
[ T

O
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Segue que
3 e :
F(r) = =dr?+ — Z bioyr' ™, i par.

Logo, o polindmio F(r) possui no maximo max{[", 1]} raizes positivas e o teorema estd

provado. [l

Note que o polinomio F(r) independe dos polindémios f,, e h,,. Além disso, podemos
escolher os coeficientes b;, com ¢ par, de modo que F'(r) tenha exatamente duas raizes reais
positivas. Agora, estudaremos alguns casos particulares do sistema atribuindo valores

. . nay . ..
a ny e apresentando exemplos quando o sistema possui exatamente 5 ciclos limites.

1° Caso: ny = 4

Como F(r) independe de f,, e h,,, vamos tomar f,, = h,, = 0. Assim,

1 27 n2 ) ]
F(r)=— / sin 0 (Z bir' cos’ Or sin 0 + dr? sin® 9) o =
0

2w ,
1=0

1 2m
F(r)= 7 /o sin? 0(dr® sin? 0 + bor 4 by7? cos 0 + bar® cos® 0 + bsr? cos® 0 + byr® cos* 0)dH =

B bar® + 2by13 4 6dr + 8byr N

F(r) 16

(13)

byr* +1r%(2b d b
F(r):r( aT +r(1é+6 ) + 8bo)

Temos que r = 0 é uma das raizes deste polinomio. Para encontrar as demais raizes,

precisamos fazer byr* + r?(2by + 6d) + 8by = 0. Tomando r? = ¢, temos

byt + t(2by + 6d) + 8by = 0
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A equagao acima possui, no maximo, duas solugbes positivas. Assim, F'(r) possui no
méaximo dois zeros positivos e, portanto, o sistema (11f) com ny = 4 possui max{[2, 1]} como

era de se esperar pelo Teorema (5.3.1).

Alguns sistemas Kukles possuem exatamente dois ciclos limites. O exemplo abaixo ilustra

este tipo de caso.

Exemplo 5.3.2. Considere o sistema:
T=1y
y=—x—¢€[(l+z+2°+az)y— v

Neste caso, temos by = 1, bo =0, by =1 e d = —1. Entao, por , o polinémio F(r) é
dado por
r5—6r3+8r r(rt—~6r2+38)

F p— —
(r) 16 16

As raizes deste polinémio sdo r = 0, 7 = £2 e r = ++/2, ou seja, F(r) tem exatamente
duas raizes positivas (r =2 er = \/5) e, portanto, o sistema possui dois ciclos limites.
2° Caso: ny =6

Para o caso em que g,, é de grau 6, temos que

_ BbgrT + 8by1° + 2057 4 6dr® + 8bgr N

F(r) 128

7(5bgr® + 8byrt + 20912 + 6dr? + 8by)
Fr) = 128

Temos que r = 0 é uma das raizes deste polinomio. Para encontrar as demais raizes,

precisamos igualar 5bgr® + 8byr* + 2bor% + 6dr? + 8by a zero. Tomando r? = t, temos

5bet® + 8byt? + 2bot + 6dr + 8y = 0

A equagdo acima possui, no méaximo, trés solugbes positivas. Assim, F'(r) possui no
maximo trés zeros positivos e, portanto, o sistema ((11)) com ny = 6 possui max{[2,1]},

confirmando o resultado que ja era esperado pelo Teorema (5.3.1).
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Exemplo 5.3.3. Considere o sistema:

T =1y
7 1 7
g=——el(=1+—72"+ ")y — oy’]
7 1 7 .
Neste caso, temos by = —1, by = 0, by = e bg = c € d = 6 Entao, por (14)), o
polinémio F'(r) é dado por

F(r) r7 — 14r° + 5613 — 64r  r(rS — 147! 4 5612 — 64)
r) = =
128 128

As raizes deste polindmio sio r = 0, r = £2, r = +/2 e r = £2v/2, ou seja, F(r) tem

exatamente trés raizes positivas (r = 2, r = V2er= 2\/5) e, portanto, o sistema possui
trés ciclos limites.
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Conclusao

A primeira parte do projeto, focada no estudo teorico conforme descritos ao longo do
relatorio, foi de fundamental importancia e serviu como base para o estudo do Método de
Averaging. No desenvolvimento da sequnda etapa, ao efetuar os estudos da Teoria de Ave-
raging viu-se como uma excelente ferramenta para obter o numero madximos de ciclos limites
em sistemas planares perturbados por uma classe especifica de sistemas diferenciais polino-
miais de kukles. Concluimos que o niimero mdximo nessas condi¢oes podem ser max{[2], 1}
como mostrado no Teorema 5.3.1. Além disso, o projeto serviu como complemento de estudo
para a graduagao pois contempla conteudos que nao foram abordados na formacao. Outro
fator importante foi o desenvolvimento e aprendizagem na utilizacdo dos softwares LaTeX
e Mathematica que sao ferramentas fundamentais para elaboragao de relatorios, grdficos e

calculos numericos.
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