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RESUMO

AMELINI, Giovana. Explorando o Teorema de Pitagoras: uma analise critica de materiais
didaticos e uma proposta de ensino utilizando-se dobradura. Monografia de conclusao de curso
de Licenciatura em Matematica — Universidade Federal de Sdo Carlos, campus Sorocaba.
Sorocaba, 2023.

A Geometria é um ramo da matematica que tem importancia fundamental para a formacéo
intelectual dos estudantes. O objetivo central dessa pesquisa foi propor um plano de aula para
0 ensino do Teorema de Pitadgoras através de dobraduras. Os objetivos secundarios foram
realizar uma analise critica sobre a abordagem da Geometria, especialmente do Teorema de
Pitagoras, nos materiais didaticos do Governo do Estado de Sdo Paulo. Além disso, realizei
uma analise sobre a abordagem do Teorema de Pitagoras e das dobraduras nos materiais
propostos pela Olimpiada Brasileira de Mateméatica (OBMEP). Baseando-se nesses dois
materiais propus um plano de ensino, preocupando-se com o uso da metodologia lddica e
dobraduras. Sabe-se que o Teorema de Pitadgoras estd presente em diversos assuntos da
matematica como em questdes dos vestibulares brasileiros e, portanto, devemos proporcionar
0 ensino significativo deste tema para tornar a jornada dos alunos mais relevante. Portanto,
torna-se também compromisso principal desse trabalho a responsabilidade com a educacgéo
matematica de nossos alunos, criar possibilidades para que sejam protagonistas na construcdo
do seu conhecimento. Esse trabalho foi uma anélise e proposta tedrica, ndo sendo aplicado em
ambiente escolar, portanto, os resultados colhidos sdo, meramente, de carater técnico e
analitico. Pode-se concluir que os materiais da OBMEP apresentam os contetidos demonstrando
a importancia do formalismo matematico, além de propor atitudes ludicas para trabalhar com
os alunos. Os materiais do Estado de Sdo Paulo apresentam um nudmero expressivo de
exercicios, no entanto, ndo ha a sugestdo de atividades ludicas. Os materiais da OBMEP
serviram de inspiracdo para a elaboracéo dos planos de ensino.

Palavras-chave: Educacdo Matematica. Teorema de Pitagoras. Dobraduras. Ensino ludico.



ABSTRACT

AMELINI, Giovana. Exploring Pythagoras' theorem: a critical analysis of didactic materials
from the state of Sdo Paulo and a teaching proposal using folding. Monograph of completion
of a bachelor's degree in Mathematics - Federal University of Sdo Carlos, Sorocaba Campus.
Sorocaba, 2023.

Geometry is a branch of mathematics that is of fundamental importance for the intellectual
formation of students. The main objective of this research was to propose a lesson plan for
teaching the Pythagorean Theorem through folding. The secondary objectives were to carry out
a critical analysis of the Geometry approach, especially the Pythagorean Theorem, in the
didactic materials of the Government of the State of Sdo Paulo. In addition, | carried out an
analysis on the approach of the Pythagorean Theorem and folding in the materials proposed by
the Brazilian Mathematical Olympiad (OBMEP). Based on these two materials, | proposed a
teaching plan, concerned with the use of playful methodology and folding. It is known that the
Pythagorean Theorem is present in several subjects of Mathematics as in questions of the
Brazilian entrance exams and, therefore, we must provide the significant teaching of this subject
to make the journey of the students more relevant. Therefore, the main commitment of this
work also becomes the responsibility for the mathematics education of our students, creating
possibilities for them to be protagonists in the construction of their knowledge. This work was
an analysis and theoretical proposal, not being applied in a school environment, therefore, the
results collected are merely of a technical and analytical nature. It can be concluded that the
OBMEP materials present contents demonstrating the importance of mathematical formalism,
in addition to proposing playful attitudes to work with students. The materials from the State of
Sdo Paulo present a significant number of exercises, however, there is no suggestion of
recreational activities. The OBMEP materials served as inspiration for the preparation of
teaching plans.

Keywords: Mathematics Education. Pythagoras’ Theorem. Folding. Playful Teaching.
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1. INTRODUCAO

Comeco esse trabalho citando a Constituicdo Federal de 1988, na qual em seu artigo
205, reconhece a educacdo como direito fundamental compartilhado entre Estado, familia e
sociedade. Torna-se, assim, objetivo principal dessa dissertacdo 0 compromisso com a
educacdao matematica.

“A educacdo, direito de todos e dever do Estado e da familia, sera
promovida e incentivada com a colaboracdo da sociedade, visando ao
pleno desenvolvimento da pessoa, seu preparo para 0 exercicio da
cidadania e sua qualificacdo para o trabalho. (BRASIL, 1988)”

Atualmente € de grande importancia reconhecer-se em seu contexto histdrico e cultural.
Ser comunicativo, critico, analitico, participativo, aberto ao novo e responsavel exige mais do
que o acumulo de informacdes. Desenvolver determinadas competéncias é fundamental para
aprender a gerir informacdes, cada vez mais disponivel, para atuar com discernimento e
responsabilidade nos contextos das culturas digitais. Saber aplicar conhecimentos para resolver
problemas, ter autonomia para tomar decisdes, ser proativo para identificar os dados de uma
situacdo e buscar solucdes, conviver e aprender com as diferencas e as diversidades ¢ essencial
para a convivéncia em sociedade.

Nesse sentido, destaco a importancia da escola na sociedade assim como o papel do
professor na sociedade o qual é o de maior importancia atualmente e a qualidade de sua
formacdo ira impactar diretamente na sala de aula e no futuro da sociedade. No Brasil, essa
profissdo é pouco procurada e, muitas vezes, pouco valorizada e ha o esquecimento de que 0
professor é o formador de todas as outras profissdes, além de ser a pessoa com a qual o aluno
passa a maior parte do dia. A fim de contribuir com o ambiente escolar e com a minha formacéo
escolhi a area da educacéo para o desenvolvimento do meu trabalho de conclusédo do curso.

Inicio com uma indagacdo: o que vocé lembra quando pensa em Grécia? Provavelmente
guerras, combates, arquitetura, arte e entre outros. Mas, para os amantes de nimeros, lembrar
da Grécia é pensar em matematica, em especial, Pitagoras. Principalmente conhecido na
sociedade ocidental, por nomear o famoso Teorema de Pitagoras e pela Escola Pitagorica a qual
estudava a racionalidade e a busca pela perfeicdo na matematica. Pitagoras foi um fil6sofo e
matematico grego que viveu no século VI a.C. Acredita-se que ele tenha nascido na ilha de
Samos, na costa da Asia Menor. Ele acreditava que a matematica era a chave para entender o
universo e desenvolveu uma série de teoremas e formulas que ainda sdo estudados e aplicados

hoje em dia. Além de suas contribuicGes para a matematica e a filosofia, a Fraternidade
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Pitagorica também enfatizava a importancia da ética e da moralidade, ensinando a seus
seguidores a importancia do autocontrole e da moderacao.

Uma curiosidade interessante sobre o Teorema de Pitagoras € que existem evidéncias
de que o teorema era conhecido pelos antigos babilénios e egipcios muito antes do tempo de
Pitagoras. No entanto, Pitagoras é creditado com a descoberta do teorema porque ele foi o
primeiro a provar matematicamente a sua validade. Além disso, Pitgoras e seus seguidores
desenvolveram uma série de aplicacdes e generalizacdes do teorema que ajudaram a estabelecer
a geometria como uma disciplina matematica.

Outra curiosidade interessante € que o Teorema de Pitdgoras tem muitas aplicaces
praticas na vida cotidiana, como em arquitetura, construcao, engenharia e design. Por exemplo,
0 teorema pode ser usado para calcular a distancia entre dois pontos em um mapa, para encontrar
0 comprimento da diagonal de uma tela de televisdo ou para determinar a altura de um edificio
com base na sombra que ele projeta no chéo.

O enunciado do teorema nos diz que “0 quadrado da hipotenusa de um triangulo
retangulo € igual a soma dos quadrados dos catetos” e sua primeira prova conhecida encontra-
se no livro “Os elementos de Euclides”, conhecido como o pai da Geometria.

Embora o Teorema de Pitagoras tenha sido proposto e demonstrado pela primeira vez
ha muitos anos, h4, hoje, muitas demonstracdes e provas diferentes para ele. No livro The
“Pythagorean Proposition”, a autora Elisha Scott Loomis, elenca 370 provas e demonstragdes
de como aplicé-lo, assim como ha um documentario chamado “O legado de Pitagoras”, o qual
mostra as demonstracdes praticas e suas aplicacdes diretas. Desde ja, recomendo aos
professores, formados e em formacdo, a pesquisa e o recorte de alguns episddios desse
documentério para apresentacdo aos alunos. No decorrer desse trabalho estudaremos algumas
dessas diversas aplicacdes e proporemos um plano de algumas aulas para a abordagem desse
tema.

Portanto, este trabalho possui como base de pesquisa os materiais da “Olimpiada
Brasileira de Matematica da Escola Publica” (OBMEP), visando identificar o que é proposto
para o tema em questdo, bem como os materiais do Estado de S&o Paulo, objetivando identificar
as congruéncias e discrepancias entre tais materiais. Ao final, ao comparar tais materiais
analisados, uma proposta de trabalho para sala de aula, sobre o tema Teorema de Pitagoras
atraveés de uma abordagem baseada em dobraduras, serd formalizada, em minha visao de aluna
formanda do Curso de Graduagéo de Licenciatura em Matematica, da Universidade Federal de

Sé&o Carlos (UFSCar), Campus Sorocaba.
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Os planos de ensino propostos, possuem embasamento na Base Nacional Comum
Curricular (BNCC). A BNCC é um documento elaborado pelo Ministério da Educacéo (MEC)
que estabelece as diretrizes e objetivos da educacdo basica no Brasil. A BNCC define as
competéncias e habilidades que os alunos devem desenvolver em cada etapa da educacao
bésica, desde a educacdo infantil até o ensino médio. A BNCC foi aprovada em 2017 e desde
entdo tem sido implementada gradualmente nas escolas publicas e privadas do pais. Ela também
serve como referéncia para a elaboracdo de curriculos pelas redes de ensino e escolas
particulares, que devem adaptar as suas propostas pedagdgicas de acordo com as diretrizes
estabelecidas pela BNCC.

Deste modo, o objetivo central deste trabalho é propor um plano de ensino, sobre o
Teorema de Pitagoras utilizando-se do recurso da dobradura. Como principais questdes a serem
respondidas nesse TCC inclui-se: Como os materiais didaticos do Estado de S&o Paulo
apresentam o teorema de Pitdgoras? H& uma preocupacdo em propor atividades ludicas aos
alunos em tais materiais didaticos? E possivel utilizar os materiais fornecidos pela OBMEP
sobre o tema e utilizando-se de dobraduras, para a proposta de atividades didaticas?

Este trabalho apresenta no capitulo 2 a fundamentacéo tedrica, contemplando a BNCC
e 0 conceito de atividades ltdicas. No Capitulo 3 apresenta-se as metodologias e métodos. Ja
no Capitulo 4 apresenta-se os materiais analisados, incluindo o material fornecido pelo Estado
de Séo Paulo e as apostilas fornecidas pela OBMEP. No capitulo 5 ha a proposta dos planos de

ensino. E, por fim, o Capitulo 6 traz as conclusdes do trabalho realizado.
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2. FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1. ABASE NACIONAL COMUM CURRICULAR (BNCCQC)

A “Base Nacional Comum Curricular” (BNCC) tem o objetivo de fornecer uma unica
Base para toda a Educacéo Brasileira, garantindo um conjunto de aprendizagens essenciais aos
estudantes. A BNCC estd em conformidade com o “Plano Nacional de Educagdo” (PNE) e é
um documento aplicavel exclusivamente a educacdo escolar definido pela “Lei de Diretrizes e
Bases da Educacdo Nacional” (LDB, Lei n°9394/1996). A BNCC torna-se um instrumento
fundamental no que tange a garantia de acesso e permanéncia nas escolas, além disso na
garantia de aprendizagem comum a todos os estudantes do pais. Os assuntos na BNCC séo
apresentados através de competéncias e habilidades. Segundo a BNCC:

“(...) competéncia é definida como a mobilizacdo de conhecimentos
(conceitos e procedimentos), enquanto habilidades (praticas, cognitivas
e socioemocionais), séo definidas como atitudes e valores para resolver
demandas complexas da vida cotidiana, do pleno exercicio da cidadania
¢ do mundo do trabalho.” (BNCC, 2017, p. 08)

Pode-se dizer que o enfoque da BNCC ¢ formalizar aquilo que os alunos devem saber
durante a jornada escolar, através do desenvolvimento de habilidades, atitudes e valores.
Utilizei a BNCC para analisar as competéncias e habilidade relacionadas ao Teorema de
Pitagoras no ensino basico.

A BNCC apresenta as competéncias que devem ser trabalhadas ao longo de toda a
Educacdo Basica. Para o Ensino Fundamental sdo apresentadas as areas do conhecimento e as
habilidades especificas de cada area. Ja& para o Ensino Médio sdo apresentas as areas do
conhecimento a serem trabalhadas e competéncias especificas para cada area do conhecimento,
as competéncias especificas possuem um conjunto de habilidades relacionadas.

H& competéncias gerais estabelecidas para a area da matematica, essas competéncias
sdo trabalhadas ao longo de todas as etapas da educacdo béasica e sdo essenciais para 0
desenvolvimento de uma formacdo matematica solida e de qualidade. As competéncias
matematicas definidas na BNCC séo:

1. Utilizar o raciocinio l6gico, a criatividade, a intuicdo e a capacidade de resolver
problemas para solucionar situagdes cotidianas e desafios matematicos.

2. Compreender, aplicar e relacionar conceitos matematicos para interpretar, analisar e
resolver problemas, tanto na vida cotidiana quanto em outras areas do conhecimento.

3. Comunicar ideias e solu¢Ges matematicas de forma clara e coerente, utilizando

diferentes linguagens, como a matematica, a verbal, a visual e a digital.
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4. Reconhecer e valorizar a importancia da matematica para a compreensdo do mundo
e para a vida em sociedade, identificando as suas aplicacGes e as suas contribuigcdes para outras
areas do conhecimento.

5. Desenvolver atitudes de curiosidade, investigacéo, rigor, perseveranca e criatividade
na resolucdo de problemas matematicos e na construcdo de conhecimentos.”

Com a unidade tematica de geometria podemos estudar: posi¢do e deslocamento no
espaco, bem como, formas e relacdes entre elementos de figuras planas e espaciais para
desenvolver o pensamento geometrico dos alunos. Espera-se dos alunos que, ao final do Ensino
Fundamental, identifiguem caracteristicas das formas geométricas bi e tridimensionais,
associando as figuras tridimensionais as suas planificacdes. Espera-se ainda que, o aluno
nomeie e compare poligonos, por meio de propriedades relativas aos lados, vértices e angulos.

Embora o papel relevante do estudo da geometria ndo deva ser gquestionado, ela nao
deve ficar restrita a aplicacGes de formulas, especialmente voltada ao Teorema de Pitagoras.
Torna-se necessario novas abordagens de ensino, buscando maneiras de solucionar 0s
problemas sem o auxilio de formulas prontas e enunciadas sem seus devidos “porqués”.

Por fim, destaco dois temas recorrentes na BNCC, o letramento matemaético e os
processos matematicos. O letramento matematico se refere a capacidade de compreender,
utilizar e comunicar informagdes matematicas de forma eficaz e significativa no mundo atual,
onde a matematica esta presente em diversos aspectos da vida cotidiana. Para desenvolver o
letramento matematico, é necessario que os estudantes aprendam a relacionar a matematica com
outras areas do conhecimento e com situacdes cotidianas, além de compreenderem os conceitos
matematicos fundamentais e as relagdes entre eles. Enquanto processo matematico é o conjunto
de habilidades e estratégias que uma pessoa utiliza para solucionar problemas matematicos de
forma eficiente e precisa. Esses processos envolvem diversas etapas, como compreensdo,
investigacdo, representacdo, calculo, verificacdo e comunicacdo. Os processos matematicos
também sdo importantes para a constru¢cdo do pensamento critico, da argumentacdo e da
comunicacéo clara e coerente, habilidades que sdo fundamentais para a participacédo ativa e

critica na sociedade atual.

2.2. ATIVIDADES LUDICAS
A sociedade passou por diversas transformacdes ao longo dos anos, décadas e seculos,
sem, no entanto, o processo de ensino e aprendizado ter-se modificado com a mesma

intensidade. Desta forma, neste trabalho exemplifiquei, através de um breve plano de ensino,



16

como o processo de ensino e aprendizagem pode se dar de forma mais Iudica e envolvente aos
alunos.

Primeiramente, vou conceituar o entendimento do termo “lidico”. De acordo com o
Dicionéario Etimoldgico online o significado de Iudico é: “relativo a jogos, brinquedos ou
divertimento. Relativo a qualquer atividade que distrai ou diverte. Relativo a brincadeiras e
divertimentos, como instrumento educativo”.

Dohme (2003, p.11) chama a atencdo que uma atividade ludica ndo se limita a uma
atividade livre de recreacao.

“(...) 0 brincar ndo se restringe as atividades agitadas e
barulhentas que acontecem, as vezes de forma desorganizada, no patio
da escola. Mas que podemos considera-lo como todas as atividades que
sdo espontaneas nas criancas, que Ihe déo prazer, que pertencem ao seu
mundo”

Ao falarmos da utilizacdo de atividades ludicas na matematica, ndo devemos voltar o
olhar para um passatempo ou uma simples diversdo. Devemos sim, compreender que o ladico
possibilita o entendimento de novos conteddos, além do desenvolvimento da criatividade. O
objetivo é educar e ensinar de forma prazerosa e divertida.

O recreativo é diferente do ludico, pois o recreativo busca a diversdao sem obter
resultados, enquanto o ludico se caracteriza pela existéncia de objetivos, em nosso contexto
escolar o objetivo é o da aprendizagem. E impossivel desenvolver uma formula mégica e tornar
qualquer contetdo mais prazeroso de ser ensinado. Este trabalho possui como fundamento a
matemaética ludica.

“(...) 0s jogos e as atividades ludicas tornam-se significativas a medida
que a crianca se desenvolve, com a livre manipulacdo de materiais
variados, ela passa a reconstituir reinventar as coisas, que ja exige uma
adaptacdo mais completa. Essa adaptacdo s6 é possivel, a partir do
momento em que ela propria evolui internamente, transformando essas
atividades ludicas, que € o concreto da vida dela, em linguagem escrita
que é o abstrato” (PIAGET, 1975, p. 156).

Diante das conhecidas dificuldades do ensino da matematica, entendemos que é possivel
e desejavel buscar, na escola, desenvolver atividades ludicas que articulem o prazer e a diverséo
do aluno com a possibilidade de uma aprendizagem mais significativa. Buscando trazer uma
visdo, rompendo a uma crenga de que a matematica é uma ciéncia exata, formal e abstrata e que

leva a uma pratica educacional desligada da realidade. Almeida (1995) define educacéo ludica
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como “uma ag¢ao inerente na crianga, adolescente, jovens e adultos () surgindo(‘) sempre como
uma forma transacional em direcdo a algum conhecimento, que se redefine na elaboracéo
constante do pensamento individual em permutacdes constantes com o pensamento coletivo™.
O autor ainda acrescenta que educar ludicamente “combina e integra a mobilizagdo das relagdes
funcionais ao prazer de interiorizar o conhecimento e a expressao de felicidade que se manifesta
na interagcdo com os semelhantes” (p.11).

O emprego de atividades ludicas permite maior interacao e desenvolvimento do aluno
e sua aplicacdo em contextos de aprendizagem tem sido cada vez mais valorizado. A aplicacéo
dessas atividades voltadas a matematica, proporciona ao aluno uma postura ativa na construcao
e significacdo do seu conhecimento. Desse modo, o aluno formula estratégias para a aplicacao
do conhecimento matematico que ja detém, para entdo elaborar hipoteses que permitam chegar
a uma concluséo.

Baseando-se no significado e nas defini¢des de “ludico” acima referenciados, concluo
que o emprego de atividades ludicas, em salas de aula de matematica, bem como de qualquer
outra disciplina escolar, deve ser cada vez mais valorizado e nos possibilitara uma maior
interacdo e desenvolvimento do aluno e sua aplicacdo em contextos de aprendizagem. Além
disso, a aplicacdo de atividades lidicas nas aulas de matematica proporcionara, ao aluno, uma

postura ativa na construcdo e na significacdo do seu conhecimento.
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3. METODOLOGIA E METODOS

Neste TCC, como ja pode ser observado no topico anterior (Fundamentacgdo Teoérica) a
metodologia utilizada baseou-se na analise de documentos BNCC e LDB, assim como a
definicdo do entendimento da autora sobre o método ludico (Atividades Ludicas). No proximo
capitulo (capitulo 4) estudei os materiais didaticos (Secretaria de Educagdo do Estado de S&o
Paulo e OBMEP), sistemas de avaliacdes estaduais e federais (SARESP, ENEM e APP).

Toda essa analise ficou restrita apenas a poucos temas da Geometria (Teorema de
Pitagoras, RelacBes Meétricas do triangulo retangulo, Ndmero Aureo e Poliedros de Platdo
construidos a partir de faces triangulares), objetivando mostrar alternativas metodolégicas para
0 processo de ensino e aprendizagem de tais temas, utilizando-se de origamis e dobraduras.

Portanto, a “Andlise de Conteudo”, como uma metodologia de andlise de dados da
pesquisa (documentos, materiais didaticos e sistemas de avaliacdo de alunos) qualitativa em
Educacdo Matematica. Consequentemente, a metodologia aqui adotada torna-se parte
fundamental deste TCC, dando a ele caracteristicas que determinam sua possivel qualidade.

Os planos de ensino propostos no capitulo 5 buscam basear-se, de forma constante, na
metodologia ludica. O ensino do ludico é uma abordagem pedagdgica que utiliza brincadeiras
e jogos como estratégia de ensino. Essa metodologia proporciona:

(1) Uma aprendizagem mais significativa: ao utilizar jogos e atividades ludicas, os
estudantes aprendem de forma mais significativa, pois as informacgdes s&o
assimiladas de forma mais natural e contextualizada, favorecendo a compreenséo e
a retencdo dos conteudos.

(2) Motivacdo e engajamento: as atividades ludicas despertam o interesse e a
curiosidade dos estudantes.

(3) Desenvolvimento de habilidades socioemocionais: o ensino ludico favorece o
desenvolvimento de habilidades s6cio emocionais, como a cooperacdo, a empatia, a
criatividade, a resiliéncia e a capacidade de lidar com desafios e incertezas, que séo
importantes para a formagéo integral dos estudantes.

(4) Incluséo e diversidade: as atividades ludicas possibilitam a incluséo e a diversidade,
pois permitem que os estudantes possam participar de forma equitativa e valorizando
as diferencas individuais, como habilidades, interesses e preferéncias.

Portanto, o ensino ludico € uma abordagem pedagogica relevante e efetiva para a

formagéo integral dos estudantes, favorecendo o desenvolvimento cognitivo, socioemocional e

pessoal dos mesmos.
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4. O TEOREMA DE PITAGORAS NOS MATERIAIS DIDATICOS FORNECIDOS
PELA SECRETARIA DE EDUCA(;AO DO ESTADO DE SAO PAULO E PELA
OBMEP
4.1 HABILIDADES BNCC
Como mencionado anteriormente, 0 conhecimento em matematica é de grande

importancia aos alunos por sua grande aplicabilidade na sociedade contemporanea, sendo
responsabilidade do professor destacar a potencialidade dessa disciplina na formacdo de
cidadaos criticos. A matematica vai além da quantificacdo de fenbmenos deterministicos, ela
cria sistemas abstratos, que organizam e fornecem meios para a maior compreensdo de
fenbmenos no espago, de movimento, de formas e de numeros podendo ou ndo ser associados
ao mundo fisico.

No Ensino Fundamental a matematica € dividida em cinco grandes areas: Aritmética,
Algebra, Geometria, Estatistica e Probabilidade, fornecendo o desafio de relacionar
observacdes do mundo real e das experiéncias dos alunos as representacbes matematicas.
Ademais, capacita o aluno a resolver problemas do cotidiano.

As competéncias especificas de matematica, que se relacionam com o Teorema de
Pitagoras, para o ensino fundamental, na BNCC séo:

“Compreender as relagdes entre conceitos e procedimentos dos
diferentes campos da Matematica (Aritmética, Algebra, Geometria,
Estatistica e Probabilidade) e de outras areas do conhecimento, sentindo
seguranca quanto a prépria capacidade de construir e aplicar
conhecimentos matematicos, desenvolvendo a autoestima e a
perseveranga na busca de solugdes.” (BNCC, 2017, p. 267)

“Interagir com seus pares de forma cooperativa, trabalhando
coletivamente no planejamento e desenvolvimento de pesquisas para
responder a questionamentos e na busca de solugdes para problemas, de
modo a identificar aspectos consensuais ou ndo na discussdo de uma
determinada questdo, respeitando o modo de pensar dos colegas e
aprendendo com eles.” (BNCC, 2017, p. 267)

O ensino da matematica envolve, no processo de aprendizagem de um conceito, a N0¢ao
de contexto, de abstrair e, depois, de aplica-lo em outro contexto analogo. E por essa razio que
as habilidades apresentadas na BNCC comegam com a frase “resolver e elaborar problemas

envolvendo...”. Entende-se por esse objetivo que os alunos precisam refletir e questionar o que
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ocorreria se um dado problema fosse alterado ou se alguma condicdo fosse acrescida ou
retirada.

As habilidades que serdo investigadas nesse trabalho serdo descritas a seguir, seja no
ambito do conhecimento prévio por parte dos alunos, seja como de aplicacdo de atividades a
serem propostas.

o (EFO6MA19) Identificar caracteristicas dos triangulos e classifica-los em
relacdo as medidas dos lados e dos angulos.

o (EFO8MA15) Construir, utilizando instrumentos de desenho ou softwares de
geometria dindmica, mediatriz, bissetriz, angulos de 90°, 60°, 45° e 30° e poligonos regulares.

o (EFO7TMA22) Construir circunferéncias, utilizando compasso, reconhecé-las
como lugar geométrico e utiliza-las para fazer composic¢des artisticas e resolver problemas que
envolvam objetos equidistantes.

. (EFO8MA18) Reconhecer e construir figuras obtidas por composicGes de
transformacdes geométricas (translacdo, reflexdo e rotacdo), com o uso de instrumentos de
desenho ou de softwares de geometria dinamica.

o (EFO8MAL19) Resolver e elaborar problemas que envolvam medidas de area de
figuras geométricas, utilizando expressdes de calculo de area (quadrilateros, triangulos e
circulos), em situacées como determinar medida de terrenos.

Para o Ensino Médio (EM) encontramos as seguintes competéncias especificas:

Competéncia especifica 1 EM: Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos
matematicos para interpretar situacdes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas,
sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questdes socioecondmicas ou
tecnoldgicas, divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacao geral.

Competéncia especifica 2 EM: Propor ou participar de a¢6es para investigar desafios do
mundo contemporaneo e tomar decisdes éticas e socialmente responsaveis, com base na analise
de problemas sociais, como os voltados a situacfes de saude, sustentabilidade, das implicacdes
da tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, mobilizando e articulando conceitos,
procedimentos e linguagens proprios da Matematica.

Competéncia especifica 3 EM: Utilizar estratégias, conceitos, definicbes e
procedimentos matematicos para interpretar, construir modelos e resolver problemas em
diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacdo das solucdes

propostas, de modo a construir argumentacdo consistente.
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Competéncia especifica 4 EM: Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisdo,
diferentes registros de representacdo matematicos (algebrico, geomeétrico, estatistico,
computacional etc.), na busca de solu¢do e comunicacdo de resultados de problemas.

Competéncia especifica 5 EM: investigar e estabelecer conjecturas a respeito de
diferentes conceitos e propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos, como
observacao de padrdes, experimentacgdes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade,
ou ndo, de uma demonstracdo cada vez mais formal na validacao das referidas conjecturas

As possibilidades de organizacéo curricular das aprendizagens propostas na BNCC de
matematica sdo varias. Uma organizagdo possivel — e mais préxima da préatica de elaboracdo
curricular dessa area — é por unidades similares as propostas para o Ensino Fundamental. Essas
unidades podem ser, entre outras, Ndmeros e Algebra, Geometria e Medidas, e Probabilidade e
Estatistica, como apresentado a seguir. E importante destacar que, foram mantidos os codigos
originais das habilidades (conforme apresentacdo no item anterior), o que permite reconhecer a
competéncia especifica a qual cada habilidade esta relacionada. Assim, por exemplo, a
habilidade EM13MAT402 esta relacionada a competéncia especifica 4, o que se identifica no
primeiro algarismo apos a sigla MAT. A sequéncia 02 significa que essa habilidade é a segunda
da competéncia especifica 4.

o (EM13MAT307) Empregar diferentes métodos para a obtencdo da medida da
area de uma superficie (reconfiguracdes, aproximacao por cortes etc.) e deduzir expressées de
calculo para aplica-las em situacBes reais (como o remanejamento e a distribuicdo de
plantacdes, entre outros), com ou sem apoio de tecnologias digitais.

. (EM13MAT308) Aplicar as relagdes métricas, incluindo as leis do seno e do
cosseno ou as nocdes de congruéncia e semelhanca, para resolver e elaborar problemas que
envolvem triangulos, em variados contextos.

o (EM13MAT505) Resolver problemas sobre ladrilhna mento do plano, com ou
sem apoio de aplicativos de geometria dindmica, para conjecturar a respeito dos tipos ou
composigdo de poligonos que podem ser utilizados em ladrilhamento, generalizando padrdes
observados.

4.2 MATERIAIS DIDATICOS FORNECIDOS PELA SECRETARIA DE

EDUCAGAO DO ESTADO DE SAO PAULO

O Caderno do Aluno é o material didatico elaborado pelo governo do estado de Séo
Paulo, por meio da Secretaria da Educacéo, para os estudantes da rede estadual de ensino. Ele
é distribuido gratuitamente para todos os alunos matriculados, desde o ensino fundamental até

0 ensino médio. O Caderno do Aluno tem como objetivo auxiliar os estudantes no processo de
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aprendizagem, fornecendo contetdos complementares as aulas e exercicios para que possam
praticar e fixar os conhecimentos adquiridos em sala de aula.

O Caderno do Aluno é um importante recurso pedagogico para os estudantes da rede
estadual de S&o Paulo, pois permite a ampliacdo dos conhecimentos, o desenvolvimento de
habilidades e competéncias e a melhoria do desempenho escolar. Além disso, o material
também é uma forma de democratizar o acesso a educagdo e garantir a qualidade do ensino
publico no estado.

O "Aprender Sempre" € um programa de formacéo continuada destinado aos professores
da rede estadual de ensino de S&o Paulo. Criado em 2008, o programa tem como objetivo
aprimorar a qualidade do ensino e garantir uma formacdo mais completa para os estudantes. O
Caderno do Professor Aprender Sempre € um material didatico elaborado pela Secretaria da
Educacdo do Estado de Sao Paulo para auxiliar na formacao dos professores.

Os Cadernos do Professor trazem conteudos tedricos, atividades praticas, sugestfes de
leitura e orientacGes para o planejamento de aulas. Além disso, o material também apresenta
sugestdes de metodologias ativas, recursos tecnoldgicos e estratégias pedagogicas para

aprimorar a pratica docente e desenvolver competéncias e habilidades nos estudantes.

4.2.1 9° ANO DO ENSINO FUNDAMENTAL

No 9° ano do Ensino Fundamental (EF) a geometria é apresentada no 4° bimestre, 0s
seguintes conceitos matematicos a serem trabalhados: retas paralelas cortadas por transversais,
teorema de proporcionalidade e semelhancas de tridngulo. Nesse tdpico as habilidades
contempladas sdo: EFO9MAZ24, que visa identificar e calcular as relagdes de proporcionalidade
dos segmentos determinados por retas paralelas cortadas por transversais (Teorema de Tales),
e a habilidade EFO9MAL12, cujo objetivo é reconhecer as condi¢@es necessarias e suficientes
para que dois triangulos sejam semelhantes.

O caderno do aluno incentiva o desenvolvimento das atividades considerando o
protagonismo dos/as estudantes, favorecendo a interacdo, o0 compartilhamento de
conhecimentos e a colaboracdo entre eles. Além disso, as socializa¢Bes das atividades, por parte
dos estudantes sdo percebidas como oportunidades de desenvolver habilidades e competéncias
que dizem respeito a cooperacdo, a empatia, a argumentacao, a comunicagéo, entre outras.

Vale ressaltar que o objetivo é que os estudantes devem chegar ao final da sequéncia de
atividades sendo capazes de demonstrar o Teorema de Pitagoras e identificar as formulas
corretas para determinar os valores desconhecidos das rela¢cbes métricas no tridngulo retangulo.

Essas sequéncias foram elaboradas por meio da analise dos resultados das avaliagdes internas
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e externas, que revelaram fragilidades dos estudantes com relagdo as habilidades EFOOMA13
(Demonstrar relagdes métricas do triangulo retangulo, entre elas o Teorema de Pitagoras,
utilizando, inclusive, a semelhanca de triangulos) e EFOOMA14 (Resolver e elaborar situacdes-
problema de aplicacdo do Teorema de Pitagoras).

Na sequéncia, descreverei as atividades propostas no caderno do aluno relacionadas ao
tema do Teorema de Pitagoras.

e Atividade 1 — Aulas 1 e 2: Determinando as relacbes métricas no triangulo retangulo.

Objetivos das aulas: Demonstrar o Teorema de Pitdgoras por semelhanga de triangulos.
Determinar as relacdes métricas no triangulo retangulo. Identificar a relacdo métrica correta
para determinar o valor desconhecido no triangulo retangulo.

Material necesséario: caderno do estudante.

Comentario ao Professor: nessa sequéncia de atividades, os estudantes determinardo a
formula do Teorema de Pitdgoras através da semelhanca entre tridngulos, determinardo as
formulas das relacdes métricas no triangulo retangulo e resolverdo situacBes praticas
diretamente ligadas aos conceitos do Teorema de Pitagoras e as demais formulas, os estudantes
irdo aplicar seus conhecimentos sobre semelhanca de tridngulos. Os conhecimentos dos alunos
sobre semelhanca de triangulos devem ser relembrados logo na introducdo das atividades, sendo
uma oportunidade para que eles cologuem em pratica essa propriedade da Matematica, que tem
a mesma ideia de regra de trés simples, de porcentagem, e outras aplicacdes da derivacdo do
Teorema de Tales. Ainda nessa sequéncia de atividades, os estudantes terdo a oportunidade de
determinar as formulas das relagdes métricas no triangulo retangulo e identificar a formula
correta para de determinar as medidas desconhecidas em um triangulo retangulo.

Comentario ao aluno: Ola estudante! Iremos aplicar nessas aulas um pouco do que
aprendemos anteriormente, em aulas deste ano ou de anos anteriores. Vamos aplicar o conceito
de semelhanca de tridngulos que consiste em verificar caracteristicas entre dois angulos e
classifica-los como semelhantes. Vamos relembrar a seguir:

O primeiro caso de semelhanca de triangulo: AA (Angulo-Angulo): Consiste em ter

dois angulos correspondentes congruentes entre tridngulos. Representado no Figura 1.
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Figura 1: Triangulos utilizados para provar a semelhanca da Atividade 1 do 9° ano EF.

c

al\e BAg o/ T B -

Fonte: Caderno do aluno.

O segundo caso de semelhanca de tridngulos LAL (Lado-Angulo-Lado): Consiste em

ter dois triangulos, dois lados correspondentes e o angulo entre esses lados ser congruente.

Figura 2: Tridngulos utilizados para provar a semelhanca da Atividade 1 do 9° ano EF.

c

2a

b 2b

Fonte: Caderno do aluno.

O terceiro caso de semelhanca de triangulos LLL (Lado-Lado-Lado): Consiste em ter

em ter trés lados correspondentes proporcionais.

Figura 3: Triangulos utilizados para provar a semelhanca da Atividade 1 do 9° ano EF.

e

2a 2C

b 2b

Fonte: Caderno do aluno.

Assim, é possivel provar um dos famosos teoremas existentes na matematica.
Esperamos que tenham muito éxito nessa sequéncia de atividades.
Tarefa 1: Observe o triangulo retangulo ABC. E possivel separa-lo em dois tridngulos

semelhantes, como mostrado a seguir:
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Figura 4: Triangulo retangulo partido a partir da projecdo de BA em BC.

AA

Fonte: Caderno do aluno

Justifique os casos de semelhanca entre os triangulos 1 e 2,1e 3,2 e 3.

Os triangulos ABC E A’BD (1 e 2) séo semelhantes pelo caso AA. Isso se deve aos
angulos A =D =90° e B, que ¢ comum aos dois triangulos. Logo, os dois tridngulos sdo
semelhantes.

Os triangulos ABC e DAC (le 3) sdo semelhantes pelo caso AA. Isso se deve aos
angulos que é comum aos dois tridngulos A = D = 90° e C. Logo os dois tridngulos s&o
semelhantes.

Comentério da autora: nesse caso, para que a notagdo e a demonstracdo se tornem
corretas é necessario que o tridngulo 3 seja referenciado de forma correta, portanto DA’’C.

Os triangulos BDA” e A”’DC (2 ¢ 3) sdo semelhantes. Como os tridngulos ABC e DA”’C
sdo semelhantes (primeira demonstracdo) pelo caso AA, entdo os angulos correspondentes
serdo iguais. Nesse caso, 0 angulo A =D, B = A”’. Entdo nos triangulos 2 ¢ 3, temos que 0
angulo D é comum nos dois triangulos, e pela semelhanca dos triangulos 1 e 3, tem-se que A”’
=Be,logoC=A".

Tarefa 2: Considere o tridangulo ABC representado a seguir (Figura 5):

Figura 5: Triangulo retangulo utilizado para a Tarefa 2 da Atividade 1 do 9° ano EF.

Fonte: Caderno do aluno.

Sabe-se que a medida da altura relativa a hipotenusa é desconhecida. Identifique, dentre
as expressdes a seguir, aquela que determinara a medida da altura relativa a hipotenusa. O
objetivo € identificar a expressao que determinara o valor da altura relativa a hipotenusa.
a)15- h=9-12;
b) 92 = m? + h? ;
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c)h?=12-9;
d) 122 = h? + (15 — n)?

Comentario ao professor: Na tarefa 2 (alternativa a), o estudante deve identificar a
férmula que determina a altura relativa a hipotenusa, sendo fornecido os trés lados do triangulo,
ficando as medidas da projecdo dos catetos sobre a hipotenusa e a altura relativa a hipotenusa
em funcdo desses valores dados. Antes de iniciar a atividade 2 com os estudantes, demonstre

por meio de semelhanca de tridngulo, as rela¢fes métricas no tridngulo retangulo.

Figura 6: Triangulo retangulo utilizado para demonstrar as relagdes métricas.

bi=a.m
Z=a.n
b.c=a.h
hi=m.n
ai=hi+ 2

Fonte: Caderno do aluno.

Comentario da autora: essa imagem foi retirada do Caderno do Aluno e consta na se¢do
de orientacdo ao professor, por essa razdo o fundo difere-se das demais figuras. Destaco que,
embora seja uma atividade apresentada apenas como sugestdo, nos fornece a relagcdo do
Teorema de Pitagoras, tema central desse bloco de exercicios. Desse modo, recomenda-se que
essa atividade se torne um topico principal.

Tarefa 3: Considere o tridngulo ABC representado a seguir (Figura 7):

Figura 7: Triangulo retangulo utilizado para a Tarefa 3 da Atividade 1 do 9° ano EF.

10
Fonte: Caderno do aluno.

Quiais das expressdes encontradas anteriormente poderdo ser usadas para determinar o
valor desconhecido de h, m e n no triangulo retangulo ABC?
Comentario ao professor: na tarefa 3 a resposta € pessoal e € proposto que o0s estudantes

identifiqguem as formulas para determinar as medidas das projecGes dos catetos sobre a
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hipotenusa e a propria altura relativa a hipotenusa. Novamente, foram dados alguns valores
numericos e as respostas entdo em funcdo desses valores dados.
Tarefa 4: Considere o triangulo isosceles ABC representado a seguir (Figura 8):

Figura 8: Triangulo retangulo utilizado na Tarefa 4 da Atividade 1 do 9° ano EF.

A

Fonte: Caderno do aluno.

Analisando o tridngulo anterior, identifique qual das opcdes, a seguir, representa a

medida da altura h.

3V2 V2 2V2
a)h—T, b)h—?, C)h—g,

Comentario ao professor: na tarefa 4 (alternativa a), o estudante deve determinar a

d)h = 32

medida da altura relativa a hipotenusa em uma situacdo problema em que o estudante nem
precisara aplicar as formulas obtidas na tarefa 2, pois basta fazer uma observacao a respeito da
medida a ser determinada e usar o Teorema de Pitagoras.

e Atividade 2 — Aulas 3 e 4: Resolvendo situacdes problema sobre o teorema de Pitagoras

Obijetivos da aula: Resolver situacbes problema com o Teorema de Pitagoras. Resolver
situacdes problema com as relagcbes métricas no triangulo retangulo. Resolver problema sobre
0 Teorema de Pitagoras.

Materiais necessarios: caderno do estudante.

Comentario ao professor: Nessa sequéncia de atividades, os estudantes irdo aplicar o
Teorema de Pitagoras em situagdes diversas, mas sempre apresentado em situacdes reais,
situacbes que mostram 0 quanto a matematica esta presente em diversos momentos do
cotidiano. O intuito € mostrar aos estudantes que esse contetdo pode ser de grande utilidade se
vocé quiser aplica-lo em situacOes préaticas. Portanto, caso os estudantes se identifiguem com
algum dos casos apresentados nas atividades, incentive-os a falar para todos os colegas do fato.

Comentario aos alunos: Nessa sequéncia de atividades, serdo abordados objetos em
destaque e situagdes recorrentes do dia a dia em que podem ser aplicadas as relacbes métricas
do tridngulo retangulo. Essa sequéncia de atividades ira mostrar problemas que exigirdo de vocé
atencdo, leitura e resolucdo de situagfes problema. Preste atencdo nas perguntas e sucesso na

resolucgéo de atividades.
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Tarefa 1: Observe a Figura 9 a seguir:

Figura 9: Representacéo da torre de celular, utilizada para Tarefa 1 da Atividade 2 do 9° ano EF.

—
6m

Fonte: Caderno do aluno.

A Figura 9 acima representa uma torre de telefone celular instalada em um lote préximo
a casa de Carla. Para saber a altura dessa torre, ela mediu a distancia da base da torre até onde
0s cabos que sustentam a torre foram instalados. Sabe-se que esses cabos foram presos na
metade da torre, e que cada cabo mede 15,6m. Sabendo disso e adotando o Teorema de
Pitagoras, Carla determinou a medida da torre. Qual € a medida que ela encontrou?

Comentario ao professor: Na tarefa 1, a proposta é que os estudantes desenvolvam
calculos utilizando o Teorema de Pitagoras na situacdo problema de uma torre de celular presa
por cabos ao qual deseja-se determinar sua altura. A questdo exige um pouco de raciocinio,
portanto, caso eles apliquem a formula direto no problema e ndo consigam chegar na resposta,
comente que o problema é um pouco mais complexo do que aplica-lo direto nos valores
fornecidos na questdo. O valor encontrado devera ser o de 28,8m.

Tarefa 2: A méo francesa € uma peca usada para fazer prateleiras e estantes, entre outras

funcBes. Observe a imagem a seguir (Figura 10):

Figura 10: Representacdo da mé&o francesa, utilizada na tarefa 2 da Atividade 2 do 9° ano EF.

36

15

Fonte: Caderno do aluno.
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Utilizando o Teorema de Pitagoras, determine a medida dessa peca.

Comentario ao professor: Na tarefa 2, & proposto aos estudantes determinar a medida da
hipotenusa pelo Teorema de Pitagoras. A situacdo-problema retrata um objeto bem comum aos
estudantes, possibilitando comentar com eles a respeito de objetos e problemas que eles
conhecem e nem imaginavam que poderiam resolver com o Teorema. O resultado esperado é
de 39cm.

Tarefa 3: Um garoto esta soltando pipa no sitio de seu avd. Em certo momento, seu
carretel de linha de 100 metros esta todo no ar e a projecdo de sua pipa esta a 80 metros dele.
Sabe-se que a altura que esse garoto segura a linha esta a 1,38m do solo. Qual a altura dessa
pipa em relagdo ao chdo?

Figura 11: Representagdo do enunciado da Tarefa 3 da Atividade 2 do 9° ano EF.

= ‘*1

[
T

_:-l?l

Fonte: Caderno do aluno.

Comentario ao professor: Na tarefa 3, os estudantes devem determinar a altura da pipa
de um garoto, ou seja, no triangulo retangulo formado entre a linha, o solo e a altura da pipa,
devem aplicar o Teorema de Pitagoras. Novamente, uma situacdo muito comum aos estudantes
sendo tratada na forma de problema. Esse problema pode ser usado para comentar com 0s
estudantes que é possivel ter problemas relacionados a temas muito comuns a eles. Toda essa
conversa tem um motivo. Nas proximas aulas a proposta sera que eles elaborem situacdes
problemas que retratam o Teorema de Pitagoras. O resultado esperado é de 60,38m.

Tarefa 4: Uma haste medindo 2,4m de altura esta conectada a um cabo de 2,5 metros,

como mostra a Figura 12.

Figura 12: Representa¢do da haste enunciada na Tarefa 4 da Atividade 2 do 9° ano EF.

EIF.

N 24m

N
?

Fonte: Caderno do aluno.
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Utilize o Teorema de Pitagoras e determine a distancia, em metros, entre os pontos A e

Comentario ao professor: Na atividade 4, os estudantes precisam determinar, usando o
Teorema de Pitadgoras, medida de um dos catetos do triangulo retangulo formado por uma haste
sustentada por um cabo, situacdo problema peculiar na disciplina de fisica. Apesar deste
problema ndo ser tdo usual, comente que ele esta sendo retratado em uma situagdo concreta,
com elementos da vida real. O resultado esperado € 0,7m.

Tarefa 5: Os cabos que seguram o0s postes que sustentam a lona de um circo medem,
cada um, 6 metros. Sabe-se que a distancia entre as estacas que prendem o0s cabos até 0s pés
dos postes que sustentam a lona do circo mede 3,6m. Sabe-se que os postes foram instalados
verticalmente com relacdo ao solo. Usando o Teorema de Pitagoras, determine a altura de cada
um desses postes.

Comentario ao professor: Na tarefa 5, a proposta é que os estudantes determinem a
medida do poste de uma estrutura de um circo, dado o comprimento dos cabos e a distancia que
0os mesmos foram amarrados as estacas. Trata-se de uma atividade de interpretacdo e
determinacéo de um dos catetos de um triangulo retangulo. O destaque nessa atividade fica por
conta da auséncia de imagem, fazendo com que o estudante interprete o problema e desenhe a
situacdo-problema segundo sua interpretacdo. Espera-se encontrar o valor de 4,8m.

Tarefa 6: Observe a imagem a seguir (Figura 13):
Figura 13: Representagdo da Tarefa 6 da Atividade 2 do 9° ano EF.

Cumeeira

Fonte: Caderno do aluno.

Esse telhado em formato de um tridngulo isésceles possui a largura de um beiral ao
outro igual a 7,2m. A medida da cumeeira até o beiral mede 3,9m. Nessas condicdes, qual é a
altura h desse telhado?

Comentario ao professor: Na tarefa 6, a proposta é que os estudantes consigam

determinar a medida da altura de um telhado. Basicamente, trata-se de uma atividade que retrata
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uma situacdo problema com o objetivo de determinar um cateto de um tridngulo retéangulo, cuja
hipotenusa foi dada, assim como um dos catetos. Espera-se encontrar o valor de 1,5m.
e Atividade 3 — Aulas 5 e 6: Interpretando e resolvendo situac6es problema

Objetivos da aula: Ler, interpretar e resolver situacfes problema relacionado ao
Teorema de Pitagoras. Ler, interpretar e resolver situaces problema relacionado as relacdes
métricas no triangulo retangulo. Identificar a relagdo metrica necessaria para resolver o
problema.

Materiais necessarios: Caderno do estudante.

Comentarios ao professor: Nessa sequéncia de atividades, a proposta é que o estudante,
leia, interprete e resolva situacdes problema. Essas questdes foram elaboradas com o objetivo
de desenvolver as habilidades de trabalhar com os nimeros decimais, tendo em vista a grande
dificuldade que os estudantes apresentam diante deste objeto de conhecimento. Caso
necessario, recomenda-se 0 uso da calculadora, principalmente para se obter a raiz quadrada de
nimeros decimais. Algumas questdes sdo apresentadas e suas imagens auxiliardo o
entendimento das questdes; entretanto algumas questdes apresentam apenas o texto base, assim,
0 estudante precisard ler e interpretar o problema, e, ocasionalmente, precisara representar 0s
problemas através de desenhos.

Comentario ao estudante: As tarefas que irdo resolver nessas duas aulas, sdo situacdes
problema que retratam a aplicagdo do Teorema de Pitagoras e situacdes envolvendo o uso de
relacBes métricas no triangulo retangulo, ou seja, as formulas para determinar a altura relativa
a hipotenusa e as projecdes dos catetos sobre a hipotenusa.

Tarefa 1. Marcos esta resolvendo um exercicio de matematica em que € pedido para

determinar as projecdes dos catetos, no caso, m e n no triangulo retangulo.

Figura 14: Triangulo retangulo utilizado para a Tarefa 1 da Atividade 3 do 9° ano EF.

o

10
Fonte: Caderno do aluno.

Sendo fornecida a hipotenusa e seus catetos como mostra a figura acima, quais as
relagGes métricas a serem usadas para determinar as medidas desconhecidas?
a) I0h=6x8;62=h>+n ,m=10—n c)h?*=82-m%,10h=mxnn=10—m
b)h? =6x%x8;6>=h?+n% , m=10—-n d)10h=6x%x8;82=h?2+n% ,m=10—-n



32

Comentario ao professor: Na tarefa 1, a proposta é que os estudantes identifiqguem as
férmulas para determinar as medidas que s&o desconhecidas na questdo. Essas formulas seguem
uma ordem para serem determinadas, pois ao determinar uma medida, esta pode ser usada para
determinar outras medidas desconhecidas. O correto é a alternativa a.

Tarefa 2: A professora Marta pediu que os estudantes de sua sala construissem um
tridangulo, 24cm e 25cm. A professora pediu para os estudantes determinarem a medida do
terceiro lado, sabendo que a professora forneceu, entre os valores dados, a medida da
hipotenusa.

Comentério ao professor: Na tarefa 2, os estudantes precisam determinar a medida do
cateto desconhecido em uma situacdo em que é dado um problema e o estudante deve ler e
interpreta-lo. Uma observacao dada no problema pode ser usada para fazer comentarios com os
estudantes. Nessa questdo é informado uma das medidas é a hipotenusa. Portanto, o outro cateto
mede 7cm.

Tarefa 3: um poste com 11,7m de altura e perpendicular ao solo possui, no alto de sua
ponta, uma corda amarrada a ele que esta tocando o chdo. Marcelo segurou a ponta que tocava
o0 chéo e a esticou totalmente, colocando a ponta da corda no chédo apds ter se afastado 4,4m do
pé desse poste. Qual o tamanho dessa corda, considerando que essa corda ndo se esticou?

Comentario ao professor: Na tarefa 3, a proposta é que os estudantes determinem a
medida da hipotenusa em uma situacdo problema. Nesse caso, é informado como devera ser
construido o triangulo com as informac@es dadas. O tamanho da corda é de 12,5m.

Tarefa 4: Um escoteiro armou a estrutura de sua barraca, conforme as medidas dos

tridngulos apresentadas a seguir:

Figura 15: Representacdo da estrutura da barraca utilizada para a Tarefa 4 da Atividade 3 do 9° ano EF.

C

Fonte: Caderno do aluno.

Considerando as medidas em metros, determine:

a. A medida do segmento AB, que representa a parte em que 0 escoteiro ira dormir.
Esperado encontrar o valor de 2,41.

b. A medida da altura dessa barraca. Esperado encontrar o valor de 1,04.

c. A medida de “m” e “n”. Esperado encontrar o valor de m=1,81 e n=0,60.
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Comentario ao professor: Na tarefa 4, os estudantes devem determinar medidas em um
triangulo retangulo. A questdo é uma situacdo problema em que se deseja encontrar a medida
da hipotenusa, a altura relativa a hipotenusa e as projecdes dos catetos sobre a hipotenusa. As
medidas atribuidas a questdo sdo numeros decimais e pode ser necessario um pouco mais de
atencdo a essa questdo, com possibilidade de uso da calculadora para realizar os calculos.

Tarefa 5: Uma tirolesa situada no alto de um morro de 36m de altura possui um cabo de
aco totalmente esticado, preso a um poste de 2m de altura. Este cabo € esticado até a parte de
baixo do morro, onde esta preso a outro poste de 2m de altura. Sabendo que esse cabo esta
totalmente esticado, e que a distancia horizontal entre os pontos que este cabo esta preso é de
77m, qual o comprimento do cabo?

Figura 16: Representacgdo da tirolesa utilizada para a Tarefa 5 da Atividade 3 do 9° ano EF.

Fonte: Caderno do aluno.

Comentario ao professor: Na tarefa 5, a proposta é que os estudantes determinem a
medida da hipotenusa em uma hipotética situacdo problema em que é dado os catetos e,
consequentemente, pede-se para determinar a hipotenusa. O comprimento do cabo sera de 85m.

Tarefa 6: Um tridngulo cuja hipotenusa mede 29cm esta como base desse triangulo.
Sabe-se que um dos catetos possui 20cm. Qual a medida da projecdo desse cateto sobre a
hipotenusa?

Figura 17: Triangulo retangulo utilizado para a Tarefa 6 da Atividade 3 do 9° ano EF.

20

- m
29

Fonte: Caderno do aluno.

Comentério ao professor: Na tarefa 6, os estudantes devem determinar a medida da
hipotenusa da altura relativa a hipotenusa e das projecfes desses catetos sobre a hipotenusa. O
valor de m é de aproximadamente 13,79cm.

e Atividade 4 — Aulas 7 e 8: Interpretando e resolvendo situac6es problema.
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Obijetivos da aula: Elaborar situagdes-problema sobre o Teorema de Pitagoras. Elaborar
situacBes problema sobre as relagdes métricas no tridngulo retangulo. Elaborar e resolver
situacOes problema relacionados a relagdes métricas no triangulo retangulo.

Materiais necessarios: Caderno do estudante.

Comentarios ao professor: Nessa sequéncia de atividades, a proposta é que os estudantes
elaborem situagbes problema que pecam para determinar diversas medidas do triangulo
retangulo, sejam elas os catetos, a hipotenusa, a altura relativa a hipotenusa. O professor que
pode sugerir aos estudantes algumas ternas pitagoricas, que consiste em um grupo de trés
nameros que obedece ao Teorema de Pitdgoras, pois esses valores poderdo auxilia-los na
elaboracdo das atividades. Uma escolha de valores arbitrarios podera resultar em calculos que
necessitardo desenvolver fatoracdo, radiciacdo etc. Nessas aulas, uma proposta é induzir 0s
estudantes a construirem algumas figuras que ajudardo na interpretacdo e elaboracdo da
atividade. Existem também algumas situacbes problema que, além de elaborar solicitam ao
estudante encontrar a solucdo apds a elaboracdo. Ou seja, o intuito é fazer com que os estudantes
ndo elaborem determinadas situacdes que sejam impossiveis de serem resolvidas ou que nao
respeitam as caracteristicas de uma situacdo problema referente ao tema estudado.

Comentario aos alunos: O objetivo da elaboracdo de situacdes problema é dar a vocé a
oportunidade de colocar seus conhecimentos em pratica. Tente usar 0s conhecimentos que vocé
aprendeu nas aulas anteriores e aqui aplica-los em situacdes problema. Elaborem problemas
gue tragam para vocé o enriquecimento em sua aprendizagem. Com relacdo aos valores que
serdo informados na elaboracdo da situacdo problema, tenha o cuidado em escolher valores
inteiros, que possam gerar respostas inteiras, pois caso a atividade peca para informar a altura
de um objeto, espera-se que o resultado seja um ndmero inteiro como resposta.

Tarefa 1: Elabore uma situacdo-problema, se possivel produzindo uma imagem, em que
sdo dadas as medidas dos catetos e pergunte o valor da hipotenusa.

Comentario ao professor: Na tarefa 1, a proposta é que os estudantes elaborem uma
situacdo-problema em que se deseja determinar a hipotenusa de um triangulo, sendo informado
as medidas dos catetos. Converse com 0s estudantes para que eles possam elaborar essas
situages problema em circunstancias que sejam comuns ao convivio deles. Caso necessario,
levante mais situacfes com eles, para que seja possivel abranger muitas possibilidades.

Tarefa 2: Elabore uma situacdo problema que, dada a medida de um cateto e da
hipotenusa, seja determinada a medida do outro cateto. Apoés a elaboragéo, faga uma figura que

represente a situagédo problema.
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Comentario ao professor: Na tarefa 2, os estudantes precisam elaborar uma situacao
problema em que se deseja determinar a medida de um dos catetos, sendo fornecida a medida
do outro cateto e da hipotenusa.

Tarefa 3: Observe a figura a seguir (Figura 18):

Figura 18: Representacgdo utilizada para a Tarefa 3 da Atividade 4 do 9° ano EF.

12m

3,0

Fonte: Caderno do aluno.

Elabore uma situacdo problema em que se deseja determinar a medida do banzo
superior, valor desconhecido na estrutura de um telhado.

Comentario ao professor: Na tarefa 3, a proposta € que os estudantes elaborem e nédo
respondam uma situacao problema na qual seja pedido para determinar a medida desconhecida
na trelica de madeira sugerida na quest&o.

Tarefa 4: Elabore uma situacdo problema envolvendo uma situacdo em que se deseja
determinar a altura relativa a hipotenusa,

Comentario ao professor: Na tarefa 4, os estudantes devem elaborar uma situacao
problema em que deve ser pedido para determinar a altura relativa a hipotenusa.

Tarefa 5: Determine uma situagao-problema em que se deseja determinar as medidas
das projecOes dos catetos sobre a hipotenusa de um triangulo retangulo.

Comentario ao professor: Na tarefa 5, a proposta € que 0s estudantes consigam elaborar
uma situacdo problema, em que deve ser pedido para determinar as projecGes dos catetos sobre
a hipotenusa.

Tarefa 6: Elabore uma situagdo problema baseada na figura a seguir (Figura 19):
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Figura 19: Figura utilizada para a Tarefa 6 da Atividade 4 do 9° ano EF.
101 em

¥ Cm 57 cm

Fonte: Caderno do aluno.

Comentario ao professor: Na tarefa 6, os estudantes devem elaborar uma situacao
problema em que se deseja determinar a diagonal de uma TV, ou seja, a hipotenusa de um
tridngulo. A imagem em que os estudantes irdo elaborar o problema esta vinculado as medidas
sugeridas na imagem.

Tarefa 7: Elabore uma situacao problema em que se deseja instalar uma trave de madeira

na diagonal de uma porteira, como apresentado a seguir:

Figura 20: Representagdo da trave de madeira utilizada para Tarefa 7 da Atividade 4 do 9° ano EF.

Fonte: Caderno do aluno.

Estabeleca as medidas do comprimento e da altura dessa porteira para poder determinar
a medida da diagonal.

Comentario ao professor: Na tarefa 7, a proposta é que os estudantes elaborem uma
situagdo problema para determinar a diagonal de um retangulo, nesse caso, uma porteira de
madeira cujas medidas dessa imagem ndo sao sugeridas. Fica para os estudantes, neste caso, a
necessidade de informar essas medidas e pedir para que possam determinar a medida de madeira
que representa a hipotenusa no triangulo retangulo.

Finalizando: Para finalizar, destine alguns minutos da aula para a socializacdo das
atividades entre todos os estudantes. Vocé pode perguntar aos estudantes o que eles acharam
das atividades, quais foram as atividades mais dificeis, qual foi o maior desafio encontrado,
entre outras perguntas. Pergunte também se, para resolucéo das atividades dessas aulas, se as
atividades anteriores foram importantes? Assim eles perceberdo que 0s objetos de
conhecimento das aulas sdo interligados, precisando sempre recorrer ao que ja foi estudado para

dar continuidade nos préximos objetos de conhecimento.
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Essas atividades foram planejadas para a duragéo de 8 horas/aula.

Comentario da autora: Destaco que os comentarios realizados, foram baseados em
minha visdo de aluna formanda no curso de Licenciatura em Matematica. N&o identifiquei nas
atividades propostas a presenca de atividades ludicas, ou a preocupacao com a utilizacédo de
diferentes recursos pedagogicos. No entanto, hé a preocupagdo em sugerir atividades que levam
a uma demonstragdo matemética, como por exemplo, na atividade 1 desta secdo. A
demonstracdo é de extrema importancia na matematica, pois é através dela que se garante a
validade de um resultado matematico. Uma demonstracdo matematica permite ndo apenas
estabelecer a validade de um resultado, mas também compreender a estrutura l6gica subjacente
ao resultado. Por meio de demonstracdes, os matematicos podem explorar as implicaces
I6gicas dos axiomas e teoremas ja estabelecidos e descobrir novas conexdes e relacdes entre
eles. Em resumo, a demonstracéo é fundamental para a matematica, pois garante a validade dos
resultados, permite compreender a estrutura légica subjacente e € uma ferramenta para o

desenvolvimento de novas teorias e resultados.

4.2.2 1° ANO DO ENSINO MEDIO
e 4° bimestre do 1° ano do Ensino Medio
e Atividade 1 — Aulas 1 e 2: O triangulo retangulo e seus elementos

Obijetivo da aula: Reconhecer o triangulo e seus elementos.

Comentario ao professor: Inicie uma conversa com o0s estudantes explicando quais sao
0s objetivos das aulas 1 e 2, ou seja, reconhecer que o triangulo retangulo € um poligono que
possui dois angulos agudos e um angulo reto. Apresente a turma algumas informacdes
relacionadas a classificacdo de triangulos quanto aos lados e angulos e sobre a soma de seus
angulos internos. Discuta sobre a importancia de se ter contato sobre esse tema como
conhecimento prévio para introducdo do Teorema de Pitadgoras. Lembre-se de falar dos
triangulos quanto a seus angulos, do quao é importante reconhecer um tridngulo retangulo tanto
pela construcdo geométrica da figura, como pelos angulos internos. Investigue o que os alunos
sabem sobre o tema. Questione, por exemplo, se conhecem termos como lados, vértice, angulo
reto, cateto, hipotenusa, entre outros.

Tarefa 1: No plano cartesiano a seguir (Figura 21), vamos construir um triangulo e
marcar os seus elementos.

a. Vértices: marque trés pontos distintos, ponto A (0,0), ponto B (3,0) e ponto C (0,4).
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b. Lados: trace um segmento de reta entre os pontos A e B, B e C, A e C. Nomeie 0s
lados da figura. Lado “a” oposto ao vértice A. Lado “b” oposto ao vértice B. Lado “c” oposto

ao vértice C.

Figura 21: Triangulo retangulo utilizada para a Tarefa 1 da Atividade 1 do 1° ano EM.

wn
'S
]
X

Fonte: Caderno do aluno.
Tarefa 2: No mosaico a seguir (Figura 22), pinte somente os triangulos retangulos.

Figura 22: Representagdo do mosaico utilizado para a Tarefa 2 da Atividade 1 do 1° ano EM.

Fonte: Caderno do aluno.

Tarefa 3: Dados os triangulos a seguir, preencha os quadros 1 e 2 referentes ao triangulo

ABC (Figura 23) e quadros 3 e 4 referentes aos tridngulos DEF (Figura 24).



Figura 23: Tridngulo ABC utilizado para a Tarefa 3 da Atividade 1 do 1° ano EM.

E'l—l

B

b=12.81

a=1m

Fonte: Caderno do aluno.

Quadro 1: Medidas dos angulos e lados do tridngulo ABC.

Medidas dos ngules Medidas dos Lados
Trigngule
Angulo A fl.n::]ulu B Angulo ¢ Lada a lada b Lada e
e 51,34° 90° 38,66° 10 | 1281 8

Fonte: Caderno do aluno.

Quadro 2: Medidas e soma dos angulos do triangulo ABC.

Medidas dos angulos

Trigngule

Angulo A

Angulo €

Soma das medidas dos angulas

ABRC

51,34°

38,66°

90°

Fonte: Caderno do aluno.
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Figura 24: Triangulo DEF utilizado para a Tarefa 3 da Atividade 1 do 1° ano EM.

e=10 F

Fonte: Caderno do aluno.

Quadro 3: Medidas dos angulos e lados do tridangulo DEF.

Medidas dos ngulos Medidas dos Lados
Tridngulo
Angulo D Angulo E Angulo F adod Lado e Lada f
DEF 30,967 a29,04" 70" 6 10 11,66

Fonte: Caderno do aluno.
Tarefa 4: hipotenusa do triangulo DEF.

No triangulo DEF.

Qual é o maior lado?

Qual o lado que fica oposto ao maior angulo?

Entdo, o lado que representa a hipotenusa é:

e Atividade 2 — Aulas 5 e 6: Teorema de Pitagoras

Obijetivo das aulas: Demonstrar 0 Teorema de Pitagoras a partir do conceito de area em
quadriculados.

O Teorema de Pitagoras relaciona o comprimento dos lados do retangulo (tridngulo com
angulo de 90°) da seguinte maneira: a soma dos quadrados de seus catetos corresponde ao
quadrado de sua hipotenusa.
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Tarefa 1: Na malha quadriculada a seguir (Figura 25), cada quadrado representa uma

unidade. Construa trés quadrados de lados 3, 4 e 5, respectivamente.
Figura 25: Malha quadriculada utilizada para a Tarefa 1 da Atividade 2 do 1° ano EM.

Fonte: Caderno do aluno.

Adotando cada quadradinho como uma unidade da area.

a. Determine a medida da &rea do quadrado de lado 3.

b. Determine a medida da area do quadrado de lado 4.

c. Determine a medida da area do quadrado de lado 5.

Tarefa 2: No plano cartesiano, construa um triangulo retangulo e marque os seus veértices
por meio dos trés pontos distintos: ponto A (0,0), ponto B (3,0) e ponto C (0,4).

a. Qual a medida do cateto (lado AB)?

b. Reproduza os quadrados da tarefa 1 no plano cartesiano do inicio da atividade sobre
os lados do triangulo retangulo construido da seguinte maneira: O lado do quadrado de lado 3
sobre o cateto (lado AB) do triangulo. O lado do quadrado de lado 4 sobre o (lado AC) do
triangulo. O lado do quadrado de lado 5 sobre a hipotenusa (lado BC) do triangulo.

c. Agora, complete o seguinte quadro referente as areas dos quadrados.

Quadro 4: Area dos quadrados.

Area do quadrade 1 Area do quadrade 2 Area do quadrade 3 Soma das areas dos
construido sobre o cateto construido sobre o construide sobre a guadrades 1e 2
AR cateto AC hipoterusa BC corstruidos sobre oz
catetos

75 IE

Fonte: Caderno do aluno.

d. Escreva uma expressdo matematica entre as medidas das areas dos quadrados.

e. Complete o seguinte quadro referente aos lados do triangulo ABC.
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Quadro 5: Lados do triangulo.

Medida do cateto AB Medida do cateto AC Medida da hipotenusa BC

Fonte: Caderno do aluno.

f. Explique, com suas palavras, como calculou a medida da hipotenusa BC do triangulo
ABC.

g. De acordo com a resposta anterior, podemos dizer que, num tridngulo retéangulo, a
medida da &rea do quadrado, cujo lado corresponde & medida da hipotenusa, € igual a soma das
areas dos quadrados cujo lados correspondem as medidas dos catetos?

Cada atividade foi planejada para a duracédo de 2 horas/aula.

Comentério da autora: nesta secdo, ha a sugestdo de atividades de investigagdo. A
atividade de investigacdo na matematica é extremamente importante porque permite aos alunos
explorar a matematica de maneira ativa e criativa, descobrir novas ideias e relacdes, e
desenvolver habilidades essenciais, como a capacidade de formular e testar hipéteses, resolver
problemas, justificar argumentos e comunicar resultados. A investigacdo matematica também
é uma forma eficaz de ajudar os alunos a compreender e apreciar a matematica de maneira mais
profunda e significativa, permitindo que eles desenvolvam um entendimento mais abrangente
dos conceitos e procedimentos matematicos, em vez de simplesmente memorizar férmulas e
regras. Embora o ludico ndo se faca presente, a atividade de investigacdo é de grande

importancia.

4.2.3 2° ANO DO ENSINO MEDIO
e 1° bimestre do 2° ano do Ensino Médio
Comentario da autora: Aqui, o Teorema de Pitdgoras aparece em uma atividade cujo
objetivo é ensinar produtos notaveis. O Teorema de Pitdgoras aparece nessa atividade apenas
como forma de recordacao. Importante destacar que o contedo anterior a esse € a observacao
de formas geométricas espaciais e planificacdo desta forma tridimensional. Como o presente
trabalho visa o ensino do Teorema de Pitadgoras através das dobraduras, torna-se importante
destacar o momento no qual os alunos se familiarizam com as formas tridimensionais.
e Atividade 1 — Dois quadrados interessantes (2horas/aula)
Tarefa 1: Em um tridngulo retangulo, foi definido o Teorema de Pitagoras, que é: 0
quadrado da hipotenusa € igual & soma dos quadrados dos catetos. Chamando de “a” para a

hipotenusa e “b” e “c” para 0s catetos, escreva a expressao que representa esse Teorema.
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Comentério ao professor: promova uma discussdo sobre o enunciado correto do
Teorema de Pitégoras.

As demais tarefas ndo envolvem o Teorema estudado nesse trabalho.

e Atividade 2 - SARESP (Sistema de Avaliacdo de rendimento escolar do estado de S&o
Paulo), ENEM (Exame Nacional do Ensino Médio) e AAP (Avaliacdo de Aprendizagem em
Processo)

Promova, junto aos alunos, a leitura coletiva dos textos introdutérios, que trazem
informagdes sobre as relagdes métricas dos triangulos retangulos. Informe também que as
atividades previstas para essas aulas sdo itens do SARESP e do ENEM que relacionam
contextos que envolvem calculos com triangulos retangulos, em particular, as suas relacdes
métricas. Oriente que a leitura dos enunciados deve ser realizada com atencdo para a
compreensdo do problema e a percepc¢do dos dados referentes ao contexto. Ademais, atentem
para a relagdo métrica adequada para facilitar a resolucao de cada problema. Propomos que as
atividades para as aulas 1 e 2 sejam realizadas em dois blocos.

Bloco 1:
Para o primeiro bloco, os estudantes devem realizar as tarefas de 1 a 4. Depois de

resolverem o referido bloco, disponibilize um momento para a corre¢cdo com participacdo dos
estudantes, que poderdo ir a lousa realizar seus calculos e explicar seu raciocinio aos demais.
Nesse momento € importante o envolvimento de todos. Apés essa etapa promova a realizacédo
do segundo bloco, que consiste em solucionar as atividades de 5 a 7. Nas duplas, os estudantes
irdo aplicar as relacBes métricas nos triangulos retangulos para buscar a solucdo de cada
problema. Sugerimos novamente a socializacao na lousa.

O estudo dos triangulos retangulos: Desde os gregos, calculos utilizando triangulos
retdngulos sdo realizados, em particular, para a determinacdo de medidas inacessiveis. Raio da
terra, distancia da terra a lua, largura de rios e altura de arvores, montanhas ou prédios sdo
exemplos de situacdes em que tais aplicacfes sdo possiveis.

Caélculos com triangulos retangulos: Dentre os calculos envolvendo triangulos, existem
algumas relacgdes entre as medidas desse poligono que muito podem auxiliar na resolugédo de

problemas. Observe a Figura 26:

Figura 26: Triangulo retangulo utilizado para Atividade 2 do 2°ano EM.
A

Fonte: Caderno do aluno.
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Nesse triangulo retangulo temos que:

a = hipotenusa (lado oposto ao angulo reto)

b,c = catetos (lados que formam o angulo reto)

m,n = projec¢do dos catetos sobre a hipotenusa

h = altura do tridngulo referente a hipotenusa

A partir dos triangulos retangulo semelhantes ACD e ABD, temos as seguintes relagdes

meétricas:

a b
—=—->bi=a'n(1)
b n

a ¢
—=—->c?=a-m(2)
c m

a b h=bc
N —}p.
C=5 a. c (3)
n h B2 4
el U R2 — .
e m-n(4)

Além dessas, temos o0 Teorema de Pitagoras: b? + ¢ = a®, obtida somando-se as
relagdes (1) e (2), bem como sabendo que a=m-+n.

Tarefa 1: (SARESP, 2011) Aninha foi visitar suas amigas. Ela dirigiu seu automovel do
ponto X, onde fica sua casa, até a casa de Roseli, ho ponto y, percorrendo 12 km. Em seguida,
ela dirigiu mais 9km até a cada de Milena, no ponto z, conforme a figura. Quantos quilémetros
Aninha teria percorrido, em linha reta, se fosse direto de sua cada para a casa de Milena?

a) 36 km b) 24 km c) 15 km d) 39 km €) 21 km

Figura 27: Triangulo retangulo utilizado para a Tarefa 1 da Atividade 2 do 2° ano EM.

X
Y

L

Fonte: Questdo do SARESP presente no Caderno do aluno.

Tarefa 2: (SARESP, 2018) Um motorista vai da cidade A até a cidade E passando pela cidade

B, conforme mostra a figura. Quanto ele percorreu?
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Figura 28: Representa¢do do enunciado da Tarefa 2 da Atividade 2 do 2° ano EM.

a=25km

Fonte: Questdo do SARESP presente no Caderno do aluno.

Tarefa 3: (SARESP, 2005) Altura de uma arvore é 7m. Sera fixada uma escada a 1m de
sua base para que um homem possa podar os seus galhos. Qual 0 menor comprimento que esta
escada deverd ter?

@) 2v2m; b) 4V2m; ¢) 5v2m ;d) 7V2m
Figura 29: Representagdo do enunciado da Tarefa 3 da Atividade 2 do 2° ano EM.

m

P

—
Fonte: Questdo do SARESP presente no Caderno do aluno.
Tarefa 4. (SARESP, 2013) Para sustentar o telhado de um galpédo cuja parede tem 3

metros de altura, Jodo colocou um conjunto de vigas, medindo cada viga 10 metros de
comprimento. Na figura, uma delas aparece apoiada nos pontos B e C. A altura maxima do
telhado, isto &, a distancia AB ¢ igual a 9 metros. Pode-se concluir que a medida CD da parede

do galpdo mede, em metros:

Figura 30: Representa¢do do enunciado da Tarefa 4 da Atividade 2 do 2° ano EM.

Fonte: Questdo do SARESP presente no Caderno do aluno.

a)6b)8c)10d) 11
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Bloco 2:
Tarefa 5:(Caderno do aluno) A figura seguinte (Figura 31) mostra um triangulo
retdngulo e informa as medidas de alguns de seus elementos. Observando com atencdo 0s

valores fornecidos, qual € o valor de x?

Figura 31: Triangulo retangulo utilizado para a Tarefa 5 da Atividade 2 do 2° ano EM.

4 16
Fonte: Caderno do aluno.

a)10b)8c)6d)4

Tarefa 6: (SARESP, 2010) Na casa ilustrada a seguir, a estrutura de madeira que
sustenta o telhado apoia-se na laje. Devem-se dispor de caibros (pecas de madeira) na vertical,
indo da laje ao ponto mais alto do telhado, como a peca BD da ilustracdo. Devido a presenca
da caixa d’agua, essas pecas sdo cortadas com dois metros de comprimento e postas a meia
distancia das extremidades A e C da laje. Assim, ABD é um tridngulo retangulo de catetos
quatro metros e dois metros.

O comprimento da peca de madeira com extremidades em A e em B ¢,

aproximadamente de:

Figura 32: Representa¢do do enunciado da Tarefa 6 da Atividade 2 do 2° ano EM.

V2 =1,41; V3 = 1,71; V5 = 2,24
Fonte: Questdo do SARESP presente no Caderno do aluno.
a) 5 metros b) 7,05 metros c) 5,19 metros d) 4,48 metros

Tarefa 7. (ENEM 2006) Na figura que representa o projeto de uma escada com 5

degraus de mesma altura, o comprimento total do corriméo € igual a:
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Figura 33: Representa¢do do enunciado da Tarefa7 da Atividade 2 do 2° ano EM.

30 am

——

S0 £

24.cm

24 Cm

B0 om

24 om
M -
HMcm

Fonte: Questdo do ENEM presente no Caderno do aluno.

a) 1,8mb) 1,9mc) 2,0md) 2,1me) 2,2m

Esse bloco foi planejado para a duracéo de 2 horas/aula.

e 2° bimestre do 2° ano do Ensino Médio

No 2° bimestre ndo ha um topico voltado para o Teorema de Pitagoras, no entanto ha
tarefas que utilizam seus conceitos.

Tarefa 1: (Caderno do aluno) (Numeros irracionais em medicdes de raizes) Na casa da
familia Duarte, hd um portdo de madeira com 2m de comprimento e 2m de altura. Com o passar
do tempo, a familia tem percebido que o portdo tem iniciado um processo de deformacéo. Para
resolver a situacdo, pensaram em acrescentar uma barra na diagonal. Para garantir o controle
desse problema, qual deve ser o comprimento dessa barra? Faca um esbogo desse portdo e
represente a barra que sera acrescentada nele. Além disso, justifique sua resposta. Resposta
esperada 2v/2.

Tarefa 2: (Caderno do aluno) (FracGes com denominadores irracionais) uma estudante
do ensino meédio informou para um colega que conseguiria representar a medida da altura de
qualquer triangulo equilatero por meio de uma expressdo algébrica. O colega duvidou e disse
que so acreditaria se ela realizasse todas as operac6es detalhadamente na sua frente. A menina
aceitou o desafio, mas informou que ela realizaria os calculos e ele teria que explicar cada passo.

Feito esse combinado, a garote fez os seguintes passos:
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Figura 34: Tridngulo utilizado para a Tarefa 2 do 2°bimestre do 2° ano EM.

2
. {
B=f+|=
4o

Fonte: caderno do aluno.

Observe as etapas que a menina seguiu e descreva 0 passo a passo que o colega deve ter

explicado a ela.
e 3° bimestre do 2° ano do Ensino Medio
e Atividade 1 — A trigonometria no triangulo retéangulo.

Objetivos da aula: entender o que é a trigonometria. Conhecer as principais razes
trigonomeétricas no triangulo retangulo. Resolver e elaborar problemas com as principais razées
trigonométricas no triangulo retangulo.

Comentarios ao professor: Professor, sugerimos a apresentacdo do caderno do estudante
e um dialogo sobre as ideias centrais das tarefas dessa sequéncia. Destaque que estudaremos
funcdes periddicas e que partiremos de importantes conceitos relacionados a trigonometria.
Ressalte que, na proposta inicial, o importante é que entendam as razdes trigonomeétricas,
especialmente, seno, cosseno e tangente.

Ao longo dos estudos da matematica, especificadamente da Geometria plana, desde os
primordios, o triangulo foi sempre considerado uma das principais figuras. Especial atencéo
sempre foi dada ao estudo do tridngulo retangulo.

A trigonometria é a &rea da matematica, dentro da Geometria, que analisa as relagdes
existentes entre 0s angulos de um triangulo e o comprimento de seus lados.

Observe a figura a seguir (Figura 35):
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Figura 35: Triangulo retangulo utilizado para demonstrar razdes trigonométricas da Atividade 1 do 2° ano EM 3° bimestre.

Fonte: caderno do aluno

O triangulo retangulo é formado pelos catetos, que sdo os lados que formam o angulo
reto, chamados de cateto adjacente e cateto oposto, e pela hipotenusa, que é o lado oposto ao
angulo reto, sendo o maior lado do triangulo retangulo. No triangulo ABC acima, a e b séo os
catetos e ¢ a hipotenusa. As razfes trigonométricas foram criadas considerando que dois
triangulos retangulos que possuem um segundo angulo congruente sdo semelhantes, pois, entre
eles, as medidas dos lados sdo proporcionais e as medidas dos angulos sdo congruentes. Logo,
tomando um angulo agudo de um tridngulo retangulo, a razéo entre seus lados terd 0 mesmo
resultado. Essa constatacdo possibilitou o desenvolvimento das razdes trigonométricas
inicialmente em triangulos retangulos, mas depois para triangulos quaisquer. As razdes
trigonométricas principais sdo 0 seno, 0 cosseno e a tangente, definidas na sequéncia:

Para o Angulo p:

cateto oposto a B cateto adjacente a cateto oposto a 8
senf = - ; cosf = , ; tgp = -
hipotenusa hipotenusa cateto adjacente a
Para o angulo a:
cateto oposto a a cateto adjacente a @ cateto oposto a a
sena = ; cosa = ; tga =

hipotenusa hipotenusa cateto adjacente a a

Tarefa 1. (SARESP, 2021, adaptado) um bombeiro sobe uma escada de 15m de
comprimento que forma um angulo de 60° com o solo. Encontre a altura aproximada que o

bombeiro esté do solo, quando chega ao topo da escada. Use sen a = 0,87.



50

Figura 36: Representacéo do enunciado da Tarefa 1 Atividade 1 do 2° ano EM 3° bimestre.

44— altura —p

o|

Fonte: Caderno do professor.

Comentario ao professor: A tarefa 1 consiste na resolucdo de uma situacdo problema
que envolve a razdo trigonométrica seno. Para que 0s estudantes entendam o processo, €
necessario que seja feita a introducdo ao estudo das razdes trigonométricas no triangulo
retdngulo. Professor, vocé pode, nesse momento da aula, recordar sobre a importancia do estudo
dos triangulos nas diversas areas e situacGes do cotidiano. Relembre com os estudantes a
classificacdo dos triangulos, e em especial, fale sobre o tridngulo retangulo. Apresente situacdes
do dia a dia que esse poligono aparece. Fale sobre as relacdes métrica e trigonométricas, que
resolvem uma série de problemas, com enfoque nas relacfes trigonomeétricas, objeto de estudo
dessas aulas.

No estudo das razdes trigonométricas, existem alguns angulos que utilizamos com
frequéncia, por esse motivo os chamamos de angulos notaveis. S&o eles os angulos de 30°, 45°
e 60°. Sendo assim, é importante conhecer os valores do seno, cosseno e tangente desses

angulos. Confira o quadro a seguir:

Quadro 6: Quadro das relagcdes métricas.

i g 45 &0
1 vz +3
Sen = — ==
] 2 F]
Cos E ﬂ L
2 2
3
Tg "—i V3

Fonte: Caderno do aluno

Agora, com esses valores, vocés podem fazer todas as tarefas que envolvem tais
angulos. Para os demais angulos, os dados encontrados na tabela trigonometrica, acessivel em

livros e em plataformas digitais.
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Tarefa 2: Observe o tridngulo ABC a seguir (Figura 37) e encontre os valores de x e y.
Figura 37: Tridngulo ABC utilizado para a Tarefa 2 Atividade 1 do 2° ano EM 3° bimestre.

1,40 m

Fonte: Caderno do aluno.

Tarefa 3: (SARESP,2019) um avido levanta voo sob um angulo de 30° em relacdo ao
solo. Apds percorrer 9km em linha reta, sua altura em relacéo ao solo sera de quanto? Considere
sen 30° =0,5.

Comentarios ao professor: nas tarefas 3 e 4 é preciso que os estudantes saibam
identificar qual a razdo trigonométrica é mais indicada para resolver as tarefas. Também é
importante dar énfase aos valores dos angulos notaveis, por serem muito utilizados, ficando
mais facil caso os estudantes saibam seus valores.

Tarefa 4: Agora € a sua vez de elaborar uma situacdo problema que pode ser resolvida
utilizando a razéo trigonométrica cosseno, de um angulo de 45°. Apos elaborar, troque com um
colega da sala vocés resolverem a situacao problema do outro e depois socializem a turma.

Comentario ao professor: na tarefa 4, € solicitado aos estudantes que elaborem uma
situacdo problema, com algumas dicas para facilitar a elaboracdo. Nesse momento, € importante
o0s estudantes estarem em duplas, para trocarem suas atividades.

Essa atividade foi planejada para a duracao de 2 horas/aula.

Comentério da autora: observa-se na tarefa 1 da atividade 1 do 3° bimestre a
apresentacdo do valor de um angulo da seguinte forma: “sen a.= 0,87, no entanto, ndo aparece
“a” no enunciado do exercicio e na imagem fornecida pelo exercicio, uma possivel corregdo
seria substituir o “a” pelo valor do angulo dado no enunciado, facilitando a compreensao dos
alunos. Além disso, observa-se que no 2° do ano do Ensino Médio ha uma série de exercicios
parecidos. A atividade de repeticdo na matematica € importante por varias razdes. Em primeiro
lugar, a repeticdo é fundamental para a fixacao de habilidades basicas, como o célculo, a algebra
e a geometria. Através da pratica repetitiva, os alunos se tornam mais proficientes em resolver
problemas matematicos e em aplicar as regras e formulas corretamente. A repeticdo tambem
pode ajudar a fortalecer a confianga dos alunos em suas habilidades matematicas, o que pode

levar a uma maior motivacdo e engajamento na disciplina. Embora a atividade de repeti¢do



52

tenha importancia e relevancia, relembro que o objetivo desse trabalho é apresentar uma
abordagem através de dobraduras e do ludico para o ensino do tema em questdo: o Teorema de

Pitagoras.

4.2.4 3° ANO DO ENSINO MEDIO
e 1° Bimestre do 3° ano do Ensino Médio

Neste ano e bimestre 0 Teorema de Pitagoras é utilizado apenas na resolucdo de
exercicios. Veremos a seguir 0s exercicios propostos no caderno do aluno que utilizam do
Teorema de Pitagoras em sua resolucao.

Tarefa 1: (Aula: distancias) (ENEM, 2011 — adaptado). Um bairro de uma cidade foi
planejado em uma regido plana, com suas paralelas e perpendiculares, delimitando quadras de
mesmo tamanho. No plano de coordenadas cartesianas seguinte, esse bairro localiza-se no
segundo quadrante e as distancias nos eixos sdo dadas em quildmetros. A reta de equacéo,
descrita no grafico (Figura 38), representa o planejamento do percurso da linha do metrd
subterrneo que atravessara o bairro e outras regides da cidade. No ponto P = (-5,5), localiza-
se um hospital publico. A comunidade solicitou, ao comité de planejamento que fosse prevista
uma estacdo do metré de modo que sua distancia ao hospital, medida em linha reta, ndo fosse
maior que 5km.

Desejando atender ao pedido da comunidade, o comité argumentou corretamente que iSso
poderia ser satisfeito, pois ja estava prevista a construcdo de uma estacdo em algum dos pontos
(0,4), (3,1) e (2,6). Qual desses pontos seria 0 mais conveniente para ser instalada a estacdo do

metr6? Justifique sua resposta.
Figura 38: Grafico utilizado para a Tarefa 1 do 3° ano EM 1° bimestre.

Fonte: Caderno do aluno
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Apos identificar os pontos dados, os alunos utilizardo o Teorema de Pitagoras para

calcular as distancias.

Figura 39: Representacéo das distancias utilizadas na Tarefa 1 do 3° ano EM 1° bimestre.

Fonte: Caderno do aluno.

Tarefa 2: (Aula: perimetro das figuras planas) O triangulo equilatero possui todos os
lados congruentes, isto é, todos os lados do triangulo possuem a mesma medida. O triangulo
isdsceles possui, pelo menos, dois lados congruentes, ou seja, possui dois lados iguais € um
diferente. O triangulo escaleno possui todos os seus lados diferentes, ou seja, cada lado tem
uma medida diferente.

Considere o triangulo de vértices A (7,3), B (-4,3) e C (-4,-2). O triangulo ABC é retangulo?

Nessa tarefa o aluno precisa calcular a distancia entre os vértices. Identificar a maior
distancia e supor que essa € a hipotenusa. Entdo, aplicar o Teorema de Pitagoras e identificar
se a soma dos quadrados dos catetos sera igual ao quadrado do valor da suposta hipotenusa.

Tarefa 3: (Aula: perimetro das figuras planas) (ENEM, 2014) Um construtor pretende
murar um terreno e, para isso, precisa calcular o seu perimetro. O terreno esta representado no

plano cartesiano, conforme a figura, no qual foi usada a escala 1:500 cm. Use 2,8, como

aproximagao para v/8. De acordo com essa informag&o, o perimetro do terreno, em metros, é:
a) 110.
b) 120.
c) 124.
d) 130.
e) 144,
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Figura 40: Representa¢do do enunciado da Tarefa 3 do 3° ano EM 1° bimestre.

Fonte: Caderno do aluno.

Nesse exercicio o Teorema de Pitagoras sera usado para calcular a distancia do segmento BC.
E entdo, conseguir finalizar a soma do perimetro.
e 2° bimestre do 3° ano do Ensino Medio

No 2° bimestre hd uma sequéncia de atividades que tem por objetivo o estudo do

triangulo retangulo. Veremos as tarefas propostas no caderno do aluno.
e Atividade 1 — Estudo do triangulo retangulo

Comentario ao professor: Professor, com as carteiras organizadas em duplas é
interessante comecar uma conversa com 0s estudantes informando que, nas proximas aulas,
estudardo sobre triangulo retangulo, com o destaque para as atividades iniciais requerem
observacio de algumas figuras desse tridngulo e anotacio dos seus elementos e relagdes. E
interessante encaminhar a discussdo no sentido de orienta-los quanto a importancia do estudo
do tridngulo retangulo para o desenvolvimento de habilidades que dizem respeito a aplicacao
do Teorema de Pitagoras, bem como pelo recorrente uso deste em diversas situagcdes, como por
exemplo, a logistica e o desenvolvimento cotidiano no setor de transportes. Apds essa breve
introducdo, os estudantes receberéo o caderno do estudante para leitura coletiva.

Obijetivos da aula: Identificar os elementos do triangulo retangulo, associando cada um
a sua medida. Estabelecer relagdes métricas no triangulo retangulo a partir da semelhanca de
triangulos envolvendo os catetos, suas respectivas projecdes sobre a hipotenusa, a hipotenusa e
a altura relativa a hipotenusa.

Tarefa 1: (SARESP, 2020) um motorista vai da cidade A até a cidade E, passando pela

cidade B, conforme mostra a figura. Quantos km ele percorreu?
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Comentario ao professor: Na Tarefa 1, sugerimos que discuta com os estudantes as

outras relagcBes métricas do triangulo retangulo, revisando o contetdo.

Figura 41: Representa¢do do enunciado da Tarefa 1 da Atividade 1 do 3° ano EM.

b

S
A

16 km Ju L1 s

25 km
Fonte: Caderno do aluno

Tarefa 2: Utilizando o quebra cabeca, use as pecas para montar os dois quadrados

menores e, em seguida, tente montar o quadrado maior utilizando as mesmas pecas. Qual

relacdo é possivel estabelecer entre as areas das figuras?
Figura 42: Quebra cabeca utilizado para a Tarefa 2 da Atividade 1 do 3° ano EM.

Fonte: Caderno do aluno

Comentarios ao professor: Na tarefa 2 comente que devido a um recorte impreciso pode
ser que as pecas ndo se encaixem perfeitamente no quadrado da hipotenusa.

Tarefa 3: (ENEM, 2019) Construir figuras de diversos tipos, apenas dobrando e
cortando papel, sem cola e sem tesoura, € a arte do origami. Que tem um significado altamente
simbolico no Japdo. A base do origami é o conhecimento do mundo por base do tato. Uma
jovem resolveu construir um cisne com a técnica do origami, utilizando-se uma folha de papel

de 18 cm por 12 cm. Assim, comegou por dobrar a folha conforme a figura 43.
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Figura 43: Representa¢do do enunciado da Tarefa 3 da Atividade 1 do 3° ano EM.

A 18 cm B
D 12 cm
E 12 cm -

Fonte: Caderno do aluno.
Apos essa primeira dobradura, a medida do segmento AE é de:
@) 2v22c¢ m; b) 63 em; ¢) 12 cm; d) 6V5 cm; e)12v2 cm

Comentario ao professor: para comegar essas tarefas, pode-se definir um triangulo como
sendo uma figura geométrica plana formada por trés pontos nédo colineares, que sdo chamadas
de vértice. Retome o conceito de aresta e comente que a soma dos angulos internos de qualquer
tridngulo sempre serd 180°. Os estudantes terdo a oportunidade de relembrar os tipos de
tridangulo e estudar um caso particular, o triangulo retangulo. Aproveite, este momento para
comentar sobre a presenca de um angulo medindo 90°, chamado de angulo reto, cujo lado
oposto a ele recebe o nome de hipotenusa e os outros dois lados sdo denominados catetos.
Oriente os estudantes a desenharem um triangulo retadngulo tracando a altura relativa a sua
hipotenusa. Com isso, é possivel estabelecer suas relagdes métricas utilizando o conceito de
semelhanca. Essas relacdes contribuirdo para resolver a tarefa 1 e, portanto, os alunos ja estardo
prontos para respondé-la. Para a tarefa 2, oriente os estudantes sobre o uso da caneta para pintar,
da tesoura sem ponta e cola para a montagem do quebra-cabeca. Com o quebra-cabeca montado
é possivel realizar uma boa discussdo sobre a relacdo entre as areas dos quadrados. Serd um
momento pertinente para demonstrar o Teorema de Pitdgoras de forma empirica para,
posteriormente, generalizar a sua formula. Os estudantes terdo a oportunidade de argumentar
sobre suas ideais, percepcbes e conhecimentos sobre o assunto. A discussdo até chegar a
formula generalizada do Teorema de Pitagoras, contribuira para a realizacdo da tarefa 3 que diz
respeito a aplicacdo desse teorema.

e Atividade 2 — Estudo do triangulo retdngulo no plano cartesiano e aplica¢éo do Teorema

de Pitagoras.

Objetivos da aula: reconhecer os conceitos relacionados a localizagdo de um ponto no
plano cartesiano através de “deslocamentos’ horizontais e verticais, bem como localizar pontos

a partir de um ponto dado. Aplicar o Teorema de Pitagoras para calcular a distancia entre dois
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pontos no plano cartesiano. Aplicar o Teorema de Pitagoras para calcular a medida da altura do
triangulo equilatero em situacdes problema. Aplicar o Teorema de Pitadgoras para calcular a
medida da diagonal de um quadrado em situacdes problema.

Tarefa 1: Localize os pontos A = (-5,8) e B = (7,4) no plano cartesiano e calcule a

distancia entre eles.

Figura 44: Representa¢do do enunciado da Tarefa 1 da Atividade 2 do 3° ano EM.

~ |

b

6 -5 -4 -3 -2 40l 1 2 3 4 5 6 7
1

Fonte: Caderno do aluno

Tarefa 2: Um poste na vertical é preso a dois fios de cabo de aco fixos no chdo de um
terreno plano horizontal. Sabendo que o comprimento dos fios é de 30m, e que a distancia entre

eles relativa ao chdo também é de 30m, calcule o comprimento do poste.
Figura 45: Representagdo do enunciado da Tarefa 2 da Atividade 2 do 3° ano EM.

W<

A B o

Fonte: Caderno do aluno.

Tarefa 3: (AAP, 2013) Dois péssaros, identificados por P1 e P2, encontram-se no alto

de dois prédios e enxergam um pedago de pdo no chdo. Eles partem no mesmo instante em
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direcdo ao pdo, voando em linha reta e & mesma velocidade. Qual passaro chegara primeiro ao
pao?

Figura 46: Representa¢do do enunciado da Tarefa 3 da Atividade 2 do 3° ano EM.

36 m {:} 25m

Fonte: Caderno do aluno.

Tarefa 4 Utilize o Teorema de Pitagoras para deduzir a férmula da diagonal e qualquer
quadrado de lado “I”.

Tarefa 5: Carlos esta ajudando seu avé a construir um galinheiro no sitio da familia. Na
entrada do galinheiro haverd um portdo feito com tiras de madeira. O portdo tera 0,90m de
comprimento e de largura. Porém, para sustentar essas tiras de madeira, sera preciso colocar
um reforgo diagonal no portdo. Qual deve ser o comprimento da madeira que Carlos colocara
para reforcar o portdo?

e Atividade 3 — Calculo da diagonal do prisma

Obijetivos da aula: Utilizar o Teorema de Pitagoras para deduzir a medida das diagonais
de um cubo, em funcdo da medida do lado. Utilizar o mesmo teorema para deduzir a medida
das diagonais de um paralelepipedo, em funcdo da medida dos lados. Resolver e elaborar
situacBes problema de aplicacdo do Teorema de Pitagoras no calculo do comprimento das
diagonais do cubo e do paralelepipedo.

Comentarios ao professor: sugerimos que comente com 0s estudantes que é possivel
utilizar o Teorema de Pitdgoras em diversas situacdes, inclusive para deduzir algumas férmulas.
Professor. Se possivel, leve para a aula embalagens/objetos em formato de cubo e
paralelepipedo reto retangulo. Como exemplos, sugerimos: caixa de creme dental e caixa de
presente no formato de cubo. Faca uma retomada sobre as caracteristicas para um sélido ser
classificado como prisma: aresta, face, vértice, diagonal da base e diagonal do prisma.

Tarefa 1: O cubo a seguir tem as arestas medindo 5¢cm. Determine a medida da diagonal

interna (CH) desse cubo.
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Figura 47: Representa¢do do enunciado da Tarefa 1 da Atividade 3 do 3° ano EM.

H G

Fonte: Caderno do aluno.

Tarefa 2: Uma caixa tem o formato de um paralelepipedo reto retdngulo com 8cm de
comprimento, 6 de profundidade e 24 de altura, conforme a figura a seguir. Encontre a medida

do segmento BH, também chamado diagonal do prisma.

Figura 48: Representagdo do enunciado da Tarefa 2 da Atividade 3 do 3° ano EM.

24

Fonte: Caderno do aluno

Tarefa 3: Observe a figura a seguir (Figura 49):
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Figura 49: Representacdo utilizada para a Tarefa 3 da Atividade 3 do 3° ano EM.
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Fonte: Caderno do aluno.

Calcule as diagonais AB e CD.

Comentarios ao professor: Apo6s relembrar algumas propriedades dos prismas e com 0s
estudantes organizados em duplas pode-se questionar sobre a possibilidade de se calcular a
medida da diagonal de um cubo e de um paralelepipedo reto retangulo aplicando o Teorema de
Pitagoras. Se necessario, relembre a formula da diagonal do quadrado. Recomendamos que
disponibilize um tempo, combinado previamente, para os estudantes resolverem a tarefa 1. E
importante que os estudantes fagam registros das suas resolugfes e compartilhem no momento
da correcdo. Aproveite para deduzir a medida da diagonal do cubo em funcdo da medida do
lado. Questione os estudantes sobre qual era a medida da aresta e qual foi o resultado final.
Com isso, espera-se que eles percebam a relacdo entre a medida do lado e o célculo da diagonal
do cubo. Sugerimos que faca 0 mesmo com a tarefa 2.

e Atividade 4 — Aplicacdo do Teorema de Pitagoras

Objetivos da aula: Utilizar o Teorema de Pitdgoras para determinar os perimetros de
tridangulos e quadrilateros no Geoplano, no plano cartesiano e em malhas quadriculadas.
Determinar a distancia da linha horizontal a partir da aplicacdo do Teorema de Pitagoras e do
conhecimento sobre circunferéncia.

Comentarios ao professor: Para essas atividades, propomos uma retomada sobre 0s
principais conceitos tratados no decorrer dessa sequéncia de tarefas. Desse modo, sugerimos
trés atividades que serdo aplicadas nos estudos ja realizados. Assim, o inicio pode ser por meio
de um diadlogo com informacgfes sobre a proposta. Além disso, consideramos interessante
esclarecimentos quanto as atividades que serdo desenvolvidas nas aulas desse dia.

As proximas atividades prop8em a sistematizacdo do que foi estudado sobre as figuras

espaciais. Sendo assim, leia com clareza os enunciados e busque resgatar os conhecimentos ja
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desenvolvidos nas aulas anteriores. A partir da tarefa 4, vocé ird se deparar com oito questdes
que sdo itens do ENEM e SARESP.
Tarefa 1: Considerando que a distancia entre dois pontos é de 1 unidade de medida,

determine o perimetro das figuras a seguir (Figura 50).

Figura 50: Representacdo utilizada para a Tarefa 1 da Atividade 4 do 3° ano EM.

Fonte: Caderno do aluno.
Tarefa 2: Determine a medida de AO, FO, CD.

Figura 51: Representac¢do utilizada para a Tarefa 2 da Atividade 4 do 3° ano EM.

E vy184 F
b B
a
7
D V264 :
2 (n 24 B

Fonte: Caderno do aluno.

Tarefa 3: Determine o raio da circunferéncia a seguir (Figura 52):
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Figura 52: Representacdo utilizada para a Tarefa 3 da Atividade 4 do 3° ano EM.

Fonte: Caderno do aluno.
Tarefa 4: (ENEM, 2017) Para decorar uma mesa de festa infantil um chefe de cozinha

usard um meldo esférico com diametro medindo 10cm, o qual servird de suporte para espetar
diversos doces. Ele ira retirar uma calota esférica do meldo, conforme ilustra a figura, e, para
garantir a estabilidade deste suporte, dificultando que o meldo role sobre a mesa, o chefe faré o
corte de modo que o raio r da secdo circular de corte seja de pelo menos 3cm. Por outro lado, 0

chefe desejara dispor da maior area possivel da regido em que serdo fixados os doces.
Figura 53: Representacdo utilizada para a Tarefa 4 da Atividade 4 do 3° ano EM.

Fonte: Caderno do aluno

Para atingir todos 0s seus objetivos, o chefe devera cortar a calota do meldo numa altura

h, em centimetros, igual a:

91
Q)5- |5 b)10 —V91; ©)1; d)4; e)5
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Tarefa 5: (ENEM, 2016) A bocha é um esporte jogado em canchas, que séo terrenos
planos e nivelados, limitados por tablados perimétricos de madeira. O objetivo desse esporte é
lancar bochas, que sdo bolas feitas de um material sintético, de maneira a situa-las o mais perto
possivel do bolim, que é uma bola menor feita, preferencialmente, de ago, previamente lancada.
A Figura a seguir ilustra um bocha e um bolim que foram jogados em uma cancha. Suponha
que um jogador tenha langado um bocha, de raio 5¢cm, que tenha ficado encostada no bolim, de

raio 2cm.

Figura 54: Representacdo utilizada para a Tarefa 5 da Atividade 4 do 3° ano EM.

Fonte: Caderno do aluno

Considere 0 ponto C como o centro do bocha, e 0 ponto O como o centro do bolim.
Sabe-se que A e B sdo os pontos em que a bocha e o bolim, respectivamente, tocam o chéo da
cancha, e que a distancia entre A e B € igual a d. Nessas condi¢des, qual a razdo entre d e o raio
do bolim?

a)1; b)2vZ, V5 d)2; e)V10

Tarefa 6: (ENEM, 2014) Diariamente, uma residéncia consome 20160Wh. Esse reldgio
possui 100 células solares retangulares (dispositivos capazes de converter a luz solar em energia
elétrica) de dimensdes 6cm x 8cm. Cada uma das tais células produz, ao longo doa dia, 24 Wh
por centimetro de diagonal. O proprietario dessa residéncia quer produzir, por dia, exatamente
a mesma quantidade de energia que sua casa consome. Qual deve ser a acao desse proprietario
para que ele atinja o seu objetivo?

a) Retirar 16 células.
b) Retirar 40 células.
c) Acrescentar 5 celulas
d) Acrescentar 20 células.
e) Acrescentar 40 células.
Tarefa 7: Marcos possui em sua empresa um tanque cilindrico cujo topo mede 8 metros

de didmetro e 4 metros de profundidade. Sabendo que o circulo abaixo representa o topo no
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tanque, encontre a medida do segmento EF. Note que é o centro da circunferéncia e que 0s

segmentos CD e AB séo paralelos.
Figura 55: Representagdo utilizada para a Tarefa 7 da Atividade 4 do 3° ano EM.

Fonte: Caderno do aluno

Tarefa 8: Paula mora no bairro Juca Floriano e sua escola fica localizada no bairro
Constantina. Na figura abaixo a casa de Paula é representada pelo ponto A e para concluir uma
pesquisa, ela necessita descobrir a medida de AD, onde D ¢é a sua escola. Sabendo que Paula
conhece apenas as medidas e graus representados na imagem, encontre a medida de AD em km.

Dados 4/3=1,3 e 1/3=0,3.

A medida do segmento BC é igual a 1 e o segmento BE é perpendicular ao segmento
AD.

Figura 56: Representacdo utilizada para a Tarefa 8 da Atividade 4 do 3° ano EM.

D

B C

Fonte: Caderno do aluno.

Tarefa 9: a figura abaixo é um bloco retangular de base quadrada, onde sua altura mede

8cm e o lado de sua base mede 4cm. Qual a medida da diagonal BE deste bloco retangular?
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Figura 57: Representac¢do utilizada para a Tarefa 9 da Atividade 4 do 3° ano EM.

H G

Fonte: Caderno do aluno.

Tarefa 10: A piramide possui uma base quadrada com medida de 8cm. Sabendo que a

medida de VC é de 10cm, encontre a altura VE da pirdmide.
Figura 58: Representac¢do utilizada para a Tarefa 10 da Atividade 4 do 3° ano EM.

Fonte: Caderno do aluno.

Comentario da autora: na secdo referente ao 3° ano do Ensino Médio, ndo hé a presenca
de atividades ludicas e, sim, diversos exercicios de vestibulares. Os exercicios de matemética
de vestibular sdo importantes por varias razdes. Em primeiro lugar, eles permitem que os alunos
pratiquem a aplicacdo dos conceitos matematicos que aprenderam ao longo do ensino médio

em situacBes concretas e contextualizadas. 1sso é fundamental, pois muitas vezes os problemas
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do vestibular envolvem situac¢Ges do cotidiano e exigem uma boa capacidade de interpretacédo
e resolucdo de problemas. Além disso, 0s exercicios de matematica de vestibular séo uma forma
eficaz de preparar os alunos para a prova, ja que muitas vezes os testes de vestibular envolvem
questdes complexas e desafiadoras. A pratica com exercicios de vestibular ajuda os alunos a se
familiarizarem com o tipo de questdes que podem ser apresentadas na prova, e a desenvolverem

uma boa estratégia para resolvé-las.

4.3 APOSTILA OBMEP
4.3.1 TEOREMA DE PITAGORAS E AREAS

O Teorema de Pitagoras € um dos temas de maior importancia na Geometria, esse
assunto é abordado, geralmente, no 9° ano do Ensino Fundamental, no entanto diversos topicos
da matematica utilizam esse teorema e, portanto, torna-se um assunto frequente no Ensino
Médio. Embora seja um assunto frequente, é pouco aprofundado e os alunos perdem a
oportunidade de conhecer as surpreendentes aplicacfes desse teorema.

Pitagoras nasceu na ilha de Samos e foi um grande responsavel pelas ideias iniciais da
matematica como ciéncia. Foi um grande viajante, observando em diferentes culturas o
desenvolvimento do conhecimento matematico. Em Crotona, onde hoje é a Italia, Pitdgoras
fundou uma sociedade secreta dedicada ao estudo de matematica e filosofia, hoje chamariamos
de escola. Um fato histdrico curioso é que todos os documentos da época se perderam e sua
escola secreta era comutaria, ou seja, as descobertas eram comuns e pertenciam a todos. Por
essa razao, Pitdgoras é uma figura obscura na histéria e nem se sabe ao certo se ele foi o
responsavel por definir o teorema que recebe o seu nome, mas ele recebe 0 nome no teorema
pois naquela época todo crédito era dado ao mestre. Acredita-se que a demonstracao original
deva ter sido usando &reas.

O enunciado do Teorema de Pitagoras: em qualquer tridngulo retangulo, a area do
quadrado cujo lado € a hipotenusa € igual a soma das areas dos quadrados que tém como lados
0S seus catetos.

Considerando “a” a medida da hipotenusa e “b” e “c” a medida dos catetos, podemos
afirmar pelo enunciado do Teorema de Pitagoras que:

a? =b%*+c?
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Figura 59: Imagem utilizada para demonstrar o Teorema de Pitdgoras material OBMEP.

Fonte: material OBMEP: Teorema de Pitagoras e areas.

Utilizando-se do recurso da imagem (Figura 59), conclui-se que a area sombreada em
tom mais claro é igual a area escura. Esse fato é misterioso e intrigante, para que possamos nos
convencer dessa verdade tomemos algumas demonstracoes.

e A demonstracdo classica

Dado um tridngulo retangulo de hipotenusa “a” e catetos “b” e “c”, considere 0 quadrado
cujo lado é “b + c”.

Figura 60: Imagem utilizada para realizar a demonstragéo classica do Teorema de Pitagoras do material da OBMEP.

fe] I & B

i

b

3 b 1 I

Fonte: material OBMEP: Teorema de Pitagoras e areas.

Na figura 60, figura da esquerda, retiramos do quadrado de lado “b + ¢” quatro
triangulos retangulos iguais ao tridngulo retangulo dado, restando um quadrado de lado a. Na
figura 60, figura da direita, retiramos também do quadrado de lado “b + ¢” 0s quatro triangulos
iguais ao triangulo retangulo dado, restando um quadrado de lado “b” e outro de lado “c”. Logo,
a area do quadrado de lado a é igual a soma das areas dos quadrados cujos lados medem “b” e
“c”.

e A demonstracdo que usa semelhanca

Seja o triangulo ABC (Figura 61), onde A = 90°, “m” e “n” as projec¢des verticais dos
catetos “b” e “c” sobre a hipotenusa “a” e “h” a altura do trianuglo ABC em relacao a hipotenusa

(Y92

a
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Figura 61: Triangulo utilizado para demonstrar o Teorema de Pitagoras por semelhancas do material da OBMEP.

i

Fonte: material OBMEP: Teorema de Pitagoras € areas.

Da semelhanca de tridngulos AHC e ABC, demonstrado anteriormente, temos “b?=a.m”
e, da semelhanca de tridangulos AHB e ABC, também ja demonstrado, temos c2=na. Somando
essas duas relagdes membro a membro, encontramos:
b%? + c? =am+ an = a(m + n) = axa = a*
Essa demonstracdo é frequente feita nas escolas, pois permite a demonstracdo do
Teorema de Pitagoras e permite encontrar as métricas importantes do triangulo retangulo.

e A demonstracéo de Perigal

Figura 62: Imagem para demonstrar o Teorema de Pitagoras por Perigal do material da OBMEP.

Fonte: material OBMEP: Teorema de Pitagoras e areas.

A demonstracdo de Perigal parte do tracado, sobre o quadrado construido sobre o maior
cateto, de duas retas perpendiculares entre si, passando pelo centro desse quadrado e, uma delas,
paralela & hipotenusa do triangulo dado. Com isso, o quadrado construido sobre o maior cateto
ficara dividido em quatro partes congruentes. Essas quatro partes mais o quadrado construido
sobre 0 menor cateto, preenchem completamente o quadrado construido sobre a hipotenusa, o
gue demonstra o Teorema de Pitagoras.

e A reciproca do Teorema de Pitagoras

A pergunta é: se “a”, “b” e “c” sdo reais positivos com “a?=b2+c2” serd o triangulo de

lados “a”, ”b” e “c” retangulo?
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Intuitivamente, pensamos que sim. Mas, vamos demonstrar. Considere entdo tridngulo
ABCcomBC=a, CA=beAB=c.

1° caso: Se A < 90°

Tomemos b <c. Assim, o ponto D, projecéo de A sobre BC, cai no interior do lado BC.

Sejam AD =h e CD = x. Consequentemente BD = a - X

Figura 63: Imagem utilizada para provar a reciproca do Teorema de Pitagoras do material da OBMEP.

A
b :h c
]
|
|
c X D a-x B

| |
| L
| |

=]
Fonte: material OBMEP: Teorema de Pitagoras e areas.
No tridngulo retangulo ACD temos que: b? = h? + x2 (1).
No tridngulo retangulo ABD temos que: ¢ = h? + (a — x)? (2).
De (2) temos: ¢2 = h? + a? + x? — 2.a.x (3).
Substituindo (1) em (3) temos que:
c2=a’+ b*-2.a.x - a*= c?>— (b®>+2.a.x) < b?>+ ¢?
Ou seja, a? < b? + ¢* que contradiz a condicdo inicial.
2° caso: A > 90°
Agora, o ponto D fica fora do lado AB

Figura 64: Imagem utilizada para provar a reciproca do Teorema de Pitagoras do material OBMEP.

Fonte: material OBMEP: Teorema de Pitagoras e areas.

Utilizando os mesmos célculos do caso anterior, teremos que:
a? =b?+c? + 2cx
Ou seja, a® > b? + ¢, novamente contradizendo a condigéo inicial.
Demonstramos entéo que:
A <90° - a? < b? + ?
A>90° - a? > b% + ¢?

Assim, a condigéo a2 = b? + c2 implica necessariamente que A=90°.
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e Ternos pitagoricos
O triangulo de lados 1, 3 e V10 é retangulo? Sim, pois tomando o maior desses nimeros

(v/10)como sendo a possivel hipotenusa, temos:

(V10)* = 12 + 3

Até hoje busca-se encontrar triangulos cujos lados sdo medidos por lados inteiros. O
triangulo de lados 3 ,4 e 5 é retdngulo, mas o tridangulo de lados 372, 925 e 997 também ¢é
retdngulo. Este é o tridngulo retangulo de maior perimetro que tem lados menores que 1000.
Faz-se a seguinte pergunta: Como encontrar triangulos retangulos cujos lados tenham medidas
inteiras?

e Generalizando o Teorema de Pitagoras

O Teorema de Pitagoras afirma que a &rea do quadrado construido a partir da medida
hipotenusa de um triangulo retangulo € igual a soma das areas dos quadrados construidos a
partir das medidas dos catetos. Agora, imaginemos figuras semelhantes quaisquer, construidas

sobre os lados dos triangulos.

Figura 65: Imagem utilizada para generalizar o Teorema de Pitadgoras do material da OBMEP.

[

Fonte: material OBMEP: Teorema de Pitagoras e areas.

Sejam A, B e C as areas dessas figuras semelhantes, construidas sobre a hipotenusa a e
sobre os catetos b e ¢ de um tridngulo retangulo, como mostra a figura 65. Sabendo que a razéo
entre as areas de figuras semelhantes € igual ao quadrado da razdo de semelhanga, entdo:

é ((1)2 A B

B~ \p) M@
A a2 A C
=) wzm=5

Pela propriedade transitiva das proporcées, pelo fato do triangulo dado ser retangulo,
temos que a2 = b2 + c2 e, consequentemente A=B+C. Isto quer dizer que, se as figuras

semelhantes sdo construidas sobre os lados de um triangulo retangulo, a area da figura
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construida a partir da medida da hipotenusa é igual a soma das areas das figuras construidas
sobre os catetos. Generalizando, assim, o Teorema de Pitagoras.

Apds a apresentacdo dessa definicdo ha diversos problemas a serem propostos, dos quais
vale a leitura do professor para selecionar alguns para os alunos. Um problema que me chamou
a atencdo pelo fato de sair da generalizacdo dos quadrados comumente apresentado foi o
problema de Hipocrates:

Problema: o problema de Hipdcrates. A figura a seguir (Figura 66) mostra um triangulo
retangulo e trés semicircunferéncias tendo os lados como diametros dos semicirculos. Mostre

que a soma das areas das duas ltnulas sombreadas € igual a area do tridngulo.

Figura 66: Imagem utilizada no problema de Hipdcrates do material da OBMEP.

Fonte: material OBMEP: Teorema de Pitagoras e areas.
Solucéo: Sejam: T a area do triangulo, P e Q as areas das ltnulas e U e V as &reas das

outras duas regiodes.

Figura 67: Imagem utilizada para resolver o problema de Hipdcrates do material da OBMEP.

Fonte: material OBMEP: Teorema de Pitagoras e areas.

Como a area do semicirculo construido sobre a hipotenusa é igual a soma das areas dos
semicirculos construidos sobre os catetos temos T+ U+V =P+ U+ Q+V,ouseja, T=P +
Q, como queriamos mostrar.

4.3.2 OFICINA DE DOBRADURAS

O uso de dobraduras no ensino vem se tornando cada vez mais reconhecido como um
instrumento pedagogico interessante e muitas vezes eficaz por dois motivos, pelo seu carater
ludico e pela sensacdo de descoberta que muitas vezes provoca. A dobradura no material da
OBMEP é dividida em duas partes. Na primeira, sdo sugeridos e ilustrados alguns
procedimentos, sem haver a preocupagdo de justificativa. Na segunda parte, faz-se uma

discussdo sobre a geometria das dobraduras e apresenta-se as justificativas do problema.
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Este material foi estudado para basear esse trabalho e fundamentar o plano de aula
proposto. No entanto, fica como sugestdo de leitura a professores que desejam aplicar esse
método em suas aulas. Iremos explorar com mais detalhes o material sobre Origamis.

4.3.3 EXPLORANDO A GEOMETRIA COM ORIGAMIS

E muito comum as pessoas associarem o origami com dobraduras de animais, flores e
outras formas, mas quase nunca & Geometria. Por este motivo, talvez, seja pouco usada no
ensino. O que torna o método uma importante opcdo de trabalho em sala de aula é o fato de
atrair a atencédo de criancas, jovens e adultos.

As primeiras aplicacfes da Geometria que se tem noticia apareceram em problemas
relacionados com divisdo de terras e astronomia. Desde entdo é constante o uso da Geometria
e se faz presente desde os primeiros anos escolares. No entanto, é notério a dificuldade no
aprendizado e a falta de motivacao no estudo dessa area. A aplica¢do do origami pode auxiliar
no desenvolvimento cognitivo, trazendo assim uma melhor aprendizagem e compreensdo da
Matemaética atraves da manipulacdo de um pedago de papel.

O origami, € de origem desconhecida e tem etimologia japonesa o qual significa dobrar
(ori) papel (kami). Relacionar geometria e origami possibilita o trabalho de sala de aula no
estudo da geometria elementar, com o uso de uma técnica milenar, concreta e divertida, além
de acessivel a qualquer pessoa.

Vamos analisar os poliedros de Platdo de faces triangulares propostos no material da
OBMEP, uma vez que o presente trabalho busca novas formas de ensino no mundo da
Geometria e dos triangulos.

Entre os cinco poliedros convexos regulares, conhecidos como Poliedros de Platdo, trés

deles sdo constituidos de faces triangulares: tetraedro, octaedro e icosaedro.

e Triangulos equilateros de lados medindo \% e \/Z—E
A construcdo da unidade béasica (1) passa pelo trabalho com triangulos equilateros e

n - .. ... ~ 1 2
retdngulos de proporcdes especiais. Trabalhando inicialmente com as razdes 585 sobre os

lados de um tridngulo equilatero, de lado % e dois tridngulos retdngulos obtidos pela construgdo

da altura relativa a um dos lados, a unidade béasica aparece naturalmente, visto que:
AB? = AD? + BD?.
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Figura 68: Triangulo equilatero de lados 1/N3 e 2/+/3 material OBMEP.

A

B yv3 b yyg €

Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.

Seja um papel quadrado ABCD de lado 1. Encontre EF, onde E e F sdo pontos médios
de AD e BC, respectivamente. Fixando o ponto B, leve-o até C em EF, como se suas maos

funcionassem como um compasso, determinando o ponto J.

Figura 69: Representacdo da dobradura C a J.

A E )]

it

B |E c
Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.
Pelo ponto J em EF, dobre a perpendicular HI em relagdo a EF. Teremos, para o
segmento HB que:

(HB)? + (%)2 — 125 HB = ?
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Figura 70: Representacdo da dobradura, constru¢do do segmento HB.
A E D
|

G

Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.

Teremos agora, dois casos.

O primeiro caso, a razéo de % Corte por HI e EF da figura 70. Obteremos duas pegas,

cujas proporcdes dos lados sdo de — em cada peca UL -
V3 "HB IC 3

Figura 71: Representagéo da dobradura pegas de lado A3,

H I

G

B It C
Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.

~ 2
No segundo caso a razao —. Corte somente por HI. Sem cortar por EF, teremos um

2
N
Figura 72: Representacdo da dobradura do retingulo de propor¢o 2/V3.

. ) ~_ BC
retdngulo com a seguinte proporgdo: —— =

H : I

(€]

B F C

Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.

Seja um papel A4 com os vértices ABCD. Dobre pelo lado menor ao meio e depois ao

meio novamente, obtendo assim, trés vincos, dividindo o papel em 4 partes iguais.
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Figura 73: Representacdo da dobradura papel A4 em 4 partes iguais.

B C
Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.
Rotacionando 90°, no sentido anti-horario a Figura #, se fixarmos o ponto A, leve o
vértice B até o segmento EF (“vinco” central”), rotacionando em torno do eixo AG (novo
“vinco”).

Figura 74: Representacdo da dobradura novo vinco AG.

Dt C

E

Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.

Pelo ponto obtido em EF marque o segmento HI perpendicular a AD.

AH
5 _\3
AB ~ 1
4

Figura 75: Representacdo da dobradura do segmento HI.

1 1 ! | C

A

Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.
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Pelo que vimos anteriormente, a altura AH equivale a g se considerarmos AB=1, isto

, A _ 3
"AB 2
Se dividirmos AB em 4 partes iguais, formando os segmentos de retas OP,EF e QR e

AH em 2 partes iguais, formando os segmentos de retas HI e JL, temos que:

Tracando um segmento de reta (MN) paralelo a HI, sendo as medidas dos segmentos de

retas AJ, JH e HM iguais.
Figura 76: Representa¢do da dobradura segmentos AJ, JH e HM.

() P ) R t
M : | |
H [

) ) |
A ,. |

0 E Q
Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.
. ~ ~ 1
O resultado é a obtencédo de 12 pecas com a razao de NES

Figura 77: Representagdo da dobradura 12 pecas para dobradura.

M N
H I
i L
A B

Fonte: material OBMEP: Explorando a geometria com origamis.
e Construcgdo das unidades A e B dos poliedros de Platéo de faces triangulares
Construiremos agora os modulos, que chamaremos de “unidades” A e B dos poliedros de

. . . - e A xo 1
faces triangulares. Para isto, sera necessario a utilizacdo de retangulos de proporgéo —5» COMO

as 12 pecas obtidas do papel A4, visto anteriormente. Estas unidades formam triangulos

equilateros, que ao se encaixarem, produzirdo os poliedros.
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Unidade A
Com uma peca retangular ABCD, respeitando as propor¢oes, leve o vértice B ao ponto

D. Ao levar B a D, surge um eixo de rotacdo EF.

Figura 78: Representacéo da dobradura construcéo eixo EF.
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Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.

EF ¢ a mediatriz de BD. Os AEFD ¢ A EFB sdo equilateros de lado %

Figura 79: Representacio da dobradura tridngulos equilateros de lado 2/43.
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Fonte: material OBMEP: Explorando a geometria com origamis.
Leve o vértice B ao ponto F. A nova dobra (ED) é paralelaa FC.
Figura 80: Representagdo da dobradura ED//FC.

A ! D
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Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.



Leve o vértice C sobre DF.

Figura 81: Representacéo da dobradura construcéo segmento DF.

A D

Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.
Gire a peca 180°, horizontalmente, de modo que a parte de tras fique para frente.

Figura 82: Representagdo da dobradura peca rotacionada em 180°.

D T, I ; A
T v\

S

Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.
Leve o vértice D ao ponto E.

Figura 83: Representacéo da dobradura vértice D ao ponto E.

A

Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.

Mova o vértice A dobrando segundo o eixo que passa pelo ponto E.
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Figura 84: Representacéo da dobradura da construgdo do segmento AE.

Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.
Desfaca a dobra feita a partir do eixo EF, de modo que aparega um paralelogramo.

Figura 85: Representa¢do da dobradura constroi-se o paralelogramo.

=

Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.

Gire a peca 180°, verticalmente, de modo que a parte oculta volte-se para frente.

Figura 86: Representacéo da dobradura paralelogramo rotacionado em 180°.
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E

Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.

Leve as duas extremidades cujos angulos sdo agudos sobre o lado oposto, fixando os

veértices com angulos obtusos.

Figura 87: Representa¢do da dobradura marcacao dos triangulos equilateros.

43

Frs

153

43

Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.

e - - 2
Obtém-se um losango, cujos lados e a diagonal menor medem 5.
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Figura 88: Representa¢do da dobradura losango.

E
Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.

Da Figura 87 dada, temos que a base do paralelogramo € g, ou seja, cabem dois da figura

. . 2
anterior, cujo lado mede 5.
Temos ainda que, na Figura 87, no paralelogramo apresentado, hd um triangulo
A . 1 . 3 . . 2
retdngulo com cateto menos medindo 5 » cateto maior (altura) g e hipotenusa medindo 5. Esses

valores satisfazem as medidas do triangulo equilatero citado no inicio deste estudo sobre a

construcdo dos poliedros de Platdo de faces triangulares. Abra o losango para obter a unidade

A, que é composta por quatro triangulos equilateros de lado g

Figura 89: Representacéo da dobradura completa da unidade A.

Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.
Unidade B
A construcdo segue 0os mesmos procedimentos da unidade A, com a diferenca do lado
pelo qual inicia-se a dobra.
Com uma peca retangular ABCD, respeitando as proporcdes, leve o vértice C ao A. O
eixo de rotacdo sera chamado de EF.

Figura 90: Representacéo da dobradura vértice C ao vértice A.

A D A I

B C

Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.

Leve o vértice C ao ponto F.



Figura 91: Representacéo da dobradura vértice C ao vértice F.
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Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.

Leve o vértice B sobre AF.

Figura 92: Representacéo da dobradura vértice B sobre o segmento AF.
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Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.

Vire a peca, de modo que a parte de tras fique para frente.

Figura 93: Representagdo da dobradura peca rotacionada.

D A
E '
F

Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.

Leve o vértice A ao ponto E.

Figura 94: Representacéo da dobradura vértice A ao ponto E.

D

Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.

Gire o vértice D sobre 0 eixo que passa pelo ponto E.

81
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Figura 95: Representa¢do da dobradura construcdo do segmento DE.

Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.
Desfaca a dobra pelo eixo EF, de modo que apare¢a um paralelogramo.

Figura 96: Representacdo da dobradura do paralelogramo.
E
Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.

Leve as duas extremidades cujos angulos séo agudos sobre o lado oposto, fixando

veértices com angulos obtusos.

Figura 97: Representacéo da dobradura marcagéo dos triangulos equilateros.
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Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.
Obtém-se um losango.

Figura 98: Representa¢do da dobradura do losango.
NF
E
Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.

Abrindo, tem-se a unidade B.

Figura 99: Representacgéo da dobradura construgéo da unidade B.

AVAVAN

Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.
e Montagem do Tetraedro
Para a construcdo do tetraedro sdo necessarios dois modulos da unidade A e uma da

unidade B. Tome uma unidade de cada médulo (A e B), como mostra a Figura 100.
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Figura 100: Representacdo da dobradura pecas de Unidade A e B.

Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.

Note que em cada unidade temos quatro tridngulos equilateros e os triangulos das pontas
ndo possuem corte. Os cortes, que devem atingir o ponto médio dos lados dos triangulos
equilateros interno das unidades A e B, formam aberturas para se encaixarem nos triangulos
das pontas, os quais ficardo no lado externo do poliedro.

Encaixe a unidade A em um dos cortes da unidade B (ou B em A).

Figura 101: Representa¢do da dobradura encaixe das pecas.

Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.

Encaixe a segunda unidade da unidade A, com os cortes feitos de maneira analoga,
nesses dois paralelogramos encaixados como mostra a Figura 101.
Dobre os lados dos triangulos equilateros dando a forma de um tetraedro, encaixando

todas as pontas.

Figura 102: Representacéo da dobradura do tetraedro.

Fonte: material OBMEP: Explorando a Geometria com origamis.

Esse material nos auxiliara na proposta de planos de aula a seguir.
Ap0s a construgdo do tetraedro de Platdo, recomenda-se que o professor assista ao video

no link: https://www.youtube.com/watch?v=3Aocrid5uGQ. A sugestdo € realizar a montagem
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do octaedro de Platdo utilizando-se dos mesmos processos apresentados no video. Esse video
ndo consta nos materiais da OBMEP e é uma sugestdo da autora. Nos materiais da OBMEP
apresenta-se a sugestdo para construir um octaedro utilizando-se das unidades A e B
construidas, no entanto o processo nao é trivial, pois o material propde a construcdo de duas
piramides de base quadrada e as pegcas A e B construidas possuem somente tridngulos
equilateros. Recomenda-se ao professor utilizar o processo apresentado no video para melhor

entendimento dos alunos.



85

5. PROPOSTAS DE DOIS PLANOS DE ENSINO

5.1 PLANO DE ENSINO 1

Objetivos do Plano de Ensino 1: Mostrar que a demonstracdo do Teorema de Pitagoras
ndo se aplica somente quando usamos quadrados de lados iguais aos catetos e a hipotenusa.
Mas podemos demonstrar utilizando qualquer tipo de figura, desde que sejam semelhantes entre
Si.

Publico-alvo: Alunos do 9° ano do ensino fundamental.

Habilidades (Ensino Fundamental I1) a serem trabalhadas: Tendo como base as
Habilidades especificadas anteriormente na secdo 4.1, neste 1° Plano de Ensino séo
desenvolvidas as seguintes:

e EF09MA13: Demonstrar relacbes métricas do triangulo retangulo, entre elas o Teorema
de Pit4goras, utilizando inclusive a semelhanca de tridngulos.
e EF09MA14: Resolver e elaborar situacdes problema de aplicacdo do Teorema de

Pitagoras.

Materiais necessarios: ao menos 2 (duas) folhas quadriculadas para cada aluno, canetas
ou lapis de ao menos 4 (quatro) cores diferentes, régua, lapis e borracha. A apresentacdo do
contetdo sera feita em lousa e utilizando-se de data show.

Tempo das atividades em sala de aula: 4 (quatro) horas-aula, dividida em dois blocos
de 2 (duas) horas-aula cada.

Pré-requisitos necessarios ou a serem trabalhados neste Plano de Ensino 1: a
sugestdo nesse Plano de Ensino é que o professor trabalhe o contetido de Geometria segundo o
que foi descrito na secéo 2.3.3 (Explorando a Geometria com Origamis), no qual os alunos teréo
a oportunidade de aprofundar seus conhecimentos em triangulos, nesse caso em especifico,
equilateros e construir um tetraedro atraveés de dobraduras. Apds introduzir os conceitos
geomeétricos, a sugestdo é prosseguir com o descritivo presente na secdo 2.3.1 (Teorema de
Pitdgoras e éareas), no qual os alunos conhecerdo um pouco da histéria e as principais
demonstragOes desse teorema. Dessa forma, terdo os pré-requisitos necessarios para realizar o
problema proposto, demonstrar e validar o Teorema de Pitagoras através de uma figura
desenhada sobre um cateto.

Problema do Plano de Ensino 1: Verificar a veracidade do Teorema de Pitagoras,
considerando-se um tridngulo retangulo basico, de lados inteiros, (Terna Pitagorica: 3 cm, 4
cm, 5 cm), onde, sobre a base do cateto menor é desenhado a frente de uma casa, conforme
figura 103:
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Figura 103: Representacéo do problema proposto.

3 cm

2c

c=3cm

b=4
a=5cm cm

C

Fonte: feita pela autora.

Descricao do procedimento a ser utilizado em sala de aula: O professor ira recordar
0s conceitos estudados sobre o Teorema de Pitadgoras na aula anterior. Devidamente preparado,
ird expor o enunciado do problema central a ser proposto, utilizando-se de slide no software
Power Point, ou similar, e apresentar o problema aos alunos. Apds a apresentacao do problema,
o professor ird questionar os alunos sobre possiveis ideias para comecar a resolver o problema.
Acredita-se que para a resolucao do problema serdo necesséarias 2 horas/aulas. Recomenda-se
0 uso de 2horas/aula para apresentacdo e resolucdo dos exercicios propostos. De modo que o
aluno tenha oportunidade de fixar os conteidos apresentados.

Resolucéo do problema:

1° Passo) Reproduzir esse desenho no papel quadriculado. Nessa etapa o professor pode
perguntar aos alunos qual a melhor forma de visualizar os desenhos. Questiona-los se ja

utilizaram o papel quadriculado e identificar possiveis dificuldades para reproduzir o desenho.
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Figura 104: Reproducéo do desenho na malha quadriculada.

Fonte: produzido pela autora.

2° Passo) Calcular a area da casa apresentada no cateto AB = 3 cm. Nesse passo da
resolucédo o professor pode relembrar com os alunos qual a definicdo do Teorema de Pitagoras,
para que faca sentido calcular a area da figura.

A area da casa sera dada pela soma da area do quadrado somado a area do triangulo
equilatero que representa o telhado da casa. Importante destacar que antes de iniciar o conteido
do Teorema de Pitagoras, como pré-requisitos, introduzimos o conceito de geometria através
de dobraduras e apresentando o tridngulo equilatero. Portanto, essa parte seré para relembrar 0s
conceitos e propriedades estudadas.

Seja um tridngulo equilatero de lados “1”, sabemos que a area de um triangulo é dada

por:
. n base X altura
Area triangulo = >
No caso do tridngulo equilatero, teremos que usar 0 Teorema de Pitagoras para definir
a altura.
NG V3
2 _p2 _ —_ -
F=hte (2) ~h=
Portanto,
W3 %3

Area triangulo equilatero = [ X - =3
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A area do quadrado é dada pela multiplicacdo de seus lados, desta forma:

i I>V3 32V3 18+ 9V3
Areacasa(AB)=lZ+T - 32 4 — - z

3° Passo) Desenhar uma casa semelhante a casa dada, mas agora com base no cateto AC
=4 cm. Nessa etapa o professor pode questionar: o que vocés entendem por semelhanca? Como
construir uma figura semelhante a outra? E possivel observar algum padrdo utilizando os
quadrados do papel quadriculado?

O primeiro passo € encontrar uma razdo de semelhanca, que nesse caso sera a razao:

AB 3
AC 4
Para sabermos o valor das laterais da casa basta aplicar a semelhanca:
3 3
1 = o —=x = 4,sendo x as laterais do quadrado.

Como o tridngulo é equilatero e sabemos que sua base mede 4 cm, pois € a mesma
medida do lado do quadrado. Portanto todos os lados desse triangulo terdo 4 cm.

A porta e a janela sdo apenas distracfes, no entanto, os alunos precisardo calcular para
desenhar na mesma proporcao.
2
x

8
Altura da porta = 1 = - x = 3 = 2,66 ...

1
L d t -= = = -=133..
argura da porta - - o - X 3

Importante observar que a janela respeita a mesma proporg¢édo da largura da porta, ndo

havendo a necessidade de novos célculos. A representacdo desses calculos esta na Imagem 105.
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Figura 105: Casa semelhante no cateto AC.

Fonte: produzido pela autora.

Usando o raciocinio analogo ao usado no 2° Passo, vamos calcular a area da casa sobre
o cateto AC.

PV3 _ o VB _16+16V3

> > > =16 + 8V3

Area casa (AC) = 1> +

4° Passo) Desenhar uma casa semelhante sobre a hipotenusa BC =5 cm. E calcular sua
area.

Usaremos raciocinio analogo ao usado no passo 3. A razdo de semelhanca seré:
BA 3
BC 5
Para sabermos o valor das laterais da casa basta aplicar a semelhanca:
3 3
< = o - x = 5,sendo x as laterais do quadrado.

Como o triangulo € equilatero os lados do triangulo serdo iguais a 5 cm.
Calculando as dimensdes da porta e consequentemente da janela.

2 10
Altura da porta — 3 = o > x = 3 = 3,33 ...
3 1
Largura da porta — 5T % > X = 3= 1,66 ...

A representacdo desses calculos esta na Imagem 106.
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Figura 106: Casa semelhante no cateto BC.

Fonte: produzido pela autora.

De forma analoga aos passos anteriores, vamos célculos a area dessa casa.

I>V3 _, 5°V3 50+25V3
7 Tt T

Area casa (BC) = I? +

5° Passo) Comparar os valores da soma das areas das casas desenhadas sobre os catetos
com a area da casa desenhada sobre a hipotenusa. O que vocé tem a observar?
Ou seja,

18 + 93 18 +9vV3 + 32+ 16V3 50 + 25V3
_ -

2 2
Podemos entdo dizer que o Teorema de Pitagoras é valido para figuras semelhantes e

Area casa (AB + AC) = +16+8V3 -

diferentes de quadrados, como inicialmente provamos.

Sugestdes de exercicios apés a resolugdo do problema proposto no Plano de Ensino

1. Partindo do mesmo triangulo ABC, o aluno devera agora, propor um outro desenho,
tendo como base o lado b = 4 cm e, verificar a veracidade do Teorema de Pitdgoras com o
desenho semelhante e, obviamente, diferente de fachadas de casa, a ser proposto por ele.

Comentario: O grau do problema pode ser mais ou menos elevado a depender das
medidas que o aluno escolhera para medidas dos lados do triangulo retangulo. Importante
ressaltar que serdo propostos diferentes desenhos, por essa razdo € de grande importancia que
o0 professor peca aos alunos para apresentar seu desenho e desenvolvimento dos célculos aos
demais.
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2. Proponha um desenho, partindo de um tridngulo retdngulo cujas medidas s&o numeros
racionais. Peca aos alunos para verificar a veracidade do Teorema de Pitagoras através desse
novo triangulo.

Comentario: nesse exercicio busca-se identificar a capacidade de trabalhar com calculos
matematicos que possuem um maior grau de dificuldade numérica. Espera-se que o aluno nesse
desafio tenha compreendido a dindmica da problematica proposta, nesse plano de aula, no qual
deverdo calcular as areas dos desenhos sobre os catetos, determinar sua soma e identificar se
essa soma tem o mesmo resultado da area do desenho sobre a hipotenusa. Nesse problema é
importante o professor questionar os alunos sobre a adequagdo ou ndo do uso de papel
quadriculado para obter sua solugdo. Espera-se que a abstracdo dos alunos e a capacidade de
resolver problemas sem o uso do papel quadriculado fique evidenciado.

Processo de avaliacéo do aprendizado dos alunos: nesse Plano de Aula proposto, ndo
ha sentido a avaliacdo do aprendizado dos alunos ser algo simplesmente pontual. Na realidade,
os alunos deverdo ser avaliados pelo professor em relacdo a sua participagdo e suas
colaboragbes para com a resolucdo dos problemas propostos e, obviamente, em relacdo ao
desenvolvimento de seu raciocinio matematico. Particularmente nesse aspecto da avaliacdo, o
professor, ao final das atividades programadas deve propor um problema o qual sugerimos
alguns anteriormente. A resolucdo de tal problema deveré esperar que os alunos apliquem, ao
menos em boa parte, 0s conhecimentos matematicos desenvolvidos no Plano de Ensino 1, o
professor devera passar aos alunos um questionario que investigue 0s entusiasmos com que eles
se envolveram no trabalho, 0 que mais gostaram e 0 que menos gostaram nele e quais as
possiveis sugestdes que teriam a fazer sobre o trabalho realizado, bem como, a conducéo
implementada pelo professor.

5.2 PLANO DE ENSINO 2

Objetivo: Mostrar que a dobradura néo se aplica somente a construcdo de triangulos,
entre eles os triangulos retangulos, e propor a determinagio do NGmero Aureo utilizando-se
dessa ferramenta.

Habilidades (Ensino Fundamental 1) e Competéncias (Ensino Médio) a serem
trabalhadas: Tendo como base as Habilidades e Competéncias especificadas na se¢do 4.1,
neste Plano de Ensino sdo desenvolvidas as seguintes:

(EFO8MA15) construir, utilizando instrumentos de desenho (em nosso caso dobradura)
ou softwares de geometria dinamica, mediatriz, bissetriz, angulos de 90°, 60°, 45° e 30° e
poligonos regulares.

Competéncias a serem desenvolvidas:
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Competéncia especifica 1 EM: Utilizar estratégias (em nosso caso dobradura), conceitos
e procedimentos matematicos para interpretar situagdes em diversos contextos, sejam
atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questdes
socioeconémicas ou tecnologicas, divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para
uma formagéo geral.

Competéncia especifica 3 EM: Utilizar estratégias (dobradura), conceitos, defini¢bes
(Numero Aureo) e procedimentos matematicos para interpretar, construir modelos (Pentagono
regular) e resolver problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados
e a adequacdo das solugdes propostas, de modo a construir argumentagdo consistente.

Competéncia especifica 5 EM: investigar e estabelecer conjecturas a respeito de
diferentes conceitos e propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos, como
observacao de padrées, experimentacdes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade,
ou n&o, de uma demonstracao cada vez mais formal na validacao das referidas conjecturas.

Publico-alvo: Alunos do 2° ano do Ensino Médio.

Tempo das atividades em sala de aula: 10 (dez) horas-aula, divididas em 5 (cinco)
blocos de 2 (duas) horas-aula cada. Esse tempo deve somente ser definido ao final do
planejamento do Plano de Aula e é relativo segundo as habilidades dos estudantes e de seu
envolvimento em sala de aula.

Materiais necessarios: Texto sobre a definicdo, curiosidades e aplicacdes de NUmero
Aureo; Canetas ou Lapis de ao menos 3 (trés) cores diferentes; Régua numerada, Compasso e,
ao menos 10 (dez) folhas de papel A4 brancas para cada aluno. O professor devera ter, além de
todo material acima especificado para uso na lousa, deverd também ter a sua disposi¢do um
Datashow, bem como, o texto a ser apresentado aos alunos, preparado em slides.

Pré-requisitos necessarios ou a serem trabalhados antes da apresentacdo do
problema central a ser proposto: Construcdo, utilizando-se de dobraduras, de uma reta
perpendicular a outra reta dada (ﬁ) e que passa por um ponto (C), fora da reta, também
fornecido; Construir, utilizando-se de dobradura, a reta mediatriz de um segmento de reta (AB)
dado; Construir, utilizando-se de dobradura, a reta bissetriz de um angulo (AVB) dado;
Construir, utilizando-se de dobradura, as alturas de um triangulo (A ABC) dado e determinar
seu ortocentro; Construir, utilizando-se de dobradura, um triangulo equilatero (ANEXO I1).

Problema central do Plano de Ensino: Determinar o valor do Niimero Aureo (®) a
partir do procedimento de dobradura e identificar os tridngulos retangulos construidos ao longo

da resolucéo desse problema. (Competéncia Especifica 5 EM) (ANEXO 1).
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Descricédo do procedimento a ser utilizado em sala de aula:

O professor, tendo preparado antecipadamente, deve, inicialmente, expor o enunciado
do problema central a ser proposto, utilizando-se de slide produzido através do software Power
Point, ou similar, e apresentado em sala de aula com o uso de um Datashow (ANEXO I). Feito
essa apresentacdo e novamente através slides preparados antecipadamente, o professor vai
recordar, ou mesmo ensinar, as construgdes, através de dobraduras, dos pré-requisitos dos
conceitos geométricos necessarios a resolucdo do problema central proposto (ANEXO I1).
Finalmente, o professor apresentara aos alunos a definicdo de Nimero Aureo, letra grega que o
representa, algumas curiosidades sobre esse nimero e, algumas, aplicabilidades dele (ANEXO
).

O professor deve observar que todo Plano de Ensino busca trabalhar as Habilidades e
Competéncias acima indicadas. Para deixar claro quais Habilidades e Competéncias estdo
sendo trabalhadas em cada problema ou situacdo problema especificadas nos ANEXOS I, Il e
I11. Em cada um deles esté indicada qual delas deveréd/ao ser enfatizada(s) durante a aplicacao
das atividades propostas. Tal indicacdo ndo ha necessidade de aparecer nos slides preparados
para serem apresentados em sala de aula, mas também ndo ha mal alguma delas serem
apresentadas e discutidas também com os alunos.

Processo de avaliagdo do aprendizado dos alunos

Em um trabalho como o aqui proposto, ndo ha sentido da avaliacdo do aprendizado dos
alunos ser algo simplesmente pontual. Na realidade, os alunos deverdo ser constantemente
avaliados pelo professor em relacdo a sua participacdo e envolvimento nas atividades propostas,
suas colaboracdes para com a resolucéo dos problemas propostos e, obviamente, em relagcéo ao
desenvolvimento de seu raciocinio matematico. Particularmente nesse aspecto da avaliacdo, o
professor, ao final das atividades programadas deve propor um problema aplicavel do conceito
de Numero Aureo (Problema Proposto no Plano de Ensino 2), preferencialmente, de forma
contextualizada. A resolucéo de tal problema devera esperar que os alunos apliqguem, ao menos
em boa parte, os conhecimentos matematicos desenvolvidos no Plano de Ensino, em especial
do conceito de Numero Aureo. Finalmente, o professor devera passar aos alunos um
guestionario que investigue o entusiasmo com que eles se envolveram no trabalho, o que mais
gostaram e 0 que menos gostaram nele e quais as possiveis sugestdes que teriam a fazer sobre

o trabalho realizado, bem como, a condugéo implementada pelo professor.
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6. CONCLUSAO

A orientacdo deste trabalho ocorreu em busca de responder as questfes apresentadas na
introducdo: Como os materiais didaticos do Estado de Sdo Paulo apresentam o Teorema de
Pitagoras? H& uma preocupacdo em propor atividades Iudicas aos alunos em tais materiais
didaticos? E possivel utilizar os materiais fornecidos pela OBMEP sobre o tema e utilizando-
se de dobraduras, para a proposta de atividades didaticas a ser realizada?

Com o objetivo de tornar o ensino da Matematica, especialmente o Teorema de
Pitagoras, mais atraente e significativo aos alunos, este trabalho foi elaborado sob a perspectiva
de desenvolver um trabalho de dobraduras e elementos ludicos para tornar mais participativo e
instigar, aos alunos, a construcdo desse conceito. Apesar desse trabalho ndo ter sido aplicado
em sala de aula, o propoésito primordial foi apresentar o Teorema de Pitagoras de modo a
colaborar para que os estudantes desenvolvam habilidades de resolugdo de problemas, de
investigacdo e de comunicagdo matematica, para que possam utilizar a matemaética de forma
efetiva na resolucao de problemas do mundo real. Desse modo, orienta-se que as demonstracdes
e generalizacbes ndo sejam omitidas nas aulas, para que os alunos percebam o raciocinio
matematico e suas aplicagdes em problemas do cotidiano.

Na secdo 2.2 do trabalho é possivel observar como o Teorema de Pitagoras é abordado
no material fornecido pelo Estado de S&o Paulo. Nota-se pouca preocupacdo em sugerir
atividades ladicas e pouca preocupagdo com demonstracdes matematicas. Na atividade 1 do 9°
ano do ensino fundamental, por exemplo, podemos observar que ndao ha uma defini¢do para
triangulos semelhantes e triangulos congruentes, assim como nao esté especificado a diferenca
entre cada um. Para tornar o processo de aprendizagem mais significativo e interessante,
perguntas como: Triangulos congruentes sao sempre semelhantes? Tridngulos semelhantes séo
sempre congruentes? Quais propriedades matematicas (area, perimetro, medida de lados,
medida de angulo) séo preservadas nos tridngulos congruentes e nos tridngulos semelhantes?
Torna-se fundamental a explicagdo sobre o que significa a constante de proporcionalidade (k)
e 0 seu valor no caso de triangulos congruentes.

Na atividade apresentada na secéo 3.2.1 através da imagem 6 deste trabalho, poderia ter
uma metodologia diferente. Ao invés de propor que o professor demonstre todas as relagdes
métricas, o professor pode fazer a primeira demonstracéo por semelhanca de triangulos e propor
um desafio aos alunos de encontrar outras possiveis relacdes através do mesmo método.

Na tarefa 3 da atividade 1° do 9° ano, pode-se propor ao professor que, caso existam 2

ou mais respostas diferentes aos problemas propostos, o professor devera discutir com seus
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alunos as diferencas entre as respostas e qual, matematicamente falando, seria a melhor
resposta. Ou seja, aquela que leva ao resultado correto com o0 menor numero de
operacdes/etapas. Na tarefa 4 da atividade 1 do 9° ano do fundamental. Com relacdo ao
comentario apresentado ao professor nessa tarefa, ha um equivoco, pois o Teorema de Pitagoras
foi demonstrado na tarefa 2.

Na tarefa 5 da atividade 2 do 9° ano ndo foi possivel chegar no valor esperado pelo
caderno do aluno. Através de duas figuras diferentes e de diferentes interpretacdes, € possivel
chegar aos valores de 3,75m e 1,8m. E necessario que o enunciado do problema proposto seja
melhorado e/ou apresente mais informagdes.

Essas sdo algumas observacdes referente as atividades propostas no material do Estado
de Sdo Paulo. Pode-se concluir que a preocupacdo com o ludico ndo € algo presente em tais
materiais. Predomina-se 0 modelo convencional de apresentacdo do conteudo e a apresentacao
de diversos exercicios semelhantes. A escola € o lugar do conhecimento e no qual o aluno passa
a maior parte do dia, portanto, deve ser um lugar no qual ensina-se o aluno a pensar, a
questionar!

Nos materiais apresentados na secdo 2.3, referente aos materiais da OBMEP, pode-se
observar uma preocupac¢do com a demonstracdo dos conceitos matematicos, assim como, com
um ensino baseado em atividades ludicas. Tais materiais foram utilizados para elaboracéo do
Plano de Ensino proposto no trabalho. Acredita-se que a abordagem utilizada nesses materiais
se aplica em sala de aula. O processo de dobraduras, além de ser fascinante para os alunos é
inclusivo. Trabalhar com Origamis e materiais palpaveis pode ser uma técnica importante para
alunos com deficiéncia visual, no qual conseguem sentir a matematica, muitas vezes
apresentada como algo apenas abstrato.

Sugere-se a pesquisa e a investigacdo sobre a construcdo do octaedro e do icosaedro
com as pecas das unidades A e B apresentadas na secdo 2.3.3 deste trabalho. Da mesma forma,
sugere-se como investigacdo a construcdo do tetraedro sem a utilizacdo de pegas e, sim, com
um unico papel para executar a dobradura conforme video apresentado na secéo 3.3.2.

A inovacdo nos metodos de ensino é uma necessidade, o aluno precisa se sentir
protagonista no Processo de Ensino e Aprendizagem. Além do ensino de geometria através de
dobraduras, € possivel aplicar dobraduras no ensino de fragdes. Fica como sugestéo de pesquisa
e possiveis aplicagdes em planos de ensino futuros.

A dobradura é uma técnica de modelagem tridimensional que tem importancia na
matematica por varias razdes. Em primeiro lugar, ela é uma forma visual e tangivel de ensinar

conceitos matematicos abstratos, como, por exemplo, da geometria. Através da dobradura, 0s
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alunos podem ver e manipular formas tridimensionais, 0 que pode ajudar a tornar esses
conceitos mais concretos e compreensiveis. Além disso, a dobradura pode ser usada como uma
ferramenta para ensinar a geometria plana, ja que muitas vezes as formas tridimensionais podem
ser desdobradas em suas formas bidimensionais correspondentes. 1sso pode ajudar os alunos a
visualizar as relagdes entre formas tridimensionais e bidimensionais e a entender melhor a
geometria como um todo. No entanto, é uma tecnica fora do contexto tecnol6gico. Com 0s
avancos da tecnologia, deixo o questionamento: serd que essa pratica pedagogica deixara de
fazer parte das salas de aula?

Destaco a importancia do papel do professor na realizacdo de transformagdes e no
desenvolvimento do aluno. E necesséario que o professor busque sempre novas formas de
ensino. Ha situacbes adversas enfrentadas no exercicio da profissdo como, por exemplo, salas
superlotadas, falta de recursos minimos, sobrecarga de trabalho e baixa remuneracdo. No
entanto, tais dificuldades devem ser enfrentadas e superadas e ndo apenas menosprezadas, como

geralmente ocorre.
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ANEXO |I: PROBLEMA PROPOSTO PARA O PLANO DE ENSINO 2

Determinar o valor do NGmero Aureo (representado pela letra grega maitiscula ® =
Phi) a partir do procedimento de dobradura e identificar os tridangulos retéangulos

construidos ao longo da resolugéo desse problema. (Competéncia Especifica 5 EM)

Fonte: Orientador Prof. Dr. Geraldo Pompeu Jr., 2023.
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ANEXO Il: PRE-REQUISITOS PARA O PROBLEMA DO PLANO DE ENSINO 2

1° Pré-requisito: Construcéo, utilizando-se de dobraduras, de uma reta perpendicular a outra

reta dada (ﬁ) e que passa por um ponto (C), fora da reta, também
fornecido. (Habilidade EFO8MAL15)

. E

Procedimentos:

1. Usando uma dobra que passa em C, fazendo uma dobradura que leve o

ponto A, da reta (ﬁi), sobre o pogto B.

2. Desdaobre.

3. Como obter a perpendicular no caso em que C pertence a reta?
4. Defina, com suas proprias palavras, o significado de retas perpendiculares

entre si.
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2° Pré-requisito: Construcao, utilizando-se de dobraduras, a reta mediatriz de um segmento
de reta (AB) dado. (Habilidade EFOSMA15)

Procedimentos:

1. Usando uma dobra que passa em C, faca uma dobradura de modo que o
ponto A se sobreponha ao ponto B, da reta (ﬁ).

2. Desdobre.

3. Defina, com suas proéprias palavras, o significado de reta mediatriz a um

segmento de reta (AB) dado.
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3° Pré-requisito: Construir, utilizando-se de dobradura, a reta bissetriz de um &angulo
(AVB) dado. (Habilidade EFOSMA15)

Procedimentos:

1. Dobre uma das semirretas do angulo VA de modo que se sobreponha

sobre 0 outro VB.

2. Desdobre.

3. Fazendo uma pesquisa na internet, defina o significado e as

propriedades da reta bissetriz de um angulo (AVB) dado.
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4° Pré-requisito: Construir, utilizando-se de dobradura, as alturas de um triangulo (AABC) dado
e determinar seu ortocentro. (Habilidade EFO8MA15 e Competéncia
Especifica 3 EM)

Procedimentos:

1. No caso de triangulo obtusangulo, use dobradura para prolongar o lado do
angulo obtuso cuja projecdo vertical, do vértice oposto a esse lado, atinja o

prolongamento desse angulo obtuso.

2. Dobre determinando a perpendicular a semirreta BC que passa pelo ponto A
(altura do A ABC, relativa ao lado BC).

*A A

|
I
i
B B C
|
|
I
|
I
|

3. Dobre determinando as alturas do & ABC dado, relativas aos lados AB e AC.

A

S

4. Utilizando-se de dobraduras, determine as alturas relativas aos lados e os

ortocentros de triangulos acutangulos e retangulos.
5. Pesquise na internet o significado, as propriedades e uma aplicacdo do

ortocentro dos triangulos.
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5° Pré-requisito: Construir, utilizando-se de dobradura, um triangulo equildtero. (Habilidade
EFO8MAL5 e Competéncia Especifica 3 EM)
Procedimentos:

1. O lado do tridngulo é igual ao lado menor da folha de papel, denote por A e B
0s extremos do segmento.

A B

2. Dobre a folha ao meio de modo a encontrar a mediatriz do segmento AB.

| I |
A B

3. Dobre a folha de modo que o ponto refletido de B encontre a mediatriz
(construida em 2). Marque esse ponto C.

_

4. Dobre os segmentos AC e AB para completar o triangulo.

\

5. Desdobre.

6. Defina, com suas préprias palavras, o significado de um triangulo equilatero.
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Fonte: Carneiro, Mario J. D. & Spira, M. Oficina de Dobraduras, Rio de Janeiro, IMPA,
2015, 35 paginas, ISBN 978-85-244-0338-5. Disponivel em:
http://server22.obmep.org.br:8080/media/servicos/recursos/296659.0. Acesso em 19
mar. 2023.
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ANEXO II1: DEFINICAO DE NUMERO AUREO, LETRA GREGA QUE O
REPRESENTA, CURIOSIDADES E APLICACOES, PLANO DE
ENSINO 2

Apresentacdo: Poema “O misterioso nimero de ouro”, autor: Vasco Graga Moura
(1942 — 2014). Do livro: “Camdes e a Divina Propor¢ao (Competéncia Especifica 1 EM).
Do namero nasce a propor¢ao........
Da proporg¢ao se segue a consonancia ........
A consonancia causa deleitacao ........
A nenhum sentido apraz a dissonancia ........
Unidade, igualdade e semelhanga ........
Sao principios do contentamento........
Em todos os sentidos o experimento........
A alma na unidade gloria alcanga........
Em todas as quantidades a igualdade ........
E a perfeicdo remota ou a mais chegada........
Segundo a natural autoridade........
E assim estd nas qualidades assentada........
Da mesma maneira a semelhanga........
Diva de ser sentida e contemplada........

Encontrada na ciéncia e na natureza, em diferentes formas, na obra de artistas como
Salvador Dali, de arquitetos como Le Corbusier e na arquitetura de forma geral, a razdo aurea €
um dos nimeros mais famosos da matematica. Ha muito tempo — 0s gregos antigos ja atribuiam
a essa razdo propriedades méagicas e usavam-na nas construcoes de seus edificios.

A razdo aurea é um numero irracional, tal qual o famoso ndmero rt (pi), é também
denotado por uma letra grega, o “phi” (pronunciamos fi). O phi maitsculo, ®, ou 0
minusculo, ¢.

Conhecido desde a Antiguidade, 0 ® recebeu varios titulos honorificos: “Numero
Aureo”, “Razdo Aurea”, “Secao Aurea”, “Proporcao Aurea”, “Propor¢do de Ouro”, “Numero
de Ouro”, “Média e Extrema Razdo”, “Divisdo de Extrema Razao”, “Razdo de Phidias” e até
“Propor¢ao Divina”, tal o fascinio que esse numero exerceu sobre as pessoas!

Talvez seja dificil imaginar um nimero gque apareca em situacdes tdo diferentes — artes,
ciéncias, natureza — embora chegue até a ser denominado de Proporcdo Divina.

A razdo aurea é apenas um nimero e é uma bela oportunidade de se estudar matematica!

E com esse espirito que o objeto central deste Plano de Ensino foi elaborado. Esse famoso
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objeto matematico aqui serd tratado cercado de algumas de suas verdades e de alguns de seus
mitos, j& que nem tudo o que encontramos sobre esse numero é verdadeiro!

Portanto, peguem papel, lapis, borracha e uma lupa, e méos a obra.

Um problema inicial (Competéncia Especifica 5 EM): Determinar um namero positivo
tal que a diferenca entre seu quadrado e ele seja 1.

Qual a equacdo resultante da modelagem desse problema? (Competéncia Especifica
3EM).

Apdbs 2 ou 3 minutos para os alunos pensarem sobre o problema possivel, trabalhe com
eles através de questionamentos tais como:

Qual é o nimero procurado?

Resposta esperada: Seja “a” o numero procurado. Entdo, a? — a = 1, ou seja, a® —

Y5 1 161803... = 1,1618.

a—1=0.Assim,a =

Um segundo problema (Competéncia Especifica 5 EM): Sejam AB um segmento de
comprimento 1 e X um ponto entre A e B. Assim, consideraremos trés segmentos: o0 segmento
menor (XB), 0 maior (AX) e 0 segmento todo (AB).
(i) Determine a distancia entre os pontos A e X de forma que a razdo entre os comprimentos do
menor (XB) e do maior dos segmentos (AX) seja igual a razdo entre os comprimentos do maior
(AX) e do segmento todo (AB). (Competéncia Especifica 3 EM)

Resposta esperada: Sejam AB um segmento unitario e X um ponto interno desse
segmento.

x ‘ l—=x

A o o o B

Suponhamos, sem perda de generalidade, que o maior segmento tenha comprimento x.
. ~ 1— .
Pelas informac6es do problema, temos que TX = ? ,donde 1 —x = x?, ou ainda x% + x —

1 = 0. Com isso, x = _1;—”/3

. Mas, como x é positivo, ja que € representa uma distancia nao

~ 5+1
nula, entdo x = L.

(ii) Determine a raz&o entre os comprimentos do maior (AX) e do menor segmento (XB).
(Competéncia Especifica 3 EM)

Resposta esperada: Seja “r” a razdo procurada. Entdo, pelo item (i) podemos afirmar
que:

w _ BFl VE1 (B-1)(3+VE)_ 35-345-VF_ 245+2_ 541

r= — —

1-x V51 3-v5 (3-+5).(3+v5)  9-5 4 2
2
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Entdo, a razdo (r) entre os comprimentos do maior (AX) e do menor (XB) segmentos

, V5+1
er= 5

Pesquise na internet: qual a definicdo de retangulos semelhantes. (Competéncia
Especifica 1 EM).

Um terceiro problema (Competéncia Especifica 3 EM): Considere qualquer retangulo
ABCD com a seguinte propriedade: se dele suprimirmos um quadrado como AEFD, o retangulo

restante, EBCF, sera semelhante ao retangulo original.

Figura 107: Representacdo do retangulo ABCD.

i) C

il et 1.

Fonte: feito pela propria autora.

Determinar a razao entre os lados maior e menor do retangulo inicial ABCD.

Definicdo de média e extrema razdo de segmentos (Competéncia Especifica 5 EM):
Diz-se que um ponto X de um segmento AB divide o segmento em média e extrema razéo se a
razao entre os comprimentos do menor (b) e do maior (a) dos segmentos € igual a razdo entre

0s comprimentos do maior (a) e do segmento todo (a + b).

Ao L : Y o B
X divide AB em média e extrema razdao < E S
a a+b
E claro que
. Se9=i,entz§103=ﬂ
a a+b b a
e que
. SeZ = ﬂentéogz —.
b a’ a a+b

Logo, poderiamos caracterizar a media e extrema razao por qualquer uma das duas
igualdades. Independente de qual seja a igualdade utilizada para definirmos média e extrema
razao, a proxima divisdo se refere a uma razao especifica, a Razdo Aurea.

Definicdo de Razao Aurea (Competéncia Especifica 5 EM): Seja X 0 ponto que divide

um segmento AB em média e extrema razéo.
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Ao 5 H e B

Chamamos de razéo durea a razdo entre 0os comprimentos do maior (a) e do menor (b)

a__ 1++5
b~ 2

segmentos resultantes da divisdo do segmento inicial AB, isto é,

Definicdo de Namero Aureo (Competéncia Especifica 5 EM): Chamamos de NGmero
Aureo e denotamos por @ (Letra Grega Maiuscula, Phi), ou ainda ¢ (Letra Grega Minuscula,
1++5

Phi) o nimero irracional positivo S

Finalmente, apos apresentarmos formalmente o NGmero Aureo, apresentamos outro
belo objeto matematico: o Retangulo Aureo!

Definicdo de Retangulo Aureo (Competéncia Especifica 5 EM): Um Retangulo
Aureo é um retangulo cujo comprimento do seu lado maior dividido pelo comprimento do seu
lado menor ¢ igual ao nUmero aureo.

Figura 108: Retangulo &ureo.

s I F

Fonte: feito pela propria autora.

m
O retangulo PQRS é um retangulo aureo < T=¢

Curiosidades e aplicacdes do Nimero Aureo
e Na matemética

Problema: Qual o comprimento da diagonal de um pentadgono regular cujos lados
medem 1? (Habilidade EFO8MA15 e Competéncias Especificas 1, 3 e 5 EM)

Fazendo uso de um software geométrico ou o Word ou qualquer outro similar, trace uma
circunferéncia e um pentagono regular inscrito nessa circunferéncia. Suponha que o lado do
pentagono mede 1 unidade de medida e o raio da circunferéncia mede r unidades de medida
(u).

Trace uma diagonal desse pentagono e nomeie os Vvértices do tridngulo isosceles
formado de A, B e C.

Trace dois didmetros perpendiculares entre si tal que um deles passe pelo vértice A e 0
outro pelo centro da circunferéncia (O). Nomeie, o ponto de intersec¢do do didmetro que passe

pelo vértice A com o lado AB do triangulo is6sceles ABC, de D.
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Trace os trés raios da circunferéncia que representam os segmentos AO, BO e CO, e
nomeie de “r” os segmentos AO, BO e EO.

Observe que: AB=AC=1;r = AD + DO; ﬁzg; BOD = 72° e ABD = 36'.

Feito todos os tracados e nomeacdes acima solicitados, vou devera ter obtido a figura

abaixo.

Figura 109: Representagdo da construgdo do pentagono regular.

Fonte: feito pela propria autora.

Aplicacéo envolvendo o NGmero Aureo:
Do problema anterior: (Competéncia Especifica 5 EM)

No triangulo retangulo ABD, usando o Teorema de Pitadgoras, determine a relagédo

. d)? — .
existente de (E) em funcéo de AD2. Nomeie essa relagdo de “1”.

No triangulo retdngulo ABD, usando uma calculadora cientifica e a razdo
trigonomeétrica do seno, determine, aproximadamente, o valor do sen (36°). Consequentemente,
determine o valor de AD. Nomeie o valor aproximado de AD de “2”.

Substituindo o valor de AD, encontrado em “2”, na relagdo nomeada de “1”, determine
o valor aproximado de “d”.

Compare o valor aproximado de “d” com o valor aproximado do Namero Aureo (®).

e Na natureza

Assista ao video, clicando no link:

https://www.youtube.com/embed/2VuS8JOkr7s?rel=0&showinfo=0.

Professor, promova um debate com os alunos sobre o video assistido, enfatizando a
grande aplicabilidade na natureza do Numero Aureo. (Competéncia Especifica 1 EM)

A sequéncia de Fibonacci é formada pelos numeros: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ..., onde
sua regra de formacao ¢€: “Dado os dois primeiros termos da sequéncia, neste caso a1 =0 e az =
1, 0 termo seguinte, as, sera determinado pela soma dos dois termos anteriores”. Ou seja, az =

da + ap.


https://www.youtube.com/embed/2VuS8JOkr7s?rel=0&showinfo=0
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Partindo da regra de formagdo da sequéncia de Fibonacci, paran > 2 e n € N, determine
uma formula geral para “a” em fungao de seus dois termos anteriores. (Competéncia Especifica
5 EM).

Problema (Competéncia Especifica 3 EM)

Construa uma espiral, como a do “Caracol” mostrada no video, marcando inicialmente,
o ponto “O”, a 2,2u da lateral esquerda da folha de papel A4 e a 3,2u da lateral superior da folha

de papel A4.
Figura 110: Marcacéo do ponto O.

L ]=]

Fonte: feito pela propria autora.
Trace um quadrado de lado medindo 1u, com seu vértice superior esquerdo coincidindo

com o ponto “O”. Nomeie o vértice oposto ao “O” de “A”.

Figura 111: Construcao do quadrado de lado 1u.

0

ym|

Fonte: feito pela propria autora.
Trace um quadrado de lado medindo 1u, com seu vértice superior esquerdo coincidindo

com o ponto “A”. Nomeie o vértice oposto ao “A” de “B”.

Figura 112: Construgdo do vértice B.

QO
H
E

Fonte: feito pela propria autora.



113

Trace um quadrado de lado medindo 2u, com seu Vértice inferior direito coincidindo

com o ponto “B”. Nomeie o vértice oposto ao “B” de “C”.

Figura 113: Construgdo do vértice C.

L
A= ||

Fonte: feito pela propria autora.
Trace um quadrado de lado medindo 3u, com seu Vértice inferior esquerdo coincidindo

com o ponto “C”. Nomeie o vértice oposto ao “C” de “D”.

Figura 114: Construcéo do vértice D.

Fonte: feito pela prépria autora.
Trace um quadrado de lado medindo 5u, com seu vértice superior esquerdo coincidindo

com o ponto “D”. Nomeie o vértice oposto ao “D” de “E”.

Figura 115: Construcéo do vértice E.

ji]

A

Fonte: feito pela prépria autora.

Trace um quadrado de lado medindo 8u, com seu vertice superior esquerdo coincidindo

com o ponto “E”. Nomeie o vértice oposto ao “E” de “F”.
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Figura 116: Construcéo do ponto F.

Fonte: feito pela prdpria autora.
Trace uma curva suave, partindo do ponto “O” e passando, na sequéncia, pelos demais
pontos (A, B,C,D,EeF).

Figura 117: Construgdo da espiral sobre os pontos marcados.

Fonte: feito pela prépria autora.



