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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo principal o estudo da Teoria de Averaging e a
aplicacao do Método de Aweraging para se determinar o nimero maximo de ciclos limites
que bifurcam do centro planar pertubado por uma classe de sistemas diferenciais polinomiais

de Liénard, ou seja, um sistema do tipo:

T=y
g =2 —e(fu(z)y + gm(7)),

onde verificaremos que o niumero maximo de ciclos limites do sistema acima ¢é o valor maximo
de [5], sendo n o grau do polinomio f;.

Outros objetivos sao estudar alguns temas dos aspectos gerais da teoria qualitativa das
EDOs como: O estudo de aspectos qualitativos de equagoes diferenciais envolvendo siste-
mas lineares, Teorema de Existéncia e Unicidade de solugoes, nocoes basicas de campos de
vetores, Teorema de Grobman-Hartman, Teorema do Fluxo Tubular, conjuntos limites das

trajetorias, Teorema de Poincaré-Bendixson.
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Objetivos

O objetivo principal deste trabalho € iniciar os estudos em sistemas dinamicos principal-
mente no problema de encontrar ciclos limites em sistemas planares, através de estudos de
resultados cldssicos da teoria qualitativa das equacoes diferenciais e do Método de Averaging,
bem como a aplicagao de tal conhecimento para o calculo do nimero de ciclos limites que

podem bifucar de centros planares. Além disso, outros objetivos sao:
- Aprender a fazer levantamento/pesquisa bibliografica.

- Despertar no aluno o interesse pela matemaética, principalmente no ramo de sistemas
dinamicos e, futuramente, desenvolver estes assuntos para um refinamento adicional

num curso de pés-graduacao.

- Possibilitar ao aluno nao sé o preenchimento das lacunas em sua formacao mas também

aprimorar seu espirito critico.
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Introducao

Repetigoes ocorrem frequentemente no dia a dia das pessoas: toda manha o Sol nasce,
todo dia primeiro de janeiro celebra-se o Ano Novo, a cada quatro anos um presidente é
eleito, entre outros. Todos estes fenomenos possuem um fator em comum, a periodicidade.

Este projeto é voltado aqueles fenomenos periddicos que sao descritos por uma funcao
z : R — R? cujo comportamento é governado por um sistema planar de equacoes diferenciais
ordinarias.

Uma funcao z : R — X, onde X é um conjunto arbitrario nao-nulo, é periddica de
periodo T se x(t + T') = z(t), para todo t € R e ¢ é interpretada como uma varidvel tempo.

Um ciclo limite de um sistema de equacoes diferenciais é uma solucao periddica isolada
no conjunto de todas as solugoes periddicas do sistema.

A nocao de ciclo limite surgiu pela primeira vez nos estudos de equacoes diferenciais
no plano realizados por Poincaré entre os anos de 1880 e 1890. No final da década de 20
Van der Pol, Lienard e Andronov, no estudo de certos fenomenos elétricos, obtiveram certas
equacoes especiais de segunda ordem para as quais ocorriam os ciclos limites idealizados por
Poincaré. Desde entao a nao existéncia, a existéncia, a unicidade e outras propriedades dos
ciclos limites foram estudadas extensivamente por matematicos, fisicos, quimicos, biélogos,
e economistas.

Um dos métodos para se estudar problemas de existéncia e unicidade de ciclos limites
no plano é a andlise da aplicacao de primeiro retorno de Poincaré, definida numa secao
tranversal ao fluxo. Infelizmente, tal andlise em geral nao é muito simples.

Em 1900, em Paris, durante o II Congresso Internacional de Matematicos, D. Hilbert
elaborou uma lista com 23 temas de pesquisa para o préximo século. Nenhum dos proble-
mas havia tido solugao até entao, e varios deles acabaram se tornando muito influentes na
matematica do século XX. Desta lista somente dois permanecem aberto. Um ¢é a conjectura
de Riemann e o outro é o 16° problema de Hilbert.

Durante o século XX e estes 12 primeiros anos do século XXI a pesquisa sobre ciclos
limites tem sido um dos grandes objetivos da Teoria Qualitativa de Sistemas Dinamicos.
Porém muitas perguntas continuam sem respostas.

Considere um sistema diferencial planar



& = P(z,y)
y = Q(x,y),

onde P e () sao polinémios reais nas variaveis x e y e o maximo entre os graus de P e () é

(1)

n. O que podemos dizer sobre o nimero e a configuracao dos ciclos limites do sistema ?

e E finito seu numero de ciclos limites?

e Existe uma cota superior para o numero de ciclos limites dependendo somente de n?

Embora J. Ecalle e Yu. Ilyashenko tenham demonstrado que o nimero de ciclos limites
em tais sistemas é finito, suas demonstragoes nao sao muito acessiveis. Nem mesmo foi
provada a existéncia de uma cota superior para campos quadraticos. Suspeita-se que essa
cota seja 4 e a configuracao do tipo (3,1).

Devido a dificuldade de se resolver o 16° Problema de Hilbert como fora proposto, varios
novos enunciados foram surgindo para o problema. Um exemplo é o estudo do nimero
maximo de ciclos limites que bifurcam de um centro, conhecida como wversdo fraca do 16°
Problema de Hilbert.

Um método conhecido na literatura para o estudo das orbitas periddicas é o método
Averaging. Resumidamente, a Teoria de Averaging também fornece condicoes suficientes

para a existéncia de ciclos limites sobre certas hipoteses.
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Metodologia

Os estudos tedricos foram realizados através das referéncias bibliograficas tendo em vista
os temas citados no resumo. Além disso, foram realizados reunioes, apresentacoes e discussoes
semanalmente com a orientadora para remover as possiveis dividas do orientando bem como
discutir os resultados e aplicacoes do método de Awveraging comparando os resultados de

acordo com os obtidos por Jaume Llibre, Ana Cristina Mereu e Marco Antonio Teixeira em

3]
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Capitulo 1

1 Aspectos Gerais da Teoria Qualitativa das

Equacgoes Diferenciais

1.1 Introducao

Seja 2 um subconjunto do espaco R x E, onde R é a reta real e E = R™ é um espago
euclidiano de dimensao n. Sejam f : 0 — [E uma aplicacao continua e I um intervalo nao

degenerado. A funcao diferencidavel ¢ : I — E é uma solucao da equagao

dx
W st.) )

d
no intervalo I quando {(t,¢(t));t € I} estd contido em e d—f(t) = f(t,¢(t)) para todo
tel
Sejam f; : @ — R, i = 1,....,n as componentes de f; ¢ = (p1,...,0,), com @; :

I — R, seréd solucao da equacgao somente se cada ; ¢é diferencidavel no intervalo I,

(t,1(t), ..., on(t)) € Q paratodot € I e

% = filt,o1(t), -, en(t)),
% — f2(t7(’01(t),. . .,‘Pn(t))a
don,

:;t :fn(t,g01<t),790n(t))7

para todo t € I.

Definicao 1.1. Seja €2 um aberto contido em [ x E, onde I é um intervalo da reta nao
degenerado e E um espago euclidiano n-dimensional. Seja f : 2 — E um aplicagao continua.
Fixado o par (tg,zo) em €2, chamado de valor inicial para a equagao diferencial ordindria
dada por f, chamamos de problema de Cauchy associado a f com valor inicial (o, ) o

problema definido por



C;—f = f(t,z), x(tog) = xo.

Neste caso, a aplicagao ¢ : I — [E é uma solugao do problema de Cauchy dado por f,

com valor inicial (to, zo), se ¢ é solugao da EDO dada por f e se p(ty) = xo.

O problema de Cauchy ou Problema de Valor Inicial indica que sob as condicoes de que

se f e == sejam continuas no subconjunto 2, entdao =’ = f(t,x), x(ty) = xo possui uma

dy

unica solucao no intervalo que contém t.

Exemplo: Resolver o problema de Cauchy

y' =2t(1+y), y(0)=0.

Primeiramente, iremos verificar que existe solucao e posteriormente mostrar que tal

solugao é unica dada a condigao inicial. Se y = ¢(t) temos a integral

¢@=AE$+mmw

que devido a condigao inicial, @o(t) = 0, obtemos

e1(t) = /Ot 25[1 + po(s)]ds = /Ot 2sds = t2.

Analogamente, temos

t t t4
eat) = [ 2sl1+ilds = [ asli ) =+ s
0 0

Sucessivamente, observamos que

N g2 ttt0 t*n
pull) =10+ 5 oy ok

Assim para n = 1 a expressao é verdadeira. Supomos que para n = k a expressao seja valida

emprovemos paran =k + 1.

t ¢ 5 2k
Pry1(t) = / 2s[1 + oy (s)]ds = / 2s[1 + s° + oot F]d&
0 0 - -
Portanto,
) t4 t6 t2k+2
=2+ —  — - .
pen(l) =EH gt g+
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Observe que a expressao acima é caracterizada pela série Y - i—f“ conhecida como uma
série de Taylor, o que nos garante que para todo ¢ no intervalo a solugao ¢(t) = > =, tZ—,’“
pode ser diferenciada e integrada.

Se a série convergir, entdao p(t) é solugao do problema de Cauchy. Pelo teste da razao
vemos que para cada t
£

= —— — 0 quando k£ — oo,

t2k+2 k"
‘ (k+1)

(k+ 1)1 2k

ou seja, ¢(t) é uma solugao do problema de Cauchy.
Para verificar a unicidade, vamos supor que existam duas solugoes ¢ e ¢ para o problema

de Cauchy. Como ambas sao solucoes, subtraimos utilizando a forma de integral, ou seja

o(0) = o(t) = [ 2slp(e) = o(s)lds

Dessa forma, o valor absoluto para ¢t > 0

|ﬂ@—¢@»=:424w$—¢@us
§A2MW$—M$M&

Tomando o intervalo 0 < ¢ < A/2 com A arbitrario, temos que 2t < A, entao

t
0(s) = 6] < 4 [ [o(s) ol ds. 3)
0
Podemos definir uma funcao U sendo
t
U) = [ lets) - ol ds.
0
Da expressao acima observamos que U(0) = 0 e U(t) > 0 para t < 0. Além disso, U é

diferenciavel e sua derivada é U’ = |p(s) — ¢(s)|. Portanto, de (3 temos

U'(t) — AU(t) > 0. (4)
Agora, multiplicaremos por e~ para obtermos a derivada de , assim
[e= AU (t)) < 0.
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Integrando, obtemos que e~ 4U(t) < 0 concluindo que U(t) < 0 para todo t > 0. Ob-
servamos que U(t) > 0 para t > 0. Consequentemente U(t) = 0 para todo ¢ > 0. Dessa
forma U’(t) = 0 o que implicaria que ¢(t) = ¢(t) contradizendo a hipdtese. Dessa forma
mostramos a unicidade da solucao.

Outro caso interessante é observado no problema de Cauchy,

' = ax — Py,
y = pr + ay,
z(ty) = o, y(to) = Yo.

Temos um caso homogéneo de uma equacao linear complexa com coeficientes constantes

onde ilustraremos as possibilidades para diferentes valores de a e 5.

Y Y
/N
[~ (BN
4 r "\\_;/J . r
a)F=>0,a<0 by f<0,aa>0
y Y

s R
[ N 7

c)f=0,a=0 d) f=0,aa <0

Figura 1: Possibilidades para diferentes valores de o e

1.2 Teorema do Ponto Fixo e Teorema de Picard

Para se demonstrar a unicidade e existéncia de solucoes é usual a utilizacao do Teorema
de Picard, que utiliza o método de aproximagoes sucessivas para a demonstracao, juntamente
com o resultado do lema da contracao ou teorema do ponto fixo garantindo a unicidade da

solugao. Antes disso, definiremos o que é uma aplicacao Lipschitiziana.
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Definicao 1.2. Uma aplicacao f :  C R x R" — R" chama-se Lipschitziana em 2 em

relacao a segunda varidvel se existe uma costante K tal que:

para todos (¢, ), (t,y) € Q; K chama-se constante de Lipschitz de f.

Dizemos que a aplicagao f é localmente lipschitziana em ) se para todo (tg, o) existe

uma vizinhanga V' = V' (ty, z¢) tal que f|y é lipschitziana em V.

Teorema 1.3 (Teorema do Ponto Fixo). Sejam (X, d) um espagco métrico completo e F' :
X — X uma contracao, isto € d(F(x), F(y)) < Kd(z,y) com 0 < k < 1. Entdo, F possui
um 1inico ponto fixo p, por F, isto é F(p) = p. Mais ainda, p é um atrator de F, ou seja,

F"(z) — p quando n — oo para todo x € X e F™(x) é definido por F(F"!(x)).

Demonstracao: Demonstraremos primeiro a unicidade do ponto fixo. Sejam p e p; dois

pontos fixos. Entao

d(p,p1) = d(F(p), F(p1)) < Kd(ps,p).

Como 0 < K < 1, entéo d(p,p1) = 0. Logo p = p1, 0 que garante a unicidade.

Sejam = € X e (x,)neny = F"(z), mostraremos que a sequéncia (z,),en € uma sequéncia
de Cauchy. Por indugao, mostraremos que d(z,,T,11) < K"d(xg,x1) é vélido para todo
n € N.

Para n = 0 a desigualdade é trivialmente verdadeira pois
d(xg, 1) < d(xg, 7).

Vamos supor agora que a desigualdade seja verdadeira para n e entao mostraremos que é

valida para n + 1. Como F' é uma contracao, segue-se que

A(Tps1, Tnga) = d(F" (2), P2 (2)) = d(F(F" (2)), F(F"(2))) = d(F(22), F(2n41)) <

< Kd(2p, tng1) < K™ (20, 1),

logo, por inducdo, d(z,, zp1) < K™d(zg, 1) para todo n € N.

Sejam n, p € N. Pela desigualdade triangular obtemos



d(Tn; Tpip) < d(Tp; Tng1) + 0+ A Tpgp1, Tngp)-
Pela hipétese de inducao, temos
(T, Tpy1) + -+ d(Tpgp-1, Tnyp) < K'd(x0, 21) + K" d(z0, 1) + - -+ + K"Pd(20, 1),
ou seja,

(T, Tnyp) < K"d(zo,x1) + -+ + K" (2o, 21) < K™(1+ -+ + kP71 d(x0, 21)

1 — Kr K" K
< E" d(x[))xl) = 1 — Kd(l‘()?xl) - 1—- K

- 1—k

d(ZL‘(), ZL’l).

portanto,

n

- K

d(xm xn+p) S 1 d(x07 513'1).

Como 0 < K < 1 observamos que quando n — oo temos que K™ — 0, logo d(x,, x,,) — 0
a partir de um n,m > ng com n,m € N o que mostra que a sequéncia (x,),en ¢ de Cauchy,

logo convergente. Provemos que lim z,, = p é ponto fixo de F'. De fato:
F(p) = F(limz,) = lim F(z,) = limz,,1 = p.
O

Corolario 1.4. Seja X um espaco métrico completo. Se F' : X — X € continua e, para
algum m € N, F™ € uma contra¢do, entdo existe um unico ponto p fixo por F. Mais ainda,

p € um atrator de F.

Demonstragao: Seja p o ponto fixo atrator de F™ dado pelo Lema da Contracao. Seja
n=mk+1, com0<1[l<m. Dadoz € X, F' é um ponto de X. Como p é atrator de
F™, temos [F™]*(F'(x)) — p, quando k — oco. Como F"(z) = [F™F(F!(z)), segue que
F™(z) — oo quando k — oo. Logo, p é ponto atrator de F'. Além disso, p é ponto fixo. De

fato,

p = lim F*(F(p)) = lim F"*(p) = lim F(F"(p)) = F(lim F"(p)) = F(p).



Teorema 1.5 (Teorema de Picard). Se F': D — D € continua e Lipschitiziana na sequnda

varidqvel de D = R x R", dados (to,yo) € D existe uma unica solugao y = p(t) satisfazendo

vy = Fe)
y(to) = o
A solugao existe em qualquer intervalo I ndo degenerado onde ty € I com (t,p(t)) € D

para todo t € I com ¢ continua.

Demonstragao: Inicialmente, tomemos a,b > 0 onde R : {(t,y) : |t —to| < a, |y — yo| < b}

esteja contido em D. Como R é compacto (limitado e fechado), entao existe m > 0 tal que
|F(t,y)|| <m, Y(t,y) € R.
Se F' é lipschitiziana, entao seja k > 0 a constante de Lipschitiz no conjunto R, isto é,
1F(E ) — F(¢ y2)l| < Kllyn — well, Y1), (8 ye) € 1.

Tomando d = min {a, %} e o intervalo I = [ty — d, ty + d], iremos construir uma sequéncia

de fungoes (Y, )nen onde y, : I — R™ da seguinte forma,

Yo(t) = o, t
)= v +/t F(s,y0(s))ds,
yo(t) = yo+ /ttF(s,yl(s))ds,

yn(t) = o+ /tF(S,ynl(s))ds.

to

As funcgoes sao continuas no intervalo I e satisfazem

[yn(t) — ol < bVt e(klcz) Vn >0,
m n
Hyn(t) - ynfl(t)H S Z ! Vn Z 1.

Mostraremos por inducao que as condi¢oes acima sao validas. Para n = 1 temos
t
o) = oll < |1 (5. go(s))ds < mt o) < md <.
to
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Vamos supor agora que as condigoes sao validas para n e vamos verificar se vale para

n+ 1.

[[Yn11(8) = yn (D) S/t HF(&yn(S))HdS—/t |1 (s, yn—1(s)]|ds.

Como F' ¢ Lipschitiziana, obtemos

g (8) — ya()]] < /||Fsyn |ds—/||Fsyn (s) |ds<K/ 9 (5) — g1 (5)]|ds

mkn+1/ |S t0|nd < _(k‘|t t0|)n+1 < (k)|t )n+1.
to

~— k n! ko nl(n+1)! k (n+1)

Portanto

m (kd™)
|yn(t) — yn_1(t)|| < — T ¥neN.

Concluimos entao que as condigoes sao validas para todo n € N. Assim sendo, temos que

verificar agora se a sequéncia (Y, )nen converge. Podemos escrever y,(t) em forma de série

yn(t) = o + [y1(8) = ()] + -+ [Yn(t) — yn-a(1)]- (5)
Como (j5) é uma série de fungdes, podemos compara-la com a série

o0

Z k\t—toy -

n=1
para verificar sua convergéncia.
Dessa forma, como a série @ converge, utilizando o critério de convergencia de Weiers-
tress, verificamos que a série converge uniformemente, ou seja, para uma funcao continua

y(t) temos que y,(t) — y(t) que justamente é a solu¢do do problema de valor inicial dado.

klt—toD)™ 2 , . . .
% é convergente e é do tipo de soma infinita de e,

consequentemente S, = - para |z| < 1, logo Y 7, %w < 1. Como F é continua

o . 7. (o9}
Para a unicidade, a série ) 7

e lipschitiziana, y, ¢ uma contracao em D pois 0 < k < 1. Pelo Teorema do Ponto Fixo,

existe uma tnica solugao y(t). O



1.3 Campos Vetoriais e Fluxos

O sistema de equacoes diferenciais

Definicao 1.6. Um campo vetorial de classe C* com 1 < k < oo é uma aplicacao X : Q —

R” também de classe C*. Associamos a esse campo a equacao diferencial
¥ = X(x). (7)

Sao solugoes de (7) as aplicagoes ¢ : I — €, tais que, ¢'(t) = X(¢(t)), Vt € I. Tais

solugoes sao chamadas curvas integrais ou trajetorias.

Definicao 1.7. Um ponto x é dito ponto singular ou ponto de equilibrio do campo X se

X(x) =0 e é chamado ponto regular de X se X(z) # 0.

Observe que se x é um ponto singular, entdao p(t) = x, Vi € I e se p(t) = = entdo
¢'(t) = 0 = X(¢(t)) = X(x) = 0. Logo, por definigdo, x é ponto singular. Uma curva
integral chama-se méxima se para toda curva ¢ : J — Q , tal que I C J e ¢ = 9|] entdo
I = J, por sua vez ¢ = 1. O intervalo I é dito intervalo maximo.

Utilizaremos trés resultados para o estudo do comportamento das equacgoes diferenciais

autonomos, sao eles:

(a) (Ezisténcia e unicidade de solugoes mdzima). Para cada x € Q) existe um intervalo

aberto [, onde estd definida a tnica solugdo méxima ¢, de tal modo que ¢(0) = z.

(b) (Propriedade de grupo). Se y = ¢.(s) e s € I, entdo I, = [, —s = {r —s;r € I},
py(0) =y e @, (t) = pu(t +5),Vt € I,



(c) (Diferenciabilidade em relagao as condigoes iniciais). O conjunto D = {(t,z);z € Q,t € I}
é aberto em R"*! e a aplicacao ¢ : D — R™ dada por o(t,2) = @.(t) é de classe C*.

Além disso ¢ satisfaz a equagao
D1 Dyp(t, x) = DX(p(t,2)).Dap(t, x), Dap(t, x)|1=0 = E,
para todo (t,z) € D. Aqui E denota a identidade de R".

Definigao 1.8. A aplicacao ¢ : D — ) é chamada de fluxo gerado pelo campo X.

Observe que o fluxo gerado satisfaz as condigoes da defini¢ao de Fluxo, isto é, ¢(0,z) = x
e ot +s,x) = p(t, (s, 1))
Posteriormente utilizaremos o resultado dos lemas apresentados na sequéncia para o

estudo de retrato de fase de um campo vetorial. Seguem os lemas:

Lema 1.9. Seja X um campo wvetorial de classe C*, k > 1 em Q C R". Sex € Q e
I, = (w_(x),wi(x)) entdo p,(t) — 0N quando t — wi(x) out — w_(x), ou seja, para todo

compacto K C Q, existe e = ¢(K) > 0 tal que se t € [wy(z) — €,wi(x)], entdo p,(t) ¢ K

Demonstracao: Suponhamos que exista um compacto K C € e uma sequéncia t, —
wi () < oo tal que p,(t,) € K, para todo n. Entdo, existe uma subsquéncia, denotada por
0 (tr), tal que ¢, (tx) converge para um ponto zg € K. Agora, tomemos b > 0 e a > 0, tais
que By x I, C D, sendo D = {(t,z) :x € Q,t € I,},onde B, = {y € R™; |y —xo| <b} C Qe
I, ={t € R;|t| < a}. D é aberto pela definigao 1.4 (c). Além disso, por (b), p.(tx + s) esta
definido para s < a e coincide com ¢, (s) para k suficientemente grande, onde y = ¢, (t).

Decorrendo que t; + s > w, (z), o que é uma contradigao. [

Lema 1.10. Seja X : R® — R™ um campo vetorial tal que | X (z)| < C para todo x € R".
Entao I, = R para todo x € R™.

Demonstragao: Para esta demonstragdo, mostraremos que w,(xr) = oo. Suponha por
absurdo que w, (x) < oo para algum x € R"™. Seja t > 0, sendo assim

— <t < c(wy (1))

0 d 0
| et = | [ X(ets,ads
t dt t
Assim, Vt € [0,wy(2)], () é uma bola fechada de centro x = ¢,(0) e raio w,(x)

contradizendo o LemaI.9l
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Lema 1.11. Se ¢, é uma solugao regular de definida no intervalo mdazimo I, e p,(t1) =
o(ta) para ty # ta, entao I, =R, @ (t + ¢) = p.(t), para todo t, onde c =ty — ;.

Demonstragao: Definimos a aplicagao 1) : [ta, ta + ¢] = R™ onde ¥ (t) = ¢, (t — ¢). Dessa
forma temos ¢'(t) = @, (t —c) = X(pa(t—¢)) = X (¥ (1)) e P(t2) = palta—t2+11) = u(tr) =
¢, (t2). Pela unicidade de solugoes, tem-se ¢, (t) = . (t + ¢) com [ta,t2 + ] € I, para todo
t € R. Obtemos entao I, = R.

1.4 Retrato de fase de um campo vetorial

A imagem da curva integral de X pelo ponto p definida como v, = {¢(t,p);t € I,} é
chamada drbita de X pelo ponto p. Duas érbitas ou sao iguais ou sao disjuntas, ou seja, €2

¢ decomposta numa uniao disjunta de curvas diferenciaveis onde cada curva pode ser:
e (a) imagem biunivuca de um intervalo de R,
e (b) um ponto, ou,
e (c) difeomorfa a um circulo.

No caso (b), p = 7, a dérbita chama-se ponto singular, no caso (c) a 6rbita chama-se fechada
ou periodica.
Um retrato de fase de um campo X é um conjunto aberto ) contendo a decomposicao
das érbitas de X. Essas dérbitas sao orientadas no sentido das curvas integrais de campo X.
Exemplo: Um campo X de classe C*, com k& > 1, em R, onde X possui um ntimero
finito de pontos singulares. Sejam a; < as < --- < a, € ag = —0 € a,+1 = c©. Na Figura 2

ilustramos o grafico e o retrato de fase de X em R.
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Retrato de fase de X

Figura 2: Grafico e Retrato de Fase do campo X

Lema 1.12. Todo subgrupo aditivo K # {0} € R € da forma K = oZ , 0 > 0 ou € denso

em R.

Demonstracao: Como, por hipétese, K # {0}, entao K N R, # 0, onde R, denota os
reais positivos, pois existe k € K, com k # 0, o que implica que k ou —k esta em K NR,.
Seja o = inf[K NRy]. Se 0 > 0, K = 0Z, pois se k € K — 0Z, existe um tnico ¢ € Z, tal
que c7 < k < (c+ 1)o e, portanto, 0 < k —co <o ek —co € KNR,, o que contraria o
fato de 0 = inf[K NR;]. Se 0 =0, dado e > 0 e t € R, existe k € K tal que |k —t] <€, 0

que implica que K é denso em R.

Teorema 1.13. Se ¢, € uma solugao mdzima de ' = X (x) em I, entdo verifica-se uma
unica das sequintes alternativas:

(a) p. € injetiva ;

(b) I, =R e ¢ é constante (p(t) =p, Vt € I,,);

(c) I, =R e p, € periddica.

Demonstragao: Se ¢, nao é injetiva entao ¢, (t1) = . (t2) para algum t; # 5. Pelo Lema
111, I, = R, p.(t+¢) = ¢(t) para todo t € R com ¢ =ty —t; e ¢, é uma solugao periddica.

Para continuar a demonstracao, precisamos provar que o conjunto
K={ceR:p(t+c)=p,t),VteR}

é um subgrupo aditivo de R pois todo subgrupo aditivo K # {0} de R é da forma K = ¢Z

onde § > 0 ou K é denso em R. Basta mostrar que:
e O conjunto K é nao vazio.
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e O conjunto ¢é fechado para soma.
e Todo elemento do conjunto possui inverso aditivo.

K ¢ diferente do vazio pois ¢ =ty — t; € K. Tomando a,b € R temos que ¢(t +a + b) =
o(t +a) = p(t),Vt € R. Por fim, seja d € R temos ¢(t) = p(t —d+d) = ¢(t — d),Vt € R,
logo —d € R. Por outro lado, se C,, € K é uma sequéncia, tal que, C,, — ¢, entao ¢ € K
pois

ot + ) = a(t + lim Cp) = @o(lim (£ +cn)) = lim @u(t +cn) = lim (1), Vi€R.

Ou seja, K ¢ fechado e é um subgrupo aditivo de R. Portanto K ¢é denso em R ou K = oZ.

1.5 Equivaléncia e conjugacao de campos vetoriais

Para compararmos campos vetoriais e seus retratos de fase, utilizamos alguns recursos de
equivaléncia utilizando homeomorfismo conforme as defini¢des que seguem. Essas defini¢oes
sao de suma importancia para o entendimento do Teorema do Fluxo Tubular onde podemos
tratar de uma conjugacao de um campo com determinadas condi¢oes em relagao ao campo

constante Y = (1,0,0,0....,0) € R".

Definicao 1.14. Sejam X, X, campos vetorias nos abertos 21,25 de R", respectivamente.
Dizemos que X, é topologicamente equivalente (resp. C*-equivalente) a X, quando existe
um hemeomorfismo (resp. um difeomorfismo de classe C*) h : € — , levando 6rbita
de X7 em orbita de X5 preservando a orientacao. O homeomorfismo h é dito equivaléncia

topologica entre X; e Xs.

Definicao 1.15. Sejam ¢; : D1 — R" e s : Dy — R" os fluxos gerados pelos campos
Xy :0 - R"e Xy : 0y — R”, respectivamente. Diz-se que X; é topologicamente conjugado
(resp. C*-conjugado) a X, quando existe o homeomorfismo (resp. um difeomorfismo de

classe C*) h: Q) — Q, de tal modo que h(pi(t,z)) = po(t, h(x)) para todo (t,z) € D;.

Lema 1.16. Sejam X; : O — R” e Xy : Qo — R™ campos C* e h : Q7 — Qy um
difeomorfismo de classe C". Entdo h € uma conjugacao entre os campos X; e Xa se, e

somente se,

Dh(p)Xi(p) = Xa(h(p)),Vp € Q1. (8)
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Demonstragao: Sejam @1 : D1 — 4 e g : Dy — )5 0s fluxos de X; e X, respectivamente.
Vamos supor que h satisfaz (8). Dado p € 4, seja 1(t) = h(p1(t,p)),t € I1(p). Entao ¢ é
solugao do problema de Cauchy ' = X3(x),z(0) = h(p) pois

Y'(t) = Dh(sol(t,p)-%sol(t,p) = Dh(p1(t,p)) X1 (p1(t,p) = Xa(h(p1(t,p))) = Xa((2)).

Portanto h(p;(t,p) = wa(t, h(p)). Reciprocramente, suponhamos que h seja uma C” - con-
jugagdo. Como h é difeomorfismo, pela definicao 1.8. dado p € €y temos h(p;(t,p)) =
©2(t, h(p)), t € I1(p). Derivando em relagao a ¢t com ¢ = 0 temos

Dh(1(0,p)) = Dga(0, h(p) = Dh(gy(t, p) = £5(h(p)) = DhX1(p) = Xa(h(p)).

O exemplo a seguir ilustra como verificar a conjugagao entre campos através do Lema
1.16.

Exemplo: Tomando os campos X (x,y) = (z, —y) e Y(x,y) = (z, —y +23) verificaremos
se h(z,y) = (z,y + %3) é uma conjugacao. Aplicando o Lema, em termos de matrizes temos

a jacobiana,

1 0 x x
DhX = | | = = ., (9)
322 1 —y 20y
4 4

Observe que Y (h(z,y)) = [z,—y + %], portanto Dh(z,y)X (z,y) = Y (h(z,y)).

1.6 Teorema do Fluxo Tubular

O intuito e objetivo desse teorema é estudar o comportamente local de solugoes préximas
a um ponto que nao seja estaciondria. Se p é um ponto regular de um campo vetorial X, de
classe C* com k > 1, o teorema de Fluxo Tubular nos garante que existe um difeomorfismo de
classe C* conjugando X, em uma vizinhanca de p com o campo constante Y = (1,0, --- ,0).

Dessa forma , dois campos X e Z sao localmente C*-conjugados em torno de pontos regulares.

Definicao 1.17. Sejam X : Q — R” um campo de classe C* com k > 1 e Q € R" aberto
e além disso A C R™! um aberto. Uma aplicacao diferencidvel f : A — Q chama-se secio
transversal local de X quando para todo a € A, D f(a)(R"') e X(f(a)) geram o espago R".
Seja ¥ = f(a) munido da topologia induzida. Se f : A — ¥ for um homeomorfismo entéao ¥

é uma secao tranversal de X.
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Teorema 1.18. (Teorema de Fluxo Tubular) Seja p um ponto nao singular do campo
X : Q= R" de classe C*F e f: A — X uma secdo transversal local de X de classe C* com
f(0) = p. Entao eziste uma vizinhanga V- de p em 2 e um difeomorfismo h : V — (—¢,e) x B
de classe C*, onde € > 0 e B é uma bola aberta em R™™! de centro na origem 0 = f~1(p)
de tal forma que

(a) h(XNV)=0x B;

(b) h é uma C*- conjugacio entre X|y e o campo constante Y : (—e¢,€) x B — R™, com

Y =(1,0,0,--- ,0) € R™.

Demonstragao: Seja ¢ : D — €2 o fluxo do campo X. Definimos a aplicacao ¢ : Dy — U
onde D = {(t,u) : (¢, f(u)) € D} de tal modo que 9 (t,u) = ¢(t, f(u)), em outras palavras
a aplicacao ¢ leva as linhas paralelas ao eixo t em curvas integrais do campo X passados t
unidades de tempo. Verificaremos que 1 é um difeomorfismo local em uma vizinhanga da
origem. Pelo Teorema da Funcdo Inversa (demonstrado em [5], p.115), basta mostrarmos

que D(0) é um isomorfismo. De fato,

Dip(0,0) = ¢'(0, £(0)) = X((0,p) = X(p).

Além disso, D,1(0,0) = ¢'(0, f(u)) = Df(u), Vu € A. Portanto D (0) é um isomorfismo.
Pelo Teorema da Funcao Inversa, existem € > 0 e uma bola B € R"™! com centro na origem
tal que ¢|(_c¢)x gy ¢ um difeomorfismo sobre V = 1((—¢, €) x B). Definindo h = (F|(_c.oxp) "
ecomo Y : (—¢,€)x B — R™ é um campo constante, verificaremos que h~! conjuga os campos

Y e X, pelo Lema 1.16:
Dh‘_l(ta U)Y(tv u) = Diﬁ(@ U)<1, 07 U aO) = Dlw(ta 'LL)
= X(p(t, f(u) = X(¥(t,u)) = X(h™'(t, u)),
0 que prova a conjugagao. 0

Definicao 1.19. Um ponto singular p de um campo vetorial X de classe C*, k > 1, chama-se

hiperbdlico se todos autovalores de DX (p) tem parte real diferente de zero.

Teorema 1.20. Teorema de Hartman-Grobman. Sejam X : 1 — R"™ wm campo
vetorial de classe C' e p um ponto singular hiperbolico. Existem vizinhancas W de p em €

eV de 0 em R" tais que X|W € topologicamente conjugado a DX (p)|y .
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Em suma o Teorema de Hartman-Grobman nos diz que dado um sistema nao linear e
sua linearizagao em torno de um ponto hiperbdlico, entao o teorema garante a existéncia de
um homeomorfismo que faz uma conjugagao topdlogica entre os dois sistemas. Dessa forma
podemos estudar o comportamento qualitativo do sistema original em torno desses pontos

singulares hiperbdlicos.

1.7 A transformacao de Poincaré

O objetivo de se utilizar a transformagao de Poincaré é buscar entender o comportamento
das trajetorias (solugoes da EDO) por meio do comportamento de certas transformagoes. A
transformacao de Poincaré associada a uma érbita fechada v de um campo vetorial é um
difeomorfismo 7 que definiremos a seguir. Esta transformagao descreve o comportamento do
campo numa vizinhanca de .

Seja v = {¢(t,p);0 < t < 79} uma 6rbita periédica de periodo 75 de um campo X de
classe C*, k > 1, definido em A C R". Seja ¥ uma secio transversal a X em p. Em
virtude da continuidade do fluxo ¢ de X, para todo ponto ¢ € ¥ proximo de p a trajetoria
©(t,q) permanece préxima a -y, com t em um intervalo compacto pré-fixado, por exemplo,
[0,279]. Define-se 7(g) como o primeiro ponto onde esta orbita, partindo de ¢, volta a
interceptar novamente a se¢ao X. Seja ¥y o dominio de 7. Naturalmente p € ¥y e 7(p) = p.
Em outras palavras, estamos observando o comportamento das trajetérias passando pelos
pontos 7(¢;) € ¥ préximos de uma vizinhanca do ponto p que respeitam a continuidade do
fluxo.

Muitas propriedades do retrato de fase de X perto de 7 se refletem em 7 e reciprocamente.
Por exemplo, as orbitas peridédicas de X vizinhas de v correspondem aos pontos periédicos de
T, que sao pontos g € Y, para os quais 7""(q) = ¢ para algum inteiron > 1. O comportamento
assintotico das dérbitas de X perto de v também é descrito por m. Assim, lim,, o, 7"(q) = p
implica lim;_, d(¢(t,q),y) = 0, onde d(¢(t,q),v) = inf{|p(t,q) —7|,r € v}.

A aplicacdo 7 : ¥y — ¥ é um difeomorfismo de classe C* sobre sua imagem. Tomando
©(70,p) = p, pelo Teorema do Fluxo Tubular, existe uma vizinhanga ¥ de p em X tal que
©(10,q) € V para todo ¢ € ¥y. Seja a aplicacao £ : V — X temos que 7 : ¥y — X, onde
7(q) = &(p(70,q)). Podemos expressar m como sendo: 7(q) = ¢(70 + 7(¢(70,4)),q) onde
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tal 7 : V — R significa o tempo 7(z) que a érbita passando por z leva para interceptar a

transversao ..

1.8 Ciclos Limites no plano

Definicao 1.21. Seja U um aberto de R? ¢ [’ : U — U um campo vetorial de classe C!.
Uma orbita periddica v de F' chama-se ciclo limite se existe uma vizinhanga V' de v tal que

~ é a unica orbita fechada de F' que intercepta V.

Proposicao 1.22. Ezistem apenas os sequintes tipos de cliclos limites:

(a) Estavel, quando lim;_,, d(¢(t,q),v) =0 para todo ¢ € V;

(b) Instavel, quando lim;_, ., d(¢(t,q),v) = 0 para todo q € V;

(c) Semi-estavel, quando lim;_,, d(¢(t,q),v) = 0 para todo q € V N Ext ;
e limy, o d(¢(t,q),v) = 0 para todo ¢ € V N Int 7, ou o contrario.

Demonstracgao: Diminuindo a vizinhanca V' se necessario, podemos supor que ela nao
contém singularidades. Sejam p € v e X uma secao transversal a F' em p. Seja 7 : X9 — X
a transformacao de Poincaré. Suponhamos que X esteja ordenado, sendo o sentido positivo
de Ext v para Int 4. Dado ¢ € ¥g N Ext ~, temos 7(q) > ¢ ou m(q) < g. Sem perda
de generalidade, suponhamos 7(q) > ¢. Considere a regiao A limitada por v, pelo arco
de trajetéria q?\(q) e pelo segmento ¢m(q) C Sy. A regido A é homeomorfa a um anel e
positivamente invariante, ou seja, dado = € A, ¢(t,x) € A para todo t > 0. Isto segue pela
unicidade de solugoes e pela orientacao das dérbitas. Além disso, ¢(¢, ) intercepta ¥ numa
sequéncia estritamente monoétona de pontos x, que converge para p. Conclui-se entao que
limy o0 d((t, x),y) = 0.

Se m(q) < g, considerando o campo —F, fica provado que lim; o, d(p(t,x),y) = 0 para
todo x € A. Podemos fazer as mesmas consideragoes em Int 7. Basta agora combinar as

possibilidades para concluir a demonstragao. 0

Observacgao 1.23. Com as notagoes introduzidas na Proposicao 1.22, temos que v é um
ciclo limite < p é um ponto fixo isolado de 7. Além disso,

(a) v é estavel < |m(z) — p| < |x — p| Vo # p préximo de p;

(b) v ¢ instével < |7(z) — p| > |x — p| Vo # p préximo de p;
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(c) v é semi-estavel < |m(z) — p| < |z — p| Vz € ¥ N Ext 7 préximo de p, e |7(z) — p| >

|x — p| Vo € ¥ N Int v préximo de p ou o contrario.

1.9 O Teorema de Poincaré - Bendixson

Definicao 1.24. Seja F' : U — R"™ um campo vetorial de classe C*, & > 1, com U um
subconjunto aberto do espaco euclidiano R™. Seja ¢(t) = ¢(t,p) a curva integral de F
passando pelo ponto p, definida no intervalo méaximo I, = (w_(p),wy(p)). Se wi(p) = oo,

definimos os seguintes conjuntos:
w(p) ={q € U,3{t,} com t,, = oo e p(t,) — ¢q, quando n — co}.

De forma analoga, temos para w(p) = —o0
a(p) ={q € U,H{t,} com t, - —o0 e p(t,) — ¢, quando n — occ}.

Teorema 1.25. Sejam F : U — R™ um campo de classe C*, k > 1 definido em U C R" e
vt ={p(t,p);t > 0} a semidrbita positiva do campo F pelo ponto p . Se v+ (p) estd contida
num subconjunto compacto K C U, entao:

(a) w(p) # 0 (respectivamente, a(p));

(b) w(p) € compacto, (respectivamente a(p));

(c) w(p) € invariante por F , isto €, se q € w(p), entao a curva integral de F' por q estd
contida em w(p);

(d) w(p) € conexo, (respectivamente, a(p)).

Demonstragao: E suficiente mostrar o teorema para o conjunto w-limite.
(a) w(p) # 0.
Seja t, = n € N. Como {¢(t,)} C é compacto, existe uma subsequéncia {¢(t,, )} que

converge para algum ponto ¢ € K. Entao, t,, — oo, quando n, — 0o e ¢(t,,) — ¢. Logo,

q € w(p) #0.
(b) w(p) é compacto.

Como w(p) C vt(p) C K, basta mostrar que w(p) é fechado. Seja ¢, — ¢, ¢, € w(p). Vamos
mostrar que ¢ € w(p). De fato, para cada ¢, € w(p), existe uma sequéncia {tgff)} tal que

t o e go(ts,?),p) — @pn, quando m — o0o.
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Tomemos, para cada sequéncia {t,(ﬁ)}, um ponto t,, = tfg() > n e tal que d(@(tn, ), gn) <

n)

%. Pela desigualdade triangular, temos:

A(p(tn: ). ) < d(p(tn, ) ) + dlans0) < -+ (g, 0)

Segue, entao, que d((t,, p),q) — 0 quando n — oo, ou seja, p(t,, p) — ¢. Como t,, — o0
quando n — oo, conclui-se que ¢ € w(p).

(¢) w(p) é invariante por F.
Seja ¢ € w(p) e seja qo = p(to,q). Como ¢ € w, existe p(t,,p) — ¢ quando t, — co. Pela

continuidade de ¢, segue que

qo = ¢(to,q) = ¢(to, im (L, p)) = lim @(to, p(tn, p)) = lim p(t, +to, p).

Observe que a sequéncia (s,) = (t, + to) é tal que s, — o0 e @(s,,p) — o quando
n — oo. Portanto, gy € w(p).

(d) w(p) é convexo.

Suponhamos, por absurdo, que w(p) seja nao convexo. Entao existem A e B fechados e nao
vazios tais que AN B =0 e w(p) = AU B. Como A # (), existe uma sequéncia {t/,} tal que
t, —ooep(th) — ac A quando n — co. Analogamente, existe uma sequéncia {t”} tal que
th — oo e p(th) — b€ B, quando n — oo. Seja d = d(A, B) > 0. Podemos construir uma
sequéncia {t,}, t, — oo quando n — oo e tal que d(p(t,), A) < d/2 e d(p(tni1),A) > d/2
para todo n impar.

Como a fungao g(t) = d(¢(t), A), t, <t < t,41, para todo n impar é continua e g(t,) < d/2 e
g(tny1) > d/2, segue-se do Teorema do Valor Intermediério ([4]) que existe t,, t, < t, < tpi1
tal que

g(tn) = d(p(tn), A) = d/2.

Desde que a sequéncia {o(#,)} estd contida no compaco Q = {z € U;d(z, A) = d/2}NK,
{o(t,)} possui uma subsequéncia convergente, que denotaremos por {¢(t;)}. Seja p =
limy_,o0 ¢(t). Entdo p € w(p). Mas p ¢ A, pois d(p, A) = d/2 > 0; além disso, p ¢ B, pois
d(p,B) > d(A,B) —d(p,A) = d/2 > 0. O que mostra a contradicao. O

Enunciaremos agora o Teorema de Poincaré-Bendixson.

Teorema 1.26. Teorema Poincaré-Bendixson Seja ¢(t) = ¢(t,p) uma curva integral

de X, definida para todo t < 0, tal que v+ (p) esteja contida num compacto K C . Suponha
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também que o campo X possua um nimero infinito de singularidade em w(p). Temos as
afirmativas.

(a) Se w(p) contém somente pontos requlares, entdo w(p) é uma drbita periddica.

(b) Se w(p) contém pontos requlares e singulares, entao w(p) consiste em um conjunto de
orbitas, cada uma das quais tende a um desses pontos singulares quando t — 400

(c) Se w(p) nao contém pontos regulares, entio w(p) € um ponto singular.
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Capitulo 2

2 O Método de Averaging

Neste capitulo enunciaremos o teorema de Averaging de primeira ordem e apresentare-
mos uma aplicacao do método para obter o ntimero de ciclos limites de casos particulares
dos resultados obtidos por Jaume Llibre, Ana Cristina Mereu e Marco Antonio Teixeira

encontrados em [3].

2.1 Introducao

Em 1687, Isaac Newton apresentou a Lei da Gravitacao Universal. Nesta época a ideia
de que os planetas realizavam orbitas perfeitamente circulares ja havia sido derrubada. Pela
terceira lei de Newton, dois corpos interagem entre si influenciando a trajetoria de am-
bos. Neste caso, a forca de atracao entre dois corpos ja era compreendida devido a lei da
gravitacao universal. Com o problema de dois corpos resolvido e entendido, expandiu-se
generalizando para a interagao de trés ou mais corpos entre si através da forca gravitacional.
As equagoes que descreviam o comportamento de trés ou mais corpos eram inviavéis de se
resolver analiticamente. Devido a complexidade de se trabalhar com esse problema surgiu
a necessidade de se obter aproximagoes das solugoes utilizando séries de poténcias. Dessa
forma, Levantaram-se questoes sobre a estabilidade do sistema solar bem como preocupacoes
sobre artefatos na trajetéria da Terra e sua drbita.

O método de averaging foi construido a partir dos trabalhos de Laplace sobre esta-
bilidade do sistema solar. Lagrange e Clairaut corroboraram também com seus trabalhos
contendo varios elementos e ideias que se encontram na teoria de Averaging. Em um dos
trabalhos de Clairaut continha um método de integragao a qual se preocupava também com
os termos da série que cresciam ilimitadamente. Laplace trouxe varios elementos do método
de averaging principalmente considerando perturbacoes de ordem alta. Lagrange contribuiu
com o que conhecemos hoje como a forma padrao, bem como considerar apenas a primeira
aproximacao da expansao em séries de poténcia do parametro de perturbagoes no averaging

de primeira ordem.
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Outro grande contribuidor para a teoria de Averaging foi Poincaré. Poincaré provou
que é possivel descrever solugoes periddicas usando séries convergentes em poténcias inteiras
de um parametro € onde os coeficientes sao funcoes limitadas no tempo. Essa ideia de
Poincaré foi introduzida no método e formalizada na década de trinta, onde posteriormente
foi apresentado o primeiro teorema de Averaging. Essa nova ferramenta tornou-se 1til no
estudo de existéncia de ciclos limites e principalmente trouxe uma nova abordagem para
tratar de problemas como o conhecido 16° problema de Hilbert.

De maneira geral o método de averaging permite relacionarmos quantitativamente
solugoes de sistemas autononomos e nao autonomos e assim encontrar uma cota inferior
de numeros de ciclos limites quando perturbamos o sistema com uma parametro pequeno
(denotado aqui como €). O método permite reduzir o problema em apenas obter os zeros
simples de uma func¢ao. Para isso, precisamos que a funcao esteja em sua forma padrao dada

por:

flt,x,€) = eF(t,x) + G (t, 1, €).

2.2 O Teorema de Averaging

Seja o sistema na forma padrao

T = eF(t,z) + &G(t, z,¢), (10)
w(to) = Ty,

com F' T-periédica na variavel ¢. Considere o sistema autonomo

y=eF(y),
y(tO) = Zo,

onde

Fly) = o / F(t, y)dt.

Dessa forma podemos relacionar as solugoes de ((10)) com as solugoes do sistema (|11)).
Abaixo enunciaremos o Teorema de Averaging Classico onde a demonstracao pode ser en-

contrada em [2] e [6].
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Teorema 2.1. Considere os problemas de valor inicial de e comx,y,rog € D CR",
t € [to,to+ 1] eee€(0,e). Suponha que

1. F,G sao continuas, limitadas por uma constante M independente de € € [ty, 0] x D
e estao definidas.

2. G € lipschitiziana em x € D;

3. F € T-periodica em t, com T constante independente de €;

4. y(t) pertence a um subconjunto interior de D no tempo escala %

Entao, x(t) — y(t) = ((e) quando € — 0 no tempo escala X, onde ((¢) = € tal que,

lim. o ((€) existe. ((€) € chamado de fung¢do ordem.

Exemplo: Equacao de Van der Pol
Considere a equacao

P4 =—el—2%)y.

Podemos rescreve-la na forma de sistema:

T=1y

(12)
y=—e(l -2y — .
Fazendo a mudanca de coordenadas x = r cosf, y = rsen f, obtemos
cos® —rfsend = rsend
(13)

7sen @ + 10 cos = —e(1 — 12 cos? 0)rsend — r cos 6.

Com algumas manipulagoes algébricas o sistema pode ser escrito da seguinte forma,

7= —€(1 —r*cos?)rsen?d
. (14)
0 =—e(1—r*cos?f)rsenfcos — 1.

Tomando 6 como variavel independente obtemos

dr €(1 —r?cos®0)rsen? 0
df €1 —7r2cos?2f)rsenfcosf + 1’

Pela expansao em série de Taylor, escrevemos % como,

7 = e(1 —r*cos® §)rsen® 0 + ((e%).
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Aplicando o método de averaging podemos encontrar o nimero de ciclos limites da equacao

de Van der Pol. Pelo Teorema (2.1), basta encontrar os zeros simples de

1 27
F(r)= —/ (1 — r? cos® 0)r sen” Hd.
2 Jo
Calculando a integral acima, obtemos a expressdo F(r) = gar(r> —4) onde temos como

raizes deste polinomio os valores de r = 0 e r = 2. Como r > 0, a tnica solucao valida é

r = 2, concluindo assim que temos apenas um ciclo limite para equacao de Van der Pol.

2.3 Equacao de Lienard

Lienard analisou a seguinte equagao diferencial:
I+ f(x)t+g(x)=0

que ficou conhecida como equacao de Lienard. Se tomarmos f(z) = e(2? — 1) e g(z) = x
obtemos a equacao de Van der Pol, sendo um caso particular da equacao de Lienard.
Um dos objetivos desse trabalho é estudar e aplicar o Teorema de Averaging Cléssico

para descobrir o niimero de ciclos limites que bifurcam do centro linear
=Y,
Yy=—x,

quando o mesmo é pertubado pela seguinte classe de sistemas diferenciais polinomiais de

Lienard

T =y,
¥ =—x—e(fu(x)y + gm(x)),

onde f, e ¢, sao polindbmios em x de grau n e m, respectivamente. Inicialmente iremos

(15)

estudar o caso geral em que os polinomios citados possuem grau n e m e, em seguida,
estudaremos alguns casos particulares do sistema (|15)) apresentando valores para n e m

juntamente com alguns exemplos.

Teorema 2.2. Considere o sistema (L5)), onde f,(z) e g,(x) sdo polinémios em x de grau

n e m respectivamente. Entdo para um |e| arbitrariamente pequeno, o nimero mdximo de
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ciclos limites do sistema diferencial de Lienard acima, de acordo com a teoria de Averaging

de primeira ordem € [g} , 0u seja, 0 maior inteiro positivo menor ou igual a ny

Demonstragao: Utilizamos o Teorema (2.1) para provar esse teorema. Do sistema (|15)
n m

escrevemos f,(z) = Y. a;x’ e gn(x) = > Bix’. Utilizando coordenadas polares, x = r cos 0
i=0 ‘

=0

ey=rsenf,onder >0e0 <0 <2m, escrevemos ([15) como sendo:

7cosf —rfsenf = rsend,

. (16)
7senf + rf cos = —rcosOH (r,0).
Onde . .
H(r,0) =rsinf Z ;' cos’ 6 + Z Br' cos’ 6.
i=0 i=0
Por meio de manipulacao algébrica, o sistema ¢é escrito como
7= —esenH(r,0),
A (r.6) (17)

0 =—1—<cosOH(r,0).
Tomando 6 como vériavel independente e utilizando a expansao em série de Taylor, temos

a forma padrao

d
d—z = esen0H(r,0) + ((e2).
Pelo Teorema (2.1), obtemos
1 2
F(r)= %/0 sen0H (r,0)do.

Sabendo que

2m
/cost“@sinQHd@:0,k:0,1,~--
0
2m
/0032k951n29d9:u2k#O,k:0,1,~-
0

2m
/ cos*fsinfdd =0,k =0,1,--- .
0

Resolvendo a integral acima, obtemos que

1 :
F(r)= 5 ;aimr”l, i =2k Vk e N.
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Concluimos que o polinémio F(r) tem no méaximo [%} raizes positivas, consequentemente

pode possuir a mesma quantidade de ciclos limite.
O
E interessante notar que o polindmio F(r) nao depende do grau do polinémio g,,(z) e de
seus coeficientes (; e sim exclusivamente de f,, como acabamos de mostrar.
Iniciaremos agora o estudo de alguns casos particulares juntamente com alguns exemplos.
Casol: n=4em=25
Pelo resultado do Teorema (2.2) observamos que F(r) nao depende do polinomio
gm(x). Neste caso, temos que encontrar os zeros simples de

1 2 4 ) )
F(r)=— / rsen® Z a;r' cos' 0d6.
0

2T ’
=0

Segue entao que,

2m
F(r)=— / rsen® 0(ag + 7 cos By + 12 cos® fay + 1% cos® Oz + r* cos® ay)df =
0

(8aor + 2097 + ayr®) (8 + 2a97? + ayr?t)
Fir) = 16 - 16 ‘

Como queremos encontrar os zeros simples de F(r), note que r = 0 é uma raiz do

polinomio. Tomando R = r? temos
0= 8ap + 202 R + ay R?,

podendo possuir até duas solugoes positivas Ry,Ry. Concluimos entao que F'(r) pode possuir
no maximo dois zeros positivos 71 = /Ry e 1o = /Ry para r > 0 e, portanto, paran = 4

obtemos no maximo 2 ciclos limites conforme esperado pelo Teorema 2.2.

Exemplo 2.3. Considere o sistema:

T =y,
y=—x—¢€[(1—32%+ 23+ %)y + 327
Como ja demonstrado, para n = 4 temos o polindmio

r(8ag + 2a9r? + ayrt)
Fr) = 16 ’

26



neste caso temos ag = 1, ap = —3 e a4 = 1. Agora basta obter as raizes da equagao

0=8— 612+t

Substituindo R = 2 obtemos
0=8—-6R+ R,

tendo como raizes r = +v/2 e r = £1. Como r > 0 temos duas raizes possiveis. Portanto o

sistema possui dois ciclos limites.

Caso 2: n =6
Novamente, utilizando o Teorema (2.1), temos o polinémio

1 2 6 ) ]
F(r)=— / rsen” Z a;r' cos' 0d0,
0

2T ’
=0

1 271'

F(r)= o / rsen® 6 (ap + rcosba;g + r2 cos? Qay + 13 cos® Bas + 1 cos? Qo+
0

19 cos® Oas + 19 cos® faig ) db.

Resolvendo a integral, obtemos
~ r(64ag + 16ar? + 8ayur? + Hagr®)

F(r) = 128

Substituindo R = r? e igualando a zero para obtermos as raizes do polinomio,

0 = 64ag + 16 R + 8y R? + bagR®.

A equacao acima possui trés raizes positivas e podendo ter no maximo trés ciclos limites.

Exemplo 2.4. Considere o sistema:

r=y,
_ 1, 7.2 ,1.3 7.4, 1.6
y=—1—¢€|(—g+gr?+z2’ — g2t + z2°)yl.
T as=1 ay=-1 « 0 e ag = L. Temos o polindémio
gy &3 — 7y (4 — gy &6 — 6 — §- p

r(—8 + 14r% — 7rt + 1)
Fr) = 128
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Tomando R = 72 e igualando a zero, obtemos
0=r3—17r? 4 14r — 8,

onde possui raizes r = £1, r = j:\/§, r = +2. Como r > 0 temos exatamente trés raizes

positivas, portanto a sistema acima possui no maximo trés ciclos limites
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3 Conclusao

A primeira parte dos estudos, focada no estudo tedrico, foi de fundamental importancia e
serviu como base para o estudo do Método de Averaging. No desenvolvimento do estudo da
Teoria de Awveraging viu-se como uma excelente ferramenta para obter o nimero maximos
de ciclos limites em sistemas planares pertubados por uma classe especifica de sistemas
diferenciais polinomiais de Lienard. Concluimos que o niimero maximo nessas condicoes pode
ser [5] como mostrado no Teorema 2.2. Além disso, esse trabalho serviu como complemento
de estudo para a graduacao pois, contempla contetidos que nao foram abordados na formacao.
Outro fator importante foi o desenvolvimento e aprendizagem na utilizacao dos softwares
LaTeX e Mathematica que sao ferramentas fundamentais para elaboragao de relatorios,

graficos e calculos niimericos.
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