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RESUMO

Este Trabalho de Conclusao de Curso (TCC) traz como tema central a integragao
numeérica. O objetivo principal foi estudar dois métodos, & saber, Regra dos Trapézios e
Regra 1/3 de Simpson. Para isto, exemplos foram incialmente resolvidos de modo analitico,
a partir da utilizacao de técnicas cléssicas de integracao e, em seguida, foram também
resolvidos numericamente usando os métodos citados. Além disso, um estudo numérico
de cada método foi proposto, com o intuito de verificar de maneira pratica a ordem dos
erros cometidos nas aproximagcoes. As implementacoes computacionais foram elaboradas
via planilhas eletronicas. Os resultados mostraram a eficiéncia dos métodos numeéricos
para o calculo de integrais, especialmente se aumentar a quantidade de subintervalos

considerados nas discretizagoes.

Palavras-chaves: Integral. Métodos Numeéricos. Regra dos Trapézios. Regra 1/3 de Simp-

So1.



ABSTRACT

The present academic work has numerical integration as its central subject. The main
objective was to study both the Trapezoidal Rule and Simpson’s 1/3 Rule. To achieve
that, examples were analytically solved at first, using classical integration techniques, and
after that, solved numerically using the aforementioned methods. Besides that, a numer-
ical study of each method was proposed, in order to practically verify the order of the
errors in the approximations. The computational implementations were made on elec-
tronic spreadsheets. The results show the efficiency of numerical methods for calculating

integrals, especially if the amount of subintervals taken in the discretizations is increased.

Keywords: Integration. Numerical methods. Trapezoidal Rule. Simpson’s 1/3 Rule.
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INTRODUCAO

A integracao numeérica abrange métodos numeéricos para o célculo de integrais defini-
das, assim, para compreender de forma adequada o assunto, é necessario que se tenha um
pré-requisito basico de conhecimento do contetido de integral, da compreensao de que a
integral é a anti-derivada, distinguindo as integrais definidas e indefinidas.

O calculo numérico corresponde a um conjunto de ferramentas ou métodos usados para
se obter a solucao de problemas matematicos, de uma forma aproximada dos problemas
que nao apresentam uma solugao exata ou ainda em problemas que envolvem integrai de
dificil resolugao e, portanto, precisam ser solucionados de forma numeérica.

Muitos métodos de integracao numérica sao solucionados com recursos computacio-
nais, auxiliando diferentes profissionais desde cientistas a engenheiros em suas profissoes,
isto justifica a escolha deste tema.

Em suma, a ideia bésica da integra¢do numeérica, é a substituigdo da fungao f(z) por
um polinémio que a aproxime do intervalo [a,b]. A integra¢do numeérica de uma fungao
f(z) num intervalo [a, b] tem-se o calculo delimitado da area por essa fungao, recorrendo
a interpolagado polinomial como uma forma de obter um polindémio p, ().

Os objetivos deste estudo foram:

e Fazer um levantamento de aspectos da historia da Matematica, do Calculo e do

Calculo numéricos;
e Revisar pontos importantes da teoria de integrais e das técnicas de integracao;

e Estudar os métodos numéricos de integracao, Regra dos Trapézios e Regra 1/3 de

Simpson;
e Implementar os métodos numéricos utilizando planilhas eletronicas;
e Resolver exemplos analiticamente e numericamente, comparando as solugoes.

A Histoéria do Calculo, Calculo Diferencial e Integral e do Céalculo Numérico sao abor-
dadas no Capitulo 1. O Capitulo 2 contém conceitos importantes sobre integrais e também
o Teorema Fundamental do Calculo. O Capitulo 3 contempla exemplos analiticos. Os mé-
todos numéricos para integragao, a Regra dos Trapézios e a Regra 1/3 de Simpson séo

tratados no Capitulo 4 e o Capitulo 5 traz a resolu¢cao numérica de exemplos. Por fim, as
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Consideracoes Finais estao no Capitulo 6, seguidas das referéncias consultadas e citadas

ao longo da monografia.
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1 HISTORIA DA MATEMATICA

A historia é um instrumento de investigagao das origens e descobertas. Com o conhe-
cimento que ela fornece, pode-se analisar o que foi descoberto no passado para que possa
servir de inspira¢ao para as novas mudangas, na busca de melhorar o futuro das novas
geragoes. Dentro da histéria da matemética, ha diversos métodos e notacoes matematicas
que foram desenvolvidas ao longo do tempo e que sao utilizadas até os dias de hoje. Todas
essas contribuigoes trouxeram mudancas no dia a dia das pessoas.

A matematica pode ser considerada uma invencao humana, na qual os objetos e ele-
mentos matematicos sao as construgoes sociais, historicas e culturais que foram desen-
volvidas através de pensamentos logicos e raciocinios especificos, contribuindo de forma
evolutiva para o desenvolvimento da sociedade (BOYER, 1996).

Os alicerces da matematica foram desenvolvidos por muitas civilizagoes ao longo dos
anos e reconhecer sua trajetoria é essencial para se ter compreensao das origens das ideias
para que se possa desenvolver técnicas e metodologias para serem utilizadas nos dias de
hoje. E possivel observar as culturas antigas, os aspectos humanos e o desenvolvimento
da época para enxergar como seus conhecimentos contribuem para sociedade atual.

A matematica norteia praticamente toda a histéria da humanidade e ela esta presente
em tudo o que é feito nos dias de hoje, mesmo que as pessoas nao tenham essa percepcao.
Nos primoérdios da humanidade, notaram a necessidade de realizar contagem e controle
de medidas e, com isso, a matematica foi desenvolvida e aprimorada de acordo com as
necessidades. Os primeiros registros numéricos foram encontrados na Mesopotamia, os
quais foram datados de trés milénios atras (MIGUEL; MIORIM, 2004).

Um dos maiores achados conhecidos na histéria da matematica é o Papiro de Rhind,
um documento da civilizacao egipcia com 3,5 milénios, que possui os dados dos primeiros
exercicios mateméticos de operagoes e equagoes mais simples (BARONI; NOBRE, 1999).

A matematica desenvolvida nos anos 2000 é mais relacionada a Grécia Antiga, a qual
possui seus primeiros registros elaborados pelo Tales de Mileto, filésofo responsavel em
considerar o inicio do raciocinio matematico. Através de um teorema criado por ele, foi
estabelecido os conceitos matematicos das formas geométricas e as defini¢oes de angulos.
Pitagoras de Samos também fez sua contribui¢ao com o seu teorema, o qual foi utilizado

para desenvolver os nimeros irracionais, primos e a geometria.
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1.1 HISTORIA DO CALCULO

Na area de calculos, as contribuigoes dos estudiosos matematicos foram inumeras,
mesmo antes ser criada a sua sistematizagao de forma logica e estruturada. Foi de uma
maneira imprecisa ou nao tao rigorosa, mas alguns cientistas, como Barrow, Fermat e
Kepler ja se apropriavam dos conceitos de calculo para resolver varios problemas.

A uniao das ferramentas conhecidas e utilizadas ao desenvolvimento e o aperfeicoa-
mento das técnicas foi feita por Newton e Leibniz, os quais criaram os fundamentos mais
importantes do calculo.

O calculo pode ser dividido em duas etapas: a primeira relacionada as derivadas,
denominado de Calculo Diferencial, e a segunda na qual trata-se das integrais, chamado
de Célculo Integral. A origem de alguns dos principais conceitos matematicos remotam
as mais antigas civilizagoes.

As tentativas feitas por egipcios, babilonios e gregos de resolver problemas préaticos
(Como reduzir as taxas cobradas aos agricultores do vale do Nilo tendo em vista a area
alagada e tomada pelo rio a cada ano? Como calcular o volume de um silo de forma
conica? Como dobrar o volume do pedestal da estatua em homenagem ao deus Apolo?)
levou-os a resolugao de algumas equagoes, por exemplo ao céalculo de areas e volumes de

figuras simples como retangulos, trapézios, cones, cilindros e ao desenvolvimento de um

sistema de numeracao (EVES, 2004).

1.1.1 Objetivos do Calculo

“O Calculo” é uma expressao simplificada, adotada pelos matematicos quando estes
se referem & ferramenta matematica usada para analisar, qualitativamente ou quantitati-
vamente, as variagoes que ocorrem em fenéomenos que abrigam um ou mais componentes
de natureza essencialmente fisica. Quanto ao seu surgimento, no século XVII, o céalculo
tinha por objetivo resolver quatro classes principais de problemas cientificos, os quais

encontram-se dispostos a seguir (BOYER, 1996).

1. Determinacao da reta tangente a uma curva, em um dado ponto pertencente a ela.

2. Determinacao do comprimento de uma curva, da area de uma regiao e do volume

de um sélido.
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3. Determinacgao dos valores maximo e minimo de uma quantidade, como as distan-
cias maxima e minima de um corpo celeste a outro ou o angulo de lancamento

proporciona alcance maximo a um projétil.

4. Conhecendo uma férmula que descreva a distancia percorrida por um corpo, em um

intervalo qualquer de tempo, determinar a velocidade e a aceleracao.

Embora egipcios e babilonios tivessem conseguido resolver muitos problemas matemaé-
ticos envolvendo equagoes quadraticas e sistemas de equagoes e utilizassem ferramentas
da geometria, inclusive o Teorema de Pitagoras, foram os gregos que possuem o mérito
de contribuir para o estabelecimento da matematica como ela é vista atualmente.

A primeira tentativa de sistematizacao dos conhecimentos adquiridos na construgao
de uma teoria matematica baseada em poucos postulados foi feita por Euclides e esta
obra leva o nome de “Os Elementos de Euclides”.

A matematica utilizada pelos babilonios e egipcios era desenvolvida de uma maneira
empirica, se contrapondo & matematica dedutiva da escola grega. As atualizacoes do
calculo se mantiveram assim até os séculos XVI e comego do século XVII.

As grandes navegagoes do século XVI, o surgimento da indistria, os interesses do
grande comércio que surgia na época, exigiam conhecimentos novos, principalmente os
ligados aos movimentos dos corpos e particularmente ao movimento planetario. Destes
problemas ocuparam-se grandes cientistas do século XVII, porém o climax destes esforcos
— a invengao (ou descoberta?) do Célculo — coube a Isaac Newton e Gottfried Wilhelm
Leibniz (SILVA, 2017).

Napier publicou a primeira tabela de logaritmos em 1614, a qual teve um papel funda-
mental para o avanco cientifico, atuando como uma ferramenta auxiliar do calculo aritmé-
tico e auxiliando na descricao de muitos problemas das ciéncias naturais, representando
um avanco enorme na area do calculo (LEMOS, 2012).

Apos o estabelecimento dos fundamentos do Calculo, tornou-se possivel a analise de
problemas fisicos de real importancia, com precisao e rigor jamais experimentados. Foram
estabelecidos os fundamentos da Mecéanica dos Sélidos e dos Fluidos e teve-se o inicio do

estudo das Equacgoes Diferenciais e Integrais.
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1.2 CALCULO INTEGRAL NUMERICO

Os primeiros problemas que emergiram na histéria que se relacionavam com as inte-
grais sao os problemas de quadratura. Um exemplo antigo seria a medi¢ao de superficies
para encontrar as areas. Quando os gedmetras iniciaram os estudos com as areas de figuras
planas, eles buscavam encontrar um quadrado que tivessem uma area similar a da figura
analisada, por se tratar de uma figura plana mais simples.

Os geometras eram fascinados com as figuras curvilineas, como o circulo ou figuras
limitadas por arcos e curvas. As lunulas que eram as regioes no qual se assemelhavam
com a lua, foram estudadas por Hipocrates de Chios 440 a.C., o qual realizou as primeiras
quadraturas da histéria. A quadratura é um termo considerado muito antigo e acabou se
tornando um sindénimo do processo de determinar dreas (CHERRI, 2013).

Na época de 430 a.C., Antifon procurou encontrar a quadratura do circulo por meio de
uma sequéncia infinita de poligonos regulares inscritos, comeg¢ou com um quadrado, passou
para um octoégono, em seguida para o hexadecidgono e assim sucessivamente. Mesmo
que essa sequéncia nao pudesse ser concluida, essa ideia acabou originando o método de
exaustao.

Esse método consiste em aproximar a area de uma regiao curva pela
inscrigao de um poligono com area conhecida, e multiplicar o nimero de

lados desse poligono até que a sua area seja a mais proxima possivel da
area da regiao curvilinea. (VACCARI; PACHECO, 2007).

Em 255 a.C. surgiu um teorema de Arquimedes para a quadratura da parabola, o qual
se tornou uma das maiores contribuigoes gregas para a histéria do calculo. Arquimedes
descobriu que a area de uma regiao limitada por uma parabola cortada por uma corda é
igual a % da area do triangulo que possui a mesma altura da corda como base.

Arquimedes também agregou conhecimento na area do calculo matemético com o
uso do método da exaustao para encontrar a area do circulo, o qual apresenta uma das
primeiras aproximagoes para o numero 7. Diante das aproximacoes sucessivas, ele foi o
elemento principal para a hidrostatica (BURIAN, 2011).

As demais integracoes, foram realizadas por Arquimedes com o proposito de encontrar
o volume da esfera e da area da superficie esférica, volume do cone e area da superficie
coOnica, regiao limitada por uma elipse, volume de paraboldide de revolucao e volume de

hiperbolodide de revolucao. Nos calculos de Arquimedes, encontravam-se somas de niimeros
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infinitos de parcelas, no qual foram utilizadas o método de dupla reductio ad absurdum
para encontrar uma solucao, a qual s6 pode ser utilizada quando existe apenas duas
definigbes distintas e uma é falsa (VENEZUELA; PALUDETTO, 2005).

A contribui¢ao para o calculo integral surgiu no final do século XVI na éarea da me-
canica. Foram analisados vérios estudos de matematicos para solucionar os problemas
relacionados com a gravidade. Em 1606, Luca Valerio utilizou o mesmo método grego
para solucionar problemas de calculo de areas.

Quando Kepler estudou sobre o movimento dos planetas, ele encontrou areas de vérios
setores de uma regiao eliptica e, para realiza-lo, ele observava a superficie como a soma
de linhas, o qual era um método impreciso. Para calcular volumes dos sélidos, ele pensava
na soma de fatias planas, as quais realizavam uma revolu¢ao de uma regiao bidimensional
ao redor do eixo.

Os matematicos que contribuiram para que atingisse o calculo integral foram Fermat
e Cavalieri que desenvolveram a ideia de Kepler para trabalhar com quantidades infinitas.
Cavalieri foi além e pensou na area como uma soma infinita de componentes ou segmentos
indivisiveis.

O processo geométrico desenvolvido por Cavalieri foi aritmetizado por Wallis em 1655,
o qual desenvolveu os principios da inducao e da interpolacao que resultou em diversos
pontos importantes sobre a fungao gamma.

Fermat estudou e desenvolveu uma técnica para encontrar a area sob cada uma delas,
nomeando-as de parabolas maiores, as quais eram curvas do tipo constante, e empregou
uma série geométrica para cada uma das curvas analisadas. Em 1640, a férmula geral da
integral das parabolas maiores ja era conhecida e usada por varios estudiosos da area.

O problema do movimento estava sendo estudado por Galileo, no qual Torricelli e
Barrow estavam considerando utilizar velocidades variadas. A derivada da distancia era
a velocidade e, a operacgao inversa, partia da velocidade e distancia. A partir desse pro-
blema, a ideia de operagao inversa da derivada desenvolvia-se de forma natural, aonde a
integral e a derivada era consideradas processos inversos. Barrow estava imerso no teorema
fundamental do célculo neste periodo.

Newton deu continuidade aos trabalhos de Barrow e Galileo, diante os estudos do
movimento dos corpos, gerando cada vez mais calculos, métodos como de fluxions — deri-
vacao; fluentes — integracao. Newton traz que a integracao consistia em encontrar fluentes

para um fluxion, no qual a integragao tinha como inversa da derivacao. Com esse efeito,
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Newton sabia que a derivada da velocidade resultava na aceleracgao.

Newton representava as integrais por um acento grave acima da letra em questao, por
exemplo, a integral de y era representada por ‘y. J& Leibniz, usava a integracao como
uma soma, similar & Cavalieri, emergindo o simbolo - um ’s’ longo - para representar
summa, no qual trazia a representacao de uma figura diante a soma das areas de todos os
retangulos infinitesimais definidos pelas ordenadas e pelas diferencas entre as abscissas,
e, assim, representando o célculo a area da figura.

Ambos desenvolveram o célculo integral de forma separada, no qual Newton via o
calculo como algo mais geométrico e Leibniz analitico, ou seja, eram duas visoes bem
diferentes e distintas. Leibiniz tomava para si que a notacao era de fundamental impor-
tancia e, de fato, a sua notacao foi mais eficaz do que a de Newton e acabou por se
consolidar, sendo utilizada até os dias de hoje, mantendo-se fiel a mesma forma que o
estudioso estruturou (CHAPRA e CANALE, 2008).

Os trabalhos de Leibniz sobre o Calculo Integral foram publicados em 1684 e em
1686 sob o nome Calculus Summatorius. O nome Calculo Integral foi criado por Johann
Bernoulli e publicado pela primeira vez por seu irmao mais velho Jacques Bernoulli em
1690 (PLATERO, 2009).

Como consequéncia do Teorema Fundamental do Calculo de Newton, as integrais
foram simplesmente vistas como derivadas “reversas”. Na mesma época da publicacao das
tabelas de integrais de Newton, Johann Bernoulli descobriu processos sisteméaticos para
integrar todas as fungoes racionais, que é chamado método das fragoes parciais. Essas
ideias foram resumidas por Leonard Euler, na sua obra sobre integrais.

Zamboni (2002) traz que apos o estabelecimento do calculo, Euler entao deu continui-
dade ao estudo das fungoes com Cauchy, Gauss e Riemann, porém foi Euler que reuniu
todo o conhecimento desenvolvido e estruturou os fundamentos da anélise. Em pleno sé-
culo XXI, o calculo integral é usado amplamente em &reas do conhecimento humano,
aplicado ainda a varias vertentes e solucao de problemas utilizado nao somente por mate-
maticos, mas também na Fisica, Astronomia, Economia, Engenharia, Medicina, Quimica,
por exemplo.

Assim, o calculo integral se originou com problemas de quadratura e cubatura. Resol-
ver um problema de quadratura significa encontrar o valor exato da area de uma regiao
bidimensional cuja fronteira consiste em uma ou mais curvas, ou de uma superficie tridi-

mensional, cuja fronteira também consiste em pelo menos uma curva. Para um problema
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de cubatura, queremos determinar o volume exato de um s6lido tridimensional limitado,
pelo menos em parte, por superficies curvas (PLATERO, 2009). Hoje, o uso do termo qua-
dratura nao mudou muito: matematicos, cientistas e engenheiros comumente dizem que
“reduziram um problema a uma quadratura”, o que significa que tinham um problema
complicado, o simplificaram de véarias maneiras e agora o problema pode ser resolvido

avaliando uma integral.
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2 INTEGRAIS

A nocao do calculo da integral comecgou a ser utilizada em um passado remoto, antes
da sua formalizacao. Ha registros de Arquimedes valendo-se de sua praticidade para a
realizacao de suas experiéncias por volta do século III a.C. Neste periodo, os estudiosos
realizam célculos de areas ou volumes aplicados em figuras planas ou geométricas. Inclu-
sive, era empregado em figuras espaciais, ja que nao era possivel fazer o uso de férmulas
mais simples para obter a sua resolu¢ao (CARVALHO, 2021).

O rigor do Célculo Integral foi elaborado em duas partes. Em primeira instancia,
Leibniz concebeu os simbolos vistos no calculo das fungoes integrais utilizados atualmente.
Ele os idealizou para ser empregado como um somatério entre varios segmentos. Apos
1690, ele e os irmaos Bernoulli, aplicaram os simbolos no conceito da integral, o qual
possui a mesma a estrutura vista no presente. Mas, foi somente em 1698, que os trés
publicaram um artigo em conjunto, oficializando sua descoberta.

A ideia da integral propoe que varias quantidades de um total podem ser divididas em
diversos pedagos pequenos, para serem calculados individualmente, e depois somados para
compor o total novamente. Isso é utilizado para quando nao é possivel calcular a forma
ou o total de uma maneira direita, como por exemplo, em uma figura irregular. Porém,
dividindo-a em diversas partes é possivel calcular cada uma dessas partes, de maneira
individual, e depois somar todas as pequenas partes, resultando no tamanho total da
figura inicial.

Quanto maior a divisao em pequenas partes dessa figura, maior sera a aproximacao e
precisao do célculo para esse total. Para que seja possivel realizar esse calculo, é preciso
que se atenda a determinadas condigoes. Existem alguns métodos para a realizacao das
integracoes, como a integral definida de Riemann e a integral de Riemann-Stieltjes.

Temos como defini¢ao da integral definida, f sendo uma fung¢ao continua definida no
intervalo [a, b, o qual é dividido em n subintervalos de comprimentos iguais. Tem-se que
a e b sao as extremidades dos subintervalos. Entao temos que a integral definidade de f

deaabé

/b f(x) dr = lim Zn:f(xZ)Ax
a n—00 p

A definicao é valida quando o limite existe e seja igual a todas as possiveis escolhas
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dos pontos amostrais. Se for verdadeiro para ambas as definigoes, f ¢ integravel em [a, b]
(Stewart, 2013).

Na geometria, é facil realizar o célculo da area quando uma figura plana apresenta lados
retos. Porém nem sempre, na realidade, serao encontrado apenas figuras bem definidas e
estruturadas, de calculo simples. Dessa forma, a utilizacao da integral visa aproximar essa
figura irregular em diversas figuras regulares, de modo a aproximar a area original. Essa
aproximacao pode gerar erros e variagoes, porém possibilitam uma nog¢ao da realidade
muito grande. Quanto maior a segmentacao em pequenas areas, Menor Serao 0s erros
calculados e maior serd a precisao da aproximacao da area real da figura (MANCO,
2016).

Na realizagao do calculo integral, sao definidos os limites. Eles servem para determinar
o intervalo do tamanho da figura que sera calculado. Sao definidos os limites superiores
e inferiores. Quando esses limites sao conhecidos, a integral é chamada de integral defi-
nida. Quando essa figura nao apresenta limites, sendo seus intervalos de limite um valor
desconhecido, ela é chamada de integral indefinida.

As integrais indefinidas sao determinadas de acordo com a relagao entre seu calculo
integral e também diferencial. O resultado de uma integral definida é dado com um valor,
porém o mesmo nao ocorre com a integral indefinida, na qual o resultado ¢ uma fungao.
Todavia, para se obter essa funcao, ao realizar a integragao, é encontrando um valor
constante C (THOMAS, 2009).

Geralmente, quando o valor constante é desconhecido, a integral nao esté aplicada em
alguma situacao que possibilite determinar esse valor constante. Ele pode ser calculado
ao ser aplicado em alguma situagao real, ou dada as informacgoes necessarias para seu
calculo. Dessa forma, resultando de um valor proveniente da derivada e da antiderivada
de uma funcao, é possivel compreender que a integral indefinida resulta em uma fungao
com uma constante.

As integrais podem ser classificadas quanto a definidas e indefinidas, dependendo de
seus valores de limites conhecidos ou desconhecidos, e de acordo com o ntimero de variaveis
observadas e calculadas em cada caso.

A integral simples é utilizada para quando se observa apenas uma variavel, como por
exemplo, no calculo de um comprimento ou de uma area quando uma de suas dimensoes
ja é definida. A integral dupla é utilizada para quando ha duas variaveis, como no calculo

de areas. A integral tripla é utilizada quando hé trés variaveis, utilizada principalmente
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em volumes. E assim sucessivamente (CARVALHO, 2021).

No cotidiano, a aplicacao da ideia de integral é muito utilizada, mesmo quando nao
percebida. O uso do calculo integral possui grande aplicagdo de maneira geral nas areas
de fisica, engenharia, mecéanica, arquitetura, construgao, sistemas de informacoes e muitas
outras areas.

Em veiculos automotivos de grande porte, como caminhoes de carga, ¢ muito impor-
tante que a distribuicao do material transportado esteja em equilibrio com o centro de
massa alinhado com o do caminhao. Quando isso nao ocorre, pode gerar instabilidade,
podendo causar acidentes. O célculo integral para distribuicao da carga, que pode ser va-
riavel dependendo de seu tamanho, peso e densidade, de uma maneira em que seu centro
de massa seja compativel com o do veiculo, pode auxiliar nesse processo.

A aplicacao da integral para o centro de massa pode ser utilizada de maneiras simples,
como na distribuicao de carga em um caminhao ou para a producao e utilizagao de
bandejas, por exemplo. Porém, em construcoes maiores, desde casas até prédios, o calculo
do centro de massa é de fundamental importancia para garantir a integridade, estabilidade
e qualidade do projeto.

O calculo de integral pode ser utilizado nao apenas para o célculo de figuras fisicas,
planas e geométricas. Em métodos computacionais e sistemas de informagoes, as integrais
apresentam grande aplicabilidade. Como por exemplo, em sistemas financeiros, em que
as integrais podem ser utilizadas para avaliar o excedente do consumo, a otimizacao
do lucro, minimizacao dos custos de producao, otimizagao do material utilizado, entre
diversos outros. (LIMA, 2014).

Em diversas areas distintas o calculo da integral pode ser empregado, como por exem-
plo, na medicina, em que a integral é 1til para o calculo do débito cardiaco (DC). O DC é
o volume de sangue bombeado as artérias pelo coragao, em um determinado intervalo de
tempo. Nesse caso, o tempo é utilizado como os limites superiores e inferiores da equacao,
e o débito é resultante de diversas variaveis que envolvem esse sistema ou sao utilizadas

para medi-lo de forma indireta.

2.1 INTEGRAL SIMPLES

As integrais simples sao utilizadas quando hé apenas uma variavel sendo observada.

Esse tipo de integral apresenta propriedades muito bem definidas, facilitando seu uso e
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aplicagao, sendo algumas delas as seguintes:

1. O resultado de uma integral é o mesmo do resultado negativo com seus intervalos

/baf(ac)dx:—/abf(x)dx

2. Quando o limite inferior for igual ao limite superior, o resultado da integragao é

/aaf(;v)d:v:O

3. A integral de uma constante é igual ao produto dessa constante pela diferenga entre

/abcdx:c(b—a)

4. A soma de duas fungoes integrais de mesmo intervalo é equivalente a integral da

invertidos.
nulo.
seus limites.

soma dessas fungoes.
’ x x)| de = az‘x dz ’ x) dx
/b[f()+9( )] /b () +/bg()

5. O produto entre a integral de uma constante e uma funcgao é equivalente ao produto

entre constante e integral de uma funcao.

/bacf(x) dx = c/baf(x) dx

6. A soma entre duas integrais de mesma fungao, cujo limite superior de uma e infe-

rior da outra coincide, pode ser calculado a partir do limite inferior da primeira, e

/abf(x) das+/bcf(x) da::/acf(a:) dx

7. Se uma funcao é menor ou igual a outra, a integral com mesmo limite para ambas,

superior da segunda.

continua com a mesma relacao de grandeza. Se

entao,
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Além das propriedades, ha um teorema muito importante que traz que se f é uma
fungao continua em |[a, b], entao ela é integravel no mesmo intervalo.

Apesar de serem mais simples e terem como limitagao a analise de apenas uma variavel,
esse tipo de integral apresenta grande aplicabilidade. A grande maioria dos sistemas pode
ser resolvida por meio de integrais simples. Mesmo com sua limitagao de uma variavel,
sistemas mais complexos podem ser decompostos para a resolucao de seus sistemas por

meio de integrais simples.

2.2 O TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

O Teorema Fundamental do Calculo (TFC) foi desenvolvido por Isaac Barrow e ele
estabelece uma conexao entre o calculo diferencial e integral, pois foi através dele que Bar-
row descobriu que a derivagao e a integragao sao processos inversos. O célculo diferencial
teve origem através de um problema da tangente e o célculo integral teve origem de um
problema de area, os quais aparentemente nao estavam relacionados (STEWART, 2013).

A partir do TFC, Leibniz e Newton utilizaram a relagao entre a derivada e a integral
para desenvolver o método matematico sisteméatico para o célculo diferencial e integral.
O teorema facilitou o céalculo de areas e integrais, pois nao era mais necessario realizar o
calculo do limite de somas.

A seguir o TFC serda mostrado tomando como referéncia Stewart, 2013.

2.21 TFC Parte 1

O TFC possui duas partes. A primeira apresenta que a derivada de uma integral
definida associada ao seu limite superior é o resultado do seu integrando, calculado no
limite superior. A sua demonstragao encontra-se a seguir.

Teorema:
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Se f for continua em [a, b], entdo a fun¢ao definida por
- faxf(t) dt,a<x<b

é continua em [a, b] e derivavel em (a,b) e

Seja f € R tal que z+h € (a,b). Logo [z, z + h] contido em (a,b) e g(x+h) — g(x) =
fﬂ?—i—h dt . f f

Como é possivel combinar integrais de mesma fungao f(t) e intervalos diferentes pela

premissa do calculo de areas por integragao, entao

oz +h) - gla (/ £(t) di - /hf(t)dt>
:(/z f<t)dt+/x f(t)dt>—/m hf(f)dt

Cancelando as parcelas cuja soma é zero,

g+ 1) - gla) = | ) ar

Pela defini¢ao, para h # 0,

(:c—l—h / )

Assumindo que h > 0, pelo Teorema de Valores Extremos, Ju,v € [z, z + h| tal que

f(u) = n, f(v) = N tais que n é o valor minimo absoluto de f e N é o valor maximo

absoluto de f no intervalo fechado [z, x + h|. Logo,

n@+h—x)g/Whﬂodu;N@+h—x>

pelo dominio e imagem de f no intervalo [x,x + h].

Ou seja,

th/wﬂﬂﬁgfwﬂz

Como h > 0,
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1 x+h
= fw <y [ s de< s
No caso de h < 0, temos f$+hf (t) dt = — xx_h f(t) dt
z—h
= f(u)h < — f@) dt < f(v).h
Dividindo por h,
1 z—h
= = -1 [ ar g
Multiplicando por (—1) e, sabendo que como h < 0, entao %.(—1) > 0, entao:

o que também fornece

Se h — 0, entdo u — = e v — x, ja que u,v € (z,x + h)
Logo, limy o f(u) = lim,_,, f(u) = f(x) e
limy, o f(v) = lim,_,, f(u) = f(z), pois por hipdtese, f é continua em x. Pelo Teorema

do Confronto,

I~ (@)

Se x = a ou x = b, entdo o limite acima é um limite lateral e g é continua em [a, b].
Logo, g é derivavel em (a,b) e continua em |[a, b].

Outra maneira de demonstrar o TFC Parte 1 utilizando o Teorema de Valor Médio

para Integrais, o qual traz que se f é continua no intervalo [a, b], existe ¢3|a, b] tal que

/ f(@) dv = F()(b - a)
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2.2.2 TFC Parte 2

A segunda parte do TFC apresenta um método mais simples para o célculo de integrais
definidas. A seguir, consta a definicdo e demonstracao.

Teoremas

Se f for continua em [a, b], entao
b
| #ads=F ) - Pl

onde F' é qualquer primitiva de f, isto ¢, uma fungao

tal que F' = f

Do TFC Parte 1, sabe-se que 3 g(x) = fax f(t) dt tal que ¢'(x) = f(z). Ou seja, g(z)
é uma fungao primitiva de f.

f possui uma familia de primitivas F' que podem ser escritas como:

Diferenciando-se de g(x) por uma constante ¢, para a < = < b.

Mas F e g sao continuas em [a, b], pelo TFC parte 1. Logo,

lim F(z) = lim g(z)+ lim ¢= F(a") =g(a*) +¢

r—at z—a™t z—a™t

lim F(z) = lim g(z)+ lim c¢= F(b7) =g(b™) + ¢

r—b— r—b— r—b~
Logo, também ¢ valido para x = a e x = b.

Tem-se que

g@z/?@wzo

Substituindo na primitiva,
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2.3 INTEGRAL DUPLA

A integral dupla pode ser utilizada em fungoes que envolvam duas variaveis e ela pode
ser aplicada em diversas situacoes, como para o calculo de volume, area de superficies,
densidade de massa, momento de inércia e centro de massa, probabilidades, entre diversos
outros exemplos.

Um volume, por exemplo, apresenta como fungao geral em uma integral dupla a se-

guinte equagao:

//Rf@s,y) dAz//Rﬂx,y) dz dy

Da mesma forma que as integrais simples, as duplas apresentam suas propriedades,

algumas semelhantes as simples:

1. A soma de duas fun¢oes integrais duplas de mesmo intervalo é equivalente a integral

dupla da soma dessas fungoes. O mesmo é valido para a diferenca entre elas.

//R[f(a:,y)ig(x,y)] dA://Rf(x,y) dAi//Rg(x,y) dA dy

2. O produto entre a integral dupla de uma constante e uma funcao é equivalente ao

produto entre uma constante a integral dupla de uma funcao.

//Rcf(x,y) dA:c//Rf(x,y) dx dy

3. Se uma func¢ao é menor ou igual a outra, a integral dupla com mesmo limite para
ambas, continua com a mesma relacao de grandeza.
Se
flz) < g(x)
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Logo,

//Rf(x,y) dAS//Rg(w,y) dA

Mesmo com uma dificuldade um pouco maior do que para a aplicagao da integral
simples, a dupla apresenta ainda uma facilidade intermediaria no calculo dos sistemas,

possuindo uma grande importancia.

2.4 INTEGRAL TRIPLA

O uso da integral tripla, apesar de ser semelhante a logica utilizada nos outros tipos
de integrais, muitas vezes podem gerar dividas quanto a sua aplicagao pratica. Esse tipo
de integral pode ser utilizado para o calculo de volumes, massa, drea de uma sessao
bidimensional, momento de inércia, entre diversos outros usos. De maneira geral, sua

funcao pode ser apresentada da seguinte forma:

[ [rovaam [ [ s i

Saber identificar e aplicar corretamente cada um dos casos de integrais é primordial
para o seu uso. Correlacionar as situagoes praticas e reais com os métodos resolutivos,
assimilar o tipo de cada integral e suas formas de uso é tao importante quanto saber
resolver as integrais propriamente ditas, com a conta ja estabelecida.

Dessa forma, nao apenas a matematica, como também a interpretacao de texto e
relacionar as férmulas com problemas reais, sao necessarios para fazer bom uso dessa

ferramenta e desse método de célculo (MANCO, 2016).
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3 EXEMPLOS ANALITICOS

Neste capitulo serao abordados exemplos de integrais, resolvidos de maneira analitica.

3.1 INTEGRAL SIMPLES

O exemplo para a Inetgral Simples sera [(z* — 32? + 2) d.

Primeiro passo é determinar uma primitiva F' tal que

F'(z) = 2* — 32° + 2

Como trata-se de um polinémio, no segundo passo seré utilizado a regra da poténcia,
ou seja,
5571 93t

Fl(z)=a2"—32"+2= =3 +2z'71 4+ 0

Logo,

5

F(x):%—x3+2$+c

5
/ x4—3x2—|—2dx:%—Q:g—i—Qw—i—c,VcER

3.2 TECNICAS DE INTEGRACAO

As Técnicas de Integragao podem ser divididas em Integral por Substituicao, Integral

por Partes, Substitui¢oes Trigonométricas e Integragao por Fragoes Parciais.

3.2.1 Integral por Substituicao

O exemplo abordado nesta subsegao sera [ z?v/22% — 1 du.

Nomeia-se u = 223 — 1, logo

1
du:6x2dx:>6du:x2dx



Substituindo o valor na integral,

1 1
/\/2x3—1.x2da::/6\/ﬂdu:6/u% du =

Substituindo novamente,

| =
w
+
o

3.2.2 Integral por Partes

O exemplo abordado nesta subsegao sera [ 3z* du.

Primeiramente, isola-se a constante.

/3$6x dx:?)/a:ex dx

Sejam u = x e dv = €”, entao du = dx e v = €*
Logo,

3/xem dr = 3[ze® — /e’” dr] = 3[ze® —e® + ] =3[(z — 1)e* + ] = 3e®(z — 1) + 3¢

Como 3¢ também é constante, pode-se substituir 3¢ = k.
Portanto,

/39569” de =3e"(z — 1)+ k
3.2.3 Técnicas que envolvem funcoes trigonométricas

O exemplo abordado nesta subsegao sera [ 5 cos(x).sen(z) dx

Primeiro, separa-se a constante 5 dos demais termos

/5cos(x).sen(x) dx = 5/cos(x).sen(x) dx

Em seguinda, realiza a substituigdo u = sen(x)

5 / cos(x).sen(z) dz = 5 / cos(x).u dz
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Como % = (sen(z)) = cos(x), entdo du = cos(x) dx e

dx
5 2
5/cos(x).udx:5/udu: %—i—c

Substituindo novamente

Hu? n 5sen?(x) n
—+c=—F""+c
2 2
5. 9
5cos(z).sen(z) dr = gsen (x)+c

3.2.4 Integracao por Fracoes Parciais

- . 5_11..3 _
O exemplo abordado nesta subsecdo serd [ Z=llztlse=l go.

239z
Primeiro, escrevé-se a forma geral dessa funcao f(z) = gg; + }Q%Ef:;
Onde ggg é o quociente e % é o resto. Resolvendo a divisao dos polinémios, tém-se
que o ggg =12>—-2¢ R(z) = -3z — 1.
Logo, f(z) =2 —2 — (3-).

Fatorando Q(x), obtém-se:

23— 91 = x(2* — 9) = 2(x + 3)(z — 3)

Assim, pode-se escrever

3r+1 A B C

3 —9r x+x+3+x—3
=3r+1=Ax+3))zr—3)+Bx(x—3)+C(z+3)z =
= A(z*> —9) + B(2* — 32) + C(2* + 3z) =

= Ax® —9A+ Ba®? — 3Bz + C2? +3Cx =

= Ax* + Baz? + C2* + (=3Bx + 3Cx) — 94
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=(A+B+C)2”+(-3B+3C)r — 94

Comparando os coeficientes, tém-se

Aonde, tém-se

Logo,

Assim,

3r+1=(A+B+C)2* + (=3B +3C)z — 94

A+B+C=0
—3B+3C =3

—9A =1

C=B+1

=C=24+B+(1+B)=0
=2B+%=0
= 2B =

_ -4
= B =5

2 — 1123 + 15z — 1 11
dr = [ 2 =2 — — =
/ 3 — 9x o /:z: /(9 x

O que resulta

3

3

1 4 )
x——2x+§ln|x|+§ln|x+3|—§ln|x—3|+c
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Neste capitulo foram finalizados exemplos de calculo analitico das integrais. Nos pro-

ximos serao abordados métodos numéricos e suas aplicagoes.
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4 METODOS DE INTEGRAGCAO NUMERICA

Zamboni (2002) traz que na matemética, os métodos de integragdo numérica permitem
calcular o valor aproximado de uma integral definida sem conhecer uma expressao analitica
para a sua primitiva. Seja uma fungao f(z) continua em um intervalo [a, b] e sua primitiva,
F(z) conhecida. A integral definida de f(x) pode ser calculada pela formula de Newton-
Leibniz. O método basico envolvido nesta aproximacgao é chamado de quadratura numérica

e consiste em:

n

b
/ Fa) dr =S aif(w:)

i=0
onde a; sdo os coeficientes reais e x; sao os pontos de [a, b].

No célculo, a integral de uma funcao foi criada originalmente para determinar a area
sob uma curva no plano cartesiano. Ela também surge naturalmente em dezenas de pro-
blemas de Fisica, como por exemplo, na determinacgao da posi¢ao em todos os instantes de
um objeto, se for conhecida a sua velocidade instantanea em todos os instantes (SILVA,

2017).

4.1 REGRA DOS TRAPEZIOS

A Regra do Trapézio baseia-se em aproximar a fun¢ao f(z) por meio de um polinémio
de grau 1, o qual possui o formato de y = ag+a,21. Este método recebeu este nome devido
a regiao de trapézio formada entre o eixo x e a reta que une os pontos sobre o grafico
da fungao nos extremos do intervalo, o que pode ser observado na Figura 1 (CHAPRA,

2013).
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Figura 1 — Representacao do trapézio formado abaixo da fungao f(x).

y/\
P (X)
S
0 L > X
a = Xo b = x:

Fonte: Elaborada pela autora.

Com o TFC e sabendo que a integral equivale a uma area, é possivel entender que
o método utiliza a &rea de varios trapézios somados para calcular a area através da
sua integral. Utilizando essa técnica numérica, nao é necessario encontrar a primitiva da

funcao.

f(x) + [z + D)

AS = A
S T 5

(4.1)

Com a formula (4.1), pode-se calcular a area de cada pequena regiao dentro da area a

ser calculada. Dessa forma, a area que forma a integral pode ser expressa como:

b e flx)+ fla + Az
Ssz@ﬁh:%%AS:Ax() é )

onde a < x; <be Ax = (b—a)

T+t

Logo, area de um trapézio ¢ A = h(=

), onde h corresponde a altura do trapézio, T

equivale a base maior e t é o valor da base menor.
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Figura 2 — Analise de n trapézios formados abaixo da fungao f(x).

Y4

Jtx2)

o a=lxo h=b-a b;xl

Fonte: Elaborada pela autora.

Observando a Figura 2, obtém-se h =b—a =21 — 2, t = f(a) = f(zo) e T = f(b) =
f(xl) L0g07

h

[ sty do m i) + 1)l

No qual, quanto menor for intervalo [a, b], mais aproximado é o valor da integral.

4.1.1 Regra dos Trapézios Repetida

Regra dos Trapézios repetida, analisada dentro do intervalo [a, b] de grande amplitude,
tem-se a soma da area de n trapézios, cada qual definido pelo seu sub-intervalo, o que

pode ser observado na Figura 3.
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Figura 3 — Aplicabilidade da Regra dos Trapézios Repetida.

Y

f(%’\

Fonte: Elaborada pela autora.

A regra aproxima pequenos trechos da curva f(z) por segmentos de reta. Para fazer

uma aproximacgao para a integral de f de a até b, somam-se as areas ‘assinaladas’ dos

trapézios obtidos pela uniao do final de cada segmento com o eixo x.

Figura 4 — Fungdo f(x) com n pontos.

/y\ P, (X1, Yn-)
y =) o
Xo=Qa Xi X2 \x
° =h— X X,=b
/
Py(x5. y,)
Py(x0,Y0) 2%z b2
Pz(x1, y)

Fonte: Elaborada pela autora.

E interessante observar que aproximar a area sob a funcao pela soma de éareas de

trapézios é equivalente a realizar interpolacao linear de f(x), ou seja, ligar os pontos
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(n, yn) com retas, o que pode ser observado na Figura 4. A férmula de representagao é

dada:

[f(@n1) + f(2a)]

| >

[ @) do S0 + )]+ G lF ) + S+

Como os termos f(xg) e f(z,) nao se repetem, esta formula pode ser simplificada em:

[ @) do G + 2f () + Fa) o+ Flaa)] + S}

4.1.2 Erros na Regra dos Trapézios

O erro na Regra dos Trapézios é obtido integrando o erro da Interpolacao de Lagrange,
aonde
f"(E(x))

Errapezio = / T(-’E - 371)(33 - 372) dx
b .

Utilizando o Teorema de Valor Médio, no qual a < n < b, portanto reescrevendo a

equacao anterior, obtém-se:

f" ()
2

Resolvendo a integral do Erro, chega-se na seguinte expressao:

Errapezio = (x — 1) (2 — 29)

h3
Errapezio = —nﬁf”(n) (4.2)

Como nao ha meios de calcular exatamente f”(n), pois o ponto 1 nao é conhecido.
Portanto a estratégia adotada é utilizar um limitante superior para o erro (RUGGIERO;
LOPES, 1996).

Como f”(z) é continua no intervalo [a, b], pode-se dizer que existe My = max |f"(x)|.

z€la,b|
Assim,

nh3M2
|Errareziol <
12
Como n pode ser descrito como n = b%)
b—a, ,
|Errapeziol < h? M,

12
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Pode-se concluir que o erro é de ordem 2 ou menor.

4.2 REGRA 1/3 DE SIMPSON

A Regra 1/3 de Simpson faz aproximagoes para pequenos trechos de curvas usando
arcos parabolicos, o que pode ser observado na Figura 5 (PIRES, 2015).
Figura 5 — Fungdo f(x) com n pontos.
Arco parabolico

G,y
(xa,yo)\ oY

y fx)

(2, y2)

Xo a Xi X2 \‘x
(o, Yn)

/ /

Arco parabdlico Arco parabdlico

Fonte: Elaborada pela autora.

O uso da formula de Lagrange para estabelecer a formula de integragao resultante da
aproximagao de f(x) por um polindmio interpolador de grau 2 é muito utilizada nesse
caso. O Polindmio de Lagrange de grau 2 que estabelece a fungao de interpolagao de f(x)

nos pontos [z;, f(z;)] sera:

Py(x) = Lo() f(x0) + L1(2) f(21) + Lo(z) f(72)

Tém-se Lo(x), Li(z) e Ly(z) calculados através das formulas:

(x —z1)(x — 29)

Lole) = (zo — 1) (0 — 72)
(= z0)(m — 12)

Lale) = (21 — 1) (21 — 22)

Lo(z) = (x — zo)(x — 27)

(z2 — wo) (29 — 71)

O valor dos intervalos é correspodente a:
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132:$0+2th

(rto—x1)=a—(a+h)=—h

(g —x2) =a— (a+2h) = —2h

(x1 —20) =(a+h)—a=nh

<$1—$2>:(a+h)—(a+2h):—h

(xg —x9) = (a4 2h) —a =2h

(xg — 1) = (a+2h) —(a+h)=h

Figura 6 — Fungao f(z), f(xo), f(x1) e f(x2) comparadas a pa(x).

J&)
foco) | /- Pa()
foe) |77 N A
Foc)H ------- :

O a=x m=x b-x: X
h h

Fonte: Elaborada pela autora.

Assim, o polinémio P,(z), observado na Figura 6, seré:

Entao se f(x) = Pa(x):
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/ab Py(z) dz ~ /I:Q Py(z) dr = fézs) /m(l’ —x1)(22)dz — f(hil) /m(l’ —x1)(z — 29)da

fz(;c;) /m(x — ao)(z — z)dw = I,

o

+

As integrais podem ser resolvidas, por exemplo, usando a mudanca das variaveis x —

ro = zh. Assim, © = xg + zh, entao:

r—x =20+ 2h—(vg+h)=(z—1)h

T — 2y =x9+ zh — (vg+2h) = (2 — 2)h

parar =zg, 2 =02 =21, 2 =1, x =29, 2 = 2.

Apos essas mudancas, com dxr = h dz:

f($0

I, = 2)h/0 (2_1)(2—2)dz—f(x1)hdz/0 (z)(z—?)dz—{—@hdz/o (z2)(z — 1)hdz

Resolvendo as integrais, obtém-se a Regra 1/3 de Simpson:

/ fla

Iy = 5[/ (@) + 47 (w) + ()

f(xo) +4f (1) + f(x2)]

C«Olb‘

4.2.1 Regra 1/3 de Simpson Repetida

A Regra 1/3 de Simpson Repetida consiste em subdividir o intervalo [a,b] em n su-
bintervalos de amplitude h, onde n é um nimero par de subintervalos, pois cada parabola
utilizard 3 pontos consecutivos.

Uma limitacao da regra de Simpson é que os intervalos entre os pontos sao sempre de
mesmo comprimento, mesmo utilizando a féormula do polinémio interpolador de sgundo

grau.
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4.2.2 Erros na Regra 1/3 de Simpson

No caso da Regra 1/3 de Simpson é também possivel estimar o erro esperado e observar
que, qualitativamente, ele deve ser menor do que o erro da regra dos trapézios. De fato,
usando uma analise semelhante a feita no caso dos trapézios podemos obter a seguinte
expressao para o erro na Regra 1/3 de Simpson em um intervalo (RUGGIERO; LOPES,
1996).

/abf(x) dr = /abpz(x) dx + /ab S _6:62)(:6 - "73)f”’(§(x)) dx

Considere o polinémio de Taylor em g,

" T 5 @(e(x
(x—x2)2+—f é )(:c—:r;g) —i——f ;i( ))(x—xg)

[ (x2)
2

f(@) = flxg) + f'(wo)(x — 12) +

onde 1 < {(z) < x3 e integrado no intervalo [a, b] = [x1, z3].
Utilizando o Teorema do Valor Médio, onde z; < 1 < x3 e a formula de diferencas
finitas centrais para a derivada a segunda com z; < 15 < x3. E possivel chegar na seguinte

estimativa

/bf(l")dfﬂ = ﬁ(f( 1) +4f(x2) + f(x3)) — h—5f(4)(773)
a 3 90

Supondo que f® é continua em [a, b] e fazendo uso de uma generaliza¢ao do Teorema

do Valor Intermediério, é possivel obter:

n h® mh’
5 _ Ry MR c .
SIMPSON 5 90f (1) 180 ), n € (xo, )
De maneira analoga a Regra dos Trapézio, sabe-se que existe My = m[a>1§] |f(z)]. Logo,
xe|a,
nh?
E < —M
|Esrmpson| < 130
__ b—a
Como n = =4,
(b—a)h*

|Esimpson| < My

180
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Pode-se concluir que o erro é de ordem 4 ou menor.
Vistos os conceitos relacionados aos métodos numéricos para integragao, no proximo

capitulo exemplos de aplicacao serao estudados.
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5 APLICACOES

Dada as teorias abordadas nos capitulos de Integrais e de Métodos de Integragao
Numérica, este capitulo trara exemplos dos métodos apresentados.

Primeiro, os exemplos serao resolvidos analiticamente, em seguida sera resolvido pela
Regra dos Trapézios e pela Regra 1/3 de Simpson por fim, para as comparagoes. A im-

plementagao computacional foi realizada via planilhas eletronicas.

5.1 PRIMEIRO EXEMPLO

O exemplo abordado nesta segao sera fol e’ dx.

5.1.1 Resolucao analitica

Pelo TFC, se f é continua em |[a, b], entdo g(z) = fax f(z) de = ¢'(x) = f(z)
Logo, [e* dv =F e F' =¢"
de”

Sabe-se que ‘7~ = €7, logo uma primitiva da funcdo dada por f(z) = e* ¢ F' = e”.

Assim,

1
/ e’ drv =e"|) =e' —e¥ = e —121,718281828459045
0

5.1.2 Regra dos Trapézios

Para o método da Regra dos Trapézios, utilizando o intervalo (0, 1), seré analisado
para quatro, oito, dezesseis e trinta e dois subintervalos utilizando trés passos.

No primeiro passo é calculado o valor de h utilizando a seguinte féormula h = b_T“ No
segundo passo é estrutura-se a planilha eletrénica que contém n, x, e f(z,). No dltimo
passo, substitui-se os dados obtidos na planilha eletronica na féormula.

a) Quatro subintervalos
Para o primeiro item, seré analisado para quatro subintervalos.

Primeiro Passo:



46

Segundo Passo:

Tabela 1 — Céalculo de f(x,) quando n = 4.

Tn f(zn)

0 1
0,25 | 1,284025417
0,5 | 1,648721271
0,75 | 2,117000017
41 1 |2,718281828

Fonte: Elaborada pela autora.

Wi | = |Oo B

Terceiro Passo:

[ #a) do = (s an) 4 2700) 4 o4 2 an) + f)

1
0,25
/ e’ dr = ’T(l + 1,284025417 * 2 4 1, 648721271 * 2
0

42, 117000017 * 2 + 2, 718281828) =
= 0,125 % (1 + 2, 568050833 + 3, 297442541 + 4, 234000033
+2,718281828) =

= 0,125 % 13,81777524 = 1, 727221905

b) Oito subintervalos
Para o segundo item, sera analisado para oito subintervalos.
De maneira analoga ao de quatro intervalos, calcula-se h para n = 8 e obtém que o

valor de h = 0,125. Logo estrutura-se a seguinte planilha eletronica:
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Tabela 2 — Célculo de f(z,) quando n = 8.

0] e | f)
0 0 1
110,125 | 1,133148453
21 0,25 | 1,284025417
310,375 | 1,454991415
4
5
6
7

0,5 | 1,648721271
0,625 | 1,868245957
0,75 | 2,117000017
0,875 | 2,398875294
8| 1 |2,718281828

Fonte: Elaborada pela autora.

Realizando os célculos, obtém-se que

1
/ e’ dr = 1,720518592
0

c) Dezesseis subintervalos
Para o terceiro item, sera analisado para dezesseis subintervalos.
De mesma maneira que os exemplos anteriores, calcula-se h para n = 16 e obtém que

o valor de h = 0,0625. Logo estrutura-se a seguinte planilha eletronica:

Tabela 3 — Célculo de f(z,) quando n = 16

0 1

0,0625 | 1,064494
0,125 | 1,133148453
0,1875 1,20623

0,25 | 1,284025417
0,3125 | 1,366838
0,375 | 1,454991415
0,4375 1,54883

0,5 | 1,648721271
0,4375 1,54883

0,5 | 1,648721271
0,5625 | 1,755055
0,625 | 1,868245957

OO | N0 | N |O =W~ OB

—_
e}
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n In f(x,)

11 | 0,6875 1,988737
12| 0,75 | 2,117000017
13 | 0,8125 2,253535
14 | 0,875 | 2,398875294
15 | 0,9375 2,553589
16 1 2,718281828

Fonte: Elaborada pela autora.

Realizando os calculos, obtém-se que

1
/ e’ dr =1,718841129
0

d) Trinta e dois subintervalos
No tltimo item analisado, sera trabalhado com trinta e dois subintervalos.
De mesma maneira que os exemplos anteriores, calcula-se h para n = 32 e obtém que

o valor de h = 0,03125. Logo estrutura-se a seguinte planilha eletronica:

Tabela 4 — Calculo de f(z,) quando n = 32.

0 1
0,03125 | 1,031743407
0,0625 | 1,064494459
0,09375 | 1,09828514

0,125 | 1,133148453
0,15625 | 1,169118446
0,1875 | 1,206230249
0,21875 | 1,244520108
0,25 1,284025417
0,28125 | 1,324784759
0,3125 | 1,366837941
0,34375 | 1,410226035
0,375 | 1,454991415
0,40625 1,501178
0,4375 | 1,548830299
0,46875 | 1,59799545
0,5 1,648721271
0,53125 | 1,701057302
0,5625 | 1,755054657

NoN o NN i >N e 8 SN GV I (O Bl I el e

—
S

—_
—_

—
DO

—
w

—_
N

—_
ot

—_
(@)

—_
EN|

—_
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n Ty, f(zy)

19 | 0,59375 | 1,810766072
20 | 0,625 | 1,868245957
21 | 0,65625 | 1,92755045
22 | 0,6875 | 1,98873747
23 | 0,71875 | 2,051866773
24 0,75 2,117000017
25 | 0,78125 | 2,184200811
26 | 0,8125 | 2,253534787
27 | 0,84375 | 2,398875294
28 | 0,875 | 2,398875294
29 | 0,90625 | 2,47502377
30 | 0,9375 | 2,553589458
31 | 0,96875 | 2,634649089
32 1 2,718281828

Fonte: Elaborada pela autora.

Realizando os calculos, obtém-se que

1
/ e’ dr = 1,71842166
0

Comparando valores para os subintervalos
Conforme visto a parte de erros no capitulo dos Métodos de Integragao Numérica do

método da Regra dos Trapézios, pode-se chegar na formula geral (5.1):
E = ch? (5.1)
O erro F é calculado da seguinte maneira:
E = | solugao analitica - solugdo numérica |.

Com os dados coletados anteriormente, pode-se construir a seguinte planilha eletronica,

mostrada na Tabela 5.

Tabela 5 — Comparagao entre h e F.

h E
0,25 | 0,008940076
0,125 | 0,002236764
0,0625 0,0005593
0,03125 | 0,000139832

Fonte: Elaborada pela autora.
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Como pode-se observar, a medida que h diminui, a solu¢ao numérica se aproxima mais
da solucgao analitica.
Como p ¢é a ordem do erro, serd estimado o seu valor pelos calculos. Trabalhando com

a expressao (5.1), pode-se escrever:
InE=Inc+plnh

Com os dados da planilha eletrénica anterior, é elaborada uma nova com os resultados

de In E' e In h, ver Tabela 6.

Tabela 6 — Comparagao entre In Feln h.

In h In E
-1,386294361 | -4,717211178
-2,079441542 | -6,102725232
-2,772588722 | -7,48882434
-3,465735903 | -8,875069877

Fonte: Elaborada pela autora.

Note que, adotando In £ =y, Inc = 3, p = a e Inh = z, obtém-se:

y=az+p

Isto é, tem-se uma equagao de reta e a = p é o seu coeficiente angular.
Plota-se o grafico de In E x Inh e gera-se a linha de tendéncia para obter um ajuste

para a referida reta, conforme apresentado na Figura 7.

Figura 7 — Grafico de In E x In h.

Inh

InE

y=1,9995x — 1,9451

Fonte: Elaborada pela autora.

Comparando o coeficiente angular, p = 1,9995, com a ordem de erro do método,

pode-se concluir que os dois nimeros sao relativamente proximos.
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5.1.3 Regra 1/3 de Simpson

De maneira analoga a Regra dos Trapézios, utilizando o mesmo intervalo, também sera
analisado para quatro, oito, dezesseis e trinta e dois subintervalos utilizando trés passos.
a) Quatro subintervalos

Para o primeiro item, sera analisado para quatro subintervalos, portanto n valera 4 e

h sera 0,25. Com os seguintes dados, é construido a Tabela 7.

Tabela 7 — Céalculo de f(x,) quando n = 4.

In f(@n)

0 1
0,25 | 1,284025417
0,5 | 1,648721271
0,75 | 2,117000017
4| 1 | 2,718281828

Wi | = |o B

Fonte: Elaborada pela autora.

A diferenga entre a Regra dos Tréapezios e a Regra 1/3 de Simpson esta justamente na

férmula do método visto na Secao 4.2, onde

Ty = 7o) + 4 ex) 26 (e2) + Af ()] + 26 () + -+ [ ()]

Aonde, obtém-se

I

1
0,25
/ e” dx (14 1,284025 % 4 + 1, 648721 2 + 2,117 4 + 2, 718282) =
0
= 1+45,136102 + 3,297443 + 8,468 + 2, 718282 =

= 0,083333 % 20,61983 = 1, 718318842

b) Oito subintervalos
Para o segundo item, sera analisado para oito subintervalos, onde n =8 e h = 0, 125,

estrutura-se a planilha eletronica conforme Tabela 8.
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Tabela 8 — Calculo de f(z,) quando n = 8.

n| [ (@n)

0 0 1
110,125 | 1,133148453
2| 0,25 | 1,284025417
310,375 | 1,454991415
4

5

6

7

0,5 | 1,648721271
0,625 | 1,868245957
0,75 | 2,117000017
0,875 | 2,398875294
8| 1 |2,718281828

Fonte: Elaborada pela autora.

Realizando os célculos, obtém-se que

1
/ " dr = 1, 718284155
0

c) Dezesseis subintervalos
Para o terceiro item, sera analisado para dezesseis subintervalos.
De mesma maneira que os exemplos anteriores, calcula-se h para n = 16 e obtém que

o valor de h = 0,0625. Logo estrutura-se a seguinte planilha eletronica (ver Tabela 9).

Tabela 9 — Célculo de f(z,) quando n = 16.

n Ln f(xn)

0 0 1

1 10,0625 1,064494

2 | 0,125 | 1,133148453
3 10,1875 1,20623

4 0,25 | 1,284025417
5 10,3125 1,366838

6 | 0,375 | 1,454991415
7 10,4375 1,54883

8 0,5 1,648721271
9 | 0,5625 1,755055
10 | 0,625 | 1,868245957
11 | 0,6875 1,988737
12| 0,75 | 2,117000017
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13 | 0,8125 2,253535
14 | 0,875 | 2,398875294
15 | 0,9375 2,553589
16 1 2,718281828

Fonte: Elaborada pela autora.

Realizando os célculos, obtém-se que

1
/ " dr = 1,718281974
0

d) Trinta e dois subintervalos
No ultimo item analisado, sera trabalhado com trinta e dois subintervalos.
De mesma maneira que os exemplos anteriores, calcula-se h para n = 32 e obtém que

o valor de h = 0,03125. Logo, tem-se a Tabela 10:

Tabela 10 — Calculo de f(x,) quando n = 32.

0 1
0,03125 | 1,031743407
0,0625 | 1,064494459
0,09375 | 1,09828514
0,125 | 1,133148453
0,15625 | 1,169118446
0,1875 | 1,206230249
0,21875 | 1,244520108
0,25 1,284025417
0,28125 | 1,324784759
0,3125 | 1,366837941
0,34375 | 1,410226035
0,375 | 1,454991415
0,40625 1,501178
0,4375 | 1,548830299
0,46875 | 1,59799545
0,5 1,648721271
0,53125 | 1,701057302
0,5625 | 1,755054657
0,59375 | 1,810766072
0,625 | 1,868245957
0,65625 | 1,92755045
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22 | 0,6875 | 1,98873747
23 | 0,71875 | 2,051866773
241 0,75 2,117000017
25| 0,78125 | 2,184200811
26 | 0,8125 | 2,253534787
27 | 0,84375 | 2,398875294
28 | 0,875 | 2,398875294
29 | 0,90625 | 2,47502377
30 | 0,9375 | 2,553589458
31 | 0,96875 | 2,634649089
32 1 2,718281828

Fonte: Elaborada pela autora.

Realizando os célculos, obtém-se que

1
/ e’ dr = 1,718281838
0

Comparando valores para os subintervalos
De maneira analoga ao método da Regra de Trapézios, pode-se calcular £ e montar a

planilha eletronica conforme a Tabela 11.

Tabela 11 — Comparacao entre h e E.

h E
0,25 | 3,7013575
0,125 | 2,326246
0,0625 | 1,45593°7
0,03125 | 9,102737°

Fonte: Elaborada pela autora.

Com os dados da planilha eletronica disponivel na Tabela 11, é elaborada uma nova

com os resultados de In E e Inh (ver Tabela 12).

Tabela 12 — Comparagao entre In E e In h.

Inh In E

-1,386294361

-10,20422885

-2,079441542

~12,97125696

-2,772588722

-15,74245184

-3,465735903

-18,51469184

Fonte: Elaborada pelo autor.
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A medida que o h diminui, nota-se que o erro também diminui, portanto a solucdo
numérica fica mais proxima da solucao analitica.

Com os dados da planilha da Tabela 12, plota-se o gréfico de In E¥ x In h apresentado
na Figura 8 e gera-se a linha de tendéncia para obter a equagao da reta.

Figura 8 — Gréfico de In E x In h.

Inh

InE

y = 3.9966x — 4,6623 -14

Fonte: Elaborada pela autora.

Comparando o coeficiente angular, p = 3,9966, com a ordem de erro do método,

pode-se concluir que os dois niimeros sao relativamente proximos.

5.1.4 Comparacao entre métodos

Pode-se observar que os valores obtidos nas planilhas eletronicas contendo os dados
de n, x, e f(z,) ndo sofrem alterac¢do, pois sdo resolvidos do mesmo modo. A alteragao
estd nas formulas de cada método.

Analisando a ordem do erro, pode-se notar que o valor obtido utilizando Regra 1/3
de Simpson se aproxima mais da resolugao analitica do que o resultado da Regra dos
Trapézios. Isso se da devido a ordem do erro, enquanto a Regra 1/3 de Simpson é de

ordem 4, o da Regra do Trapézio é de ordem 2, o que influencia na exatidao da solugao.

5.2 SEGUNDO EXEMPLO

O exemplo abordado nesta secao sera fol V1 + 22 dx.
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5.2.1 Resolucao analitica

Pela Regra de Substituicao, nomeia-se u = 1 + u?, entao

du =2z dxr = %du:xd:v

Logo,

/m\/1+x2 dx:/\/l—l—a:%dm:/gdu

1/ %d 1u1+
= — uzzau = —
2 21+

Substituindo novamente

N |=

C12u?
23

+c

+c

N[ =

(1+a2)2

3 +c

Assim, para a integral definida

fol xv'1+ 22 dx, tém-se como primitiva e aplicando o TFC

0=

VITP, _ JOFE IR
3 3 3

\/(1 +1)3 \/(1 +02)8 V23— VI3 B— /1  2,82842712474619 — 1
3 3 3 -3 3 a

1,82842712474619
3

= 0,60947570824873

Para analisar a Regra dos Trapézios e a Regra 1/3 de Simpson para esse exemplo,
serd utilizado o conhecimento obtido no exemplo anterior, de que as planilhas eletronicas
contendo os dados de n, x,, e f(x,) nao sofrem alteragdo, portanto faz mais sentido orga-
nizar as respostas dos métodos dentro de cada subintervalo ao contrario do que foi feito

no exemplo anterior. O intervalos analisados continuam os mesmos do exemplo anterior.
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5.2.2 Quatro subintervalos

Para o método da Regra dos Trapézios e a Regra 1/3 de Simpson, utilizando o intervalo
(0,1) adotado, toma-se h = 0,25, logo calcula-se o valor para f(0), f(0,25), f(0,5),

f(0,75) e f(1) e estrutura-se a planilha eletronica com os dados obtidos.

Tabela 13 — Calculo de f(z,) quando n = 4.

0 0
0,25 | 0,2576941
0,5 | 0,55901699
0,75 0,9375
41 1 |1,41421356

wWiNn|—=|olB

Fonte: Elaborada pela autora.

Com os dados obtidos na planilha eletronica explicitada na Tabela 13, sera analisado
a resposta obtida para cada método.
Regra dos Trapézios

Substituindo os dados da Tabela 13 na expressao a seguir, obtém-se o seguite resultado:

[ 1) do= G{san) + 27(00) 4o+ 2 0nn) + £ )

/1 V1 + 22 de = O’—225(0 +0,2576941 x 2 + 0, 55901699 * 2 +

0 10,9375 % 2 + 1,41421356) =
= 0,125 % (04 0, 515388203 + 1, 118033989 + 1,875 +
+1,414213562 =

= 0,125 % 4,992263575 = 0, 61532947

Regra 1/3 de Simpson
De maneira anédloga & Regra dos Trapézios, utiliza-se os dados da planilha eletronica

da Tabela 13 e substitui os dados na expressao a seguir.

b
[ #a) do = 1) + 48 (@) + 25 () + 40 () 4+ A o) + fl)
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1
0,25
/ xV1+x?2de = 7T(0 +0,2576941 x 2 + 0,55901699 * 2 + 0, 9375 * 2 4
0

+1,41421356) =
= 0,083333 % (0 + 1,03077641 + 1, 118033989 + 3, 75 +
+1,414213562) =

= 0,083333 * 7,31302396 = 0, 60941866

5.2.3 Oito subintervalos

Para o método da Regra dos Trapézios e a Regra 1/3 de Simpson, utilizando o intervalo

(0,1) adotado, toma-se h = 0,125 e estrutura-se a Tabela 14 com os dados obtidos.

Tabela 14 — Céalculo de f(z,) quando n = 8.

n| f(n)

0 0 0
110,125 | 0,125972777
21 0,25 | 0,257694102
310,375 | 0,400500176
4

5

6

7

0,5 | 0,559016994
0,625 | 0,737029776
0,75 0,9375
0,875 | 1,162672198
8 1 1,414213562

Fonte: Elaborada pela autora.

Regra dos Trapézios
Substituindo os dados da Tabela 14 na expressao vista anteriormente, obtém-se o

seguite resultado:

1
/ V14 2? dx = 0,609475708
0

Regra 1/3 de Simpson
Substituindo os dados da Tabela 14 na expressao vista anteriormente, obtém-se o

seguite resultado:
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1
/ V14 2? dx = 0,609472311
0

5.2.4 Dezesseis subintervalos

Para o método da Regra dos Trapézios e a Regra 1/3 de Simpson, utilizando o intervalo
(0,1) adotado, toma-se h = 0,0625 e estrutura-se a planilha eletronica com os dados

obtidos.

Tabela 15 — Calculo de f(x,) quando n = 16.

n Ty, f(zy)

0 0 0

1 10,0625 | 0,062621951
2 | 0,125 | 0,125972777
3 10,1875 | 0,190767429
4 0,25 | 0,257694102
5 10,3125 | 0,32740341

6 | 0,375 | 0,400500176
7 10,4375 | 0,477538064
8 0,5 0,559016994
9 |0,5625 | 0,64538296

10 | 0,625 | 0,737029776
11 | 0,6875 | 0,834302212
12| 0,75 0,9375

13 | 0,8125 | 1,046882288
14 | 0,875 | 1,162672198
15 10,9375 | 1,285061262
16 1 1,414213562

Fonte: Elaborada pela autora.

Regra dos Trapézios

Substituindo os dados da Tabela 15 na expressao a seguir, obtém-se o seguite resultado:

1
/ V14 2?2 dx = 0,609840774
0

Regra 1/3 de Simpson

Substituindo os dados da Tabela 14 na expressao a seguir, obtém-se o seguite resultado:
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1
/ V14 2? dxr = 0,609475498
0

5.2.5 Trinta e dois subintervalos

Para o método da Regra dos Trapézios e a Regra 1/3 de Simpson, utilizando o intervalo
(0,1) adotado, toma-se h = 0,03125 e estrutura-se a planilha eletronica com os dados

obtidos.

Tabela 16 — Calculo de f(x,) quando n = 32.

0 0

0,03125 | 0,031265255
0,0625 | 0,062621951
0,09375 | 0,094161086
0,125 | 0,125972777
0,15625 | 0,158145847
0,1875 | 0,190767429
0,21875 | 0,223922608
0,25 | 0,257694102
0,28125 | 0,292161975
0,3125 | 0,32740341
0,34375 | 0,363492515
0,375 | 0,400500176
0,40625 | 0,438493962
0,4375 | 0,477538064
0,46875 | 0,517693273
0,5 0,559016994
0,53125 | 0,601563293
0,5625 | 0,64538296
0,59375 | 0,690523608
0,625 | 0,737029776
0,65625 | 0,784943053
0,6875 | 0,834302212
0,71875 | 0,885143343

0,75 0,9375
0,78125 | 0,991403345
0,8125 | 1,046882288
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27 | 0,84375 | 1,103963629
28 | 0,875 | 1,162672198
29 1 0,90625 | 1,223030984
30 | 0,9375 | 1,285061262
31 | 0,96875 | 1,348782718
32 1 1,414213562

Fonte: Elaborada pela autora.

Regra dos Trapézios

Substituindo os dados obtidos na férmula, obtém-se o seguite resultado:

1
/ V1422 dxr = 0,609566965
0

Regra 1/3 de Simpson

Substituindo os dados obtidos na férmula, obtém-se o seguite resultado:

1
/ rV1+2? dx = 0,60947569
0

5.2.6 Comparacao entre métodos

Como no Primeiro Exemplo, pode-se notar que o valor da ordem do erro obtido utili-
zando Regra 1/3 de Simpson se aproxima mais da resolucao analitica do que o resultado
da Regra dos Trapézios. Isso se da devido a ordem do erro, enquanto a Regra 1,/3 de Simp-
son é de ordem 4, o da Regra dos Trapézios ¢ de ordem 2, o que influencia na exatidao

da solugao.

5.3 TERCEIRO EXEMPLO

O exemplo abordado nesta secao sera ff r*Inr dx.

5.3.1 Resolucao analitica

Utilizando a integragao por partes, tém-se
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Logo,

/7"31117“ dr =

4 r
rt 1,74
:—1 —_ = — —
1 nr 4(4) dr
4
1
:TZ(IHT_ZL)

Assim, para a integral definida

2 3 . .
fl r°Inr dr, possui uma primitiva tal que

2
/ rlnrdr =
1

= ;(lnr—}l)lz

= w2 -
1 1 1

- 2=y

= 41n2—11+E=

= 41112+E—1:

= 1,835088722

De modo anélogo ao exemplo anterior, sera analisado as respostas dos métodos Regra
dos Trapézios e da Regra 1/3 de Simpson dentro de cada subintervalo ao contrario do que
foi feito no primeiro exemplo. O intervalos analisados continuam os mesmos do outros

exemplos.
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5.3.2 Quatro subintervalos

Para o método da Regra dos Trapézios e a Regra 1/3 de Simpson, utilizando o intervalo
(1,2) adotado, toma-se h = 0,25, logo calcula-se o valor para f(1), f(1,25), f(1,5),

f(1,75) e f(2) e estrutura-se a planilha eletronica com os dados obtidos.

Tabela 17 — Calculo de f(z,) quando n = 4.

1 0
1,25 | 0,435827249
1,5 | 1,36844474
1,75 | 2,999190863
41 2 |5,545177444

wWiNn| = |ol B

Fonte: Elaborada pela autora.

Com os dados da Tabela 17, sera analisado a resposta obtida para cada método.
Regra dos Trapézios

Substituindo os dados na expressao a seguir, obtém-se o seguite resultado:

[ 7ta) de = D) + 26 @) -+ 26 anr) + S )

2
/ r3lnr dr =
1

0,25
= ’T(O +0,435827249 x 2 4 1, 36844474 x 2 + 2,999190863 * 2+

+5,545177444) =

= 0,125 % (0 + 0, 8716545 + 2, 73688948 + 5, 99838173+
+5,545177444 =

= 0,125 % 15,15210315 = 1, 894012894

Regra 1/3 de Simpson
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De maneira analoga a Regra dos Trapézios, utiliza-se os dados da Tabela 17 e substitui

os dados na expressao a seguir.

[ @) = S5 G0) +45(@n) + 2 (wa) + 4F () -+ 4f () + o)

2
/ r*Inr dr =
1

0,25
= 5 (0+0,435827249 % 4 + 0, 55001699 + 2 + 0, 9375 * 4 +

+1,41421356) =

— 0,083333 % (0 + 1, 74330899 + 2, 73688948 + 11, 9967635+
+5,54517744) =

= 0,083333 * 22,02213937 = 1,835178281

5.3.3 Oito subintervalos

Para o método da Regra dos Trapézios e a Regra 1/3 de Simpson, utilizando o intervalo

(1,2) adotado, toma-se h = 0,125 e estrutura-se a Tabela 18 com os dados obtidos.

Tabela 18 — Célculo de f(z,) quando n = 8.

n Tn f(zn)

0 1 0
111,125 | 0,167702799
2| 1,25 | 0,435827249
3| 1,375 | 0,827855305
4

5

6

7

15 | 1,36844474
1,625 | 2,083321624
1,75 | 2,999190863
1,875 | 4,143660597
8| 2 |5545177444

Fonte: Elaborada pela autora.
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Regra dos Trapézios

Substituindo os dados da Tabela 18 na expressao, obtém-se o seguite resultado:

2
/ P nr dr = 1,849823987
1

Regra 1/3 de Simpson

Substituindo os dados da Tabela 18 na expressao, obtém-se o seguite resultado:

2
/ Pnr dr = 1,835094352
1

5.3.4 Dezesseis subintervalos

Para o método da Regra dos Trapézios e a Regra 1/3 de Simpson, utilizando o intervalo

(1,2) adotado, toma-se h = 0,0625 e estrutura-se a Tabela 19 com os dados obtidos.

Tabela 19 — Calculo de f(z,) quando n = 16.

n Ln f(zn)

0 1 0

1 | 1,0625 | 0,072716984
2 | 1,125 | 0,167702799
3 | 1,1875 | 0,28777366

4 | 1,25 | 0,435827249
5 | 1,3125 | 0,614838413
6 | 1,375 | 0,827855305
7 | 1,4375 | 1,077995884
8 1,5 1,36844474

9 | 1,5625 | 1,70245019

10 | 1,625 | 2,083321624
11 | 1,6875 | 2,514427054
12 | 1,75 | 2,999190863
13 | 1,8125 | 3,541091712
14 | 1,875 | 4,143660597
15 | 1,9375 | 4,810479049
16 2 5,545177444

Fonte: Elaborada pela autora.
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Regra dos Trapézios

Substituindo os dados da Tabela 19 na expressao, obtém-se o seguite resultado:

2
/ P nr dr = 1,838772803
1

Regra 1/3 de Simpson

Substituindo os dados obtidos na férmula, obtém-se o seguite resultado:

2
/ Pnr dr = 1,835094352
1

5.3.5 Trinta e dois subintervalos

Para o método da Regra dos Trapézios e a Regra de Simpson, utilizando o intervalo
(1,2) adotado, toma-se h = 0,03125 e estrutura-se a planilha eletronica com os dados

obtidos (ver Tabela 20).

Tabela 20 — Calculo de f(x,) quando n = 32.

1 0
1,03125 | 0,033747592
1,0625 | 0,072716984
1,09375 | 0,117252237

1,125 | 0,167702799
1,15625 | 0,22442335
1,1875 | 0,28777366
1,21875 | 0,358118447
1,25 0,435827249
1,28125 | 0,5212743
1,3125 | 0,614838413
1,34375 | 0,716902868
1,375 | 0,827855305
1,40625 | 0,948087623
1,4375 | 1,077995884
1,46875 | 1,217980219
1,5 1,36844474
1,63125 | 1,529797456
1,6625 | 1,70245019
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19

1,59375

1,886818505

20

1,625

2,083321624

21

1,65625

2,292382361

22

1,6875

2,514427054

23

1,71875

2,749885494

24

1,75

2,999190863

25

1,78125

3,262779675

26

1,8125

3,541091712

27

1,84375

3,834569968

28

1,875

4,143660597

29

1,90625

4,468812854

30

1,9375

4,810479049

31

1,96875

5,169114491

32

2

5,545177444

Fonte: Elaborada pela autora.

Regra dos Trapézios

Substituindo os dados disponiveis na Tabela 20, obtém-se o seguite resultado:

2
/ P Inr dr 2 1,836009759
1

Regra 1/3 de Simpson

Substituindo os dados disponiveis na Tabela 20, obtém-se o seguite resultado:

2
/ rlnr dr = 1,835088744
1

5.3.6 Comparacao entre métodos

Como no Primeiro e Segundo Exemplos anteriores, pode-se notar que o valor da ordem

do erro obtido utilizando Regra 1/3 de Simpson se aproxima mais da resolugao analitica

do que o resultado da Regra dos Trapézios. Isso se da devido a ordem do erro, enquanto a

Regra 1/3 de Simpson é de ordem 4, o da Regra do Trapézio é de ordem 2, o que influencia

na exatidao da solugao.



5.4 QUARTO EXEMPLO

O exemplo abordado nesta se¢ao serd P(a < Z < b) = fab \/%76_7122 dx.

Diferente dos exemplos anteriores, essa integral nao possui resolucao analitica. Mas de
modo analogo aos exemplos anteriores, é possivel calcular seu resultado através dos méto-

dos Regra dos Trapézios e Regra 1/3 de Simpson. Seré utilizado os mesmos subintervalos

dos outros exemplos, disponivel na Tabela 21.

Tabela 21 — Comparagao entre a Regra dos Trapézios e a Regra 1/3 de Simpson.

h

Regra dos Trapézios

Regra 1/3 de Simpson

0,25

0,340081845

0,341355488

0,125

0,341029516

0,341345406

0,0625

0,341265969

0,341344787

0,03125

0,341325054

0,341344749

Com isso, conclui-se esse capitulo e no proximo tera as Consideragoes Finais.

Fonte: Elaborada pela autora.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

O conceito de integral definida e sua aplicagao sao muito tteis em diversas areas, como
Fisica, Engenharia e Economia, dentre outras. No entanto, héa situacoes em que seu céalculo
de modo analitico se torna espinhoso. Por exemplo, f(x) pode ser uma funcao dificil de
integrar ou mesmo de impossivel integracao.

Em outros casos, a solucao analitica do resultado da integral é conhecida, mas o calculo
somente pode ser obtido de modo aproximado. Por fim, hé situacoes em que a expressao
da fungao f(x) é conhecida apenas em alguns poucos pontos discretos, determinados por
meio de experimentos em campo ou consultas a bancos de dados.

Em casos como os descritos no paragrafo anterior, nos quais nao é possivel calcular
a integral de uma fungao f(x) em um intervalo [a,b], aplicam-se métodos numéricos de
integracao — os denominados métodos de integragao numeérica.

Com base no fato de que a integral de uma fungao equivale a uma &rea, existem
diversos métodos que dividem a area a ser calculada em varios elementos, de pequena
dimensao, de modo que a soma dessas pequenas partes resulte na area total equivalente
a integral que se deseja calcular — a menos de erros de aproximacao inerentes ao modelo
utilizado.

O propésito principal deste trabalho foi estudar a Regra dos Trapézios e a Regra 1/3
de Simpson, para a integracao numérica. Implementagoes foram executadas via planilhas
eletronicas e os resultados mostraram que tais métodos sao eficientes na determinagao de
solugoes aproximadas para integrais de diferentes fungoes, especialmente & medida que se
diminui o espacamento h. Além disso, um estudo numérico de cada médodo foi realizado,
o que possibilitou uma verificagao pratica da ordem dos erros, a saber, ordem 2 para a

Regra dos Trapézios e ordem 4 para a Regra 1/3 de Simpson.
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