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Resumo

O presente trabalho foi desenvolvido tendo como objetivo principal o estudo das
equacoes diferenciais, além de tépicos como: sistemas de equagoes diferenciais, algebra
linear, sistemas planares, entre outros. Ao longo do trabalho realizou-se trés aplicagoes,
sendo cada uma desenvolvida utilizando diferentes técnicas estudadas ao longo do texto.

A primeira aplicagao consistiu na utilizacao dos métodos do crescimento logistico e do
método dos quadrados minimos com o intuito de realizar um estudo sobre o crescimento
de casos sobre o COVID-19. Ja a segunda aplicacao consistiu na analise e interpretagao de
diferentes sistemas planares, tendo como contexto uma interessante aplicacao sugerida por
Strogatz (1994). Por fim, a dltima aplicagao consistiu no estudo do modelo Lokta-Volterra,
buscando compreender as relacoes advindas da competicao entre ovelhas e coelhos.

Ao finalizar o trabalho pode-se perceber a importancia de tais topicos na compreensao
da realidade e do mundo que fazemos parte. Foi possivel também consolidar e aprimorar os

meus proprios conhecimentos, tendo assim um crescimento pessoal em multiplos sentidos.

Palavra-Chave:  Equacoes diferenciais, Algebra Linear, Sistemas Planares,

Aplicagoes.

Abstract

The present work was developed with the main objective of studying differential equa-
tions, as well as topics such as: systems of differential equations, linear algebra, planar
systems, among others. Throughout the work, three applications were carried out, each
one being developed using different techniques studied throughout the text.

The first application consisted of using the methods of logistic growth and the least
squares method in order to carry out a study on the growth of cases on COVID-19. The
second application consisted of the analysis and interpretation of different planar systems,
having as context an interesting application suggested by Strogatz (1994). Finally, the
last application consisted in the study of the Lokta-Volterra model, seeking to understand
the relations arising from the competition between sheep and rabbits.

At the end of the work, it was possible to perceive the importance of such topics in the
understanding of reality and the world we are part of. It was also possible to consolidate

and improve my own knowledge, thus having a personal growth in multiple ways.

Keywords: Differential Equations, Linear Algebra, Planar Systems, Applications.
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Capitulo 1
Introducao

O inicio deste trabalho se deu durante uma iniciagao cientifica realizada no ano de 2021,
em que o foco era o estudo da Teoria Qualitativa das Equacoes Diferenciais, tendo também
como objetivos: aprender a fazer pesquisa bibliografica, despertar no aluno o interesse pela
matematica, aprender utilizar software Mathematica, utilizar LaTeX, possibilitar ao aluno
nao so o preenchimento das lacunas em sua formagao mas também aprimorar seu espirito
critico.

Justamente por afinidade e no interesse em estabelecer relagoes e modelos que descre-
vem diferentes comportamentos, optou-se por, na realizacao do TCC, focar no estudo das
equacoes diferenciais, realizando diferentes aplicagoes.

O primeiro capitulo deste trabalho consiste no estudo e na definicao de importantes
conceitos relacionados as equacoes diferenciais. No término do capitulo é realizado a
primeira aplicacao, consistindo na comparacao entre diferentes técnicas para a modelagem
do crescimento do Covid-19, sendo elas o crescimento logistico e o método dos quadrados
minimos. Percebendo que é possivel estabelecer uma proximidade até certo ponto, mas

para além deste ponto, os modelos se distanciam cada vez mais da realidade.

Ja o segundo capitulo consiste no estudo de importantes técnicas nas quais o restante
do trabalho utilizara como suporte. Conceitos importantes como autovalores e autovetores

sao estudados neste capitulo.

O terceiro capitulo consiste no estudo detalhado dos sistemas planares, separando em
diferentes casos em que, simplesmente o fato de saber os autovalores associados ao sistema
ja é o suficiente para compreender o comportamento das suas solugoes. No término do
capitulo ¢ realizado a segunda aplica¢do, uma sugestao de Strogatz (1988) que estabelece
uma relacao entre o futuro amoroso de um casal através da resolucao de sistemas planares.

Ja o quarto e quinto capitulo consistem no estudo ao redor dos pontos de equilibrio
de determinado sistema, realizando entao a terceira e ultima aplicagao, consistindo no
modelo competitivo entre ovelhas e coelhos. E interessante perceber que, diferente dos
modelos competitivos usuais em que uma espécie é presa e a outra predador, neste modelo

ambas as espécies estao sujeitas aos mesmos recursos (neste sentido os recursos se referem
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a alimentacao), que por sua vez sao limitados, isso faz com que seja possivel realizar uma
interessante conclusao acerca de qualquer modelo em que ambas as espécies se sujeitam
ao compartilhamento de recursos em comum.

Tomando como principais referéncias Hirsch (1974) e Strogatz (1988), pode-se concluir
que todos os objetivos foram concluidos de forma extremamente satisfatéria, despertando
no interesse ainda maior em continuar pesquisando e estabelecendo relacoes com a ma-

tematica e o mundo.
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Capitulo 2

Equacoes Diferenciais Ordinarias de

Primeira Ordem

Muitos comportamentos e leis fisicas sao regidos por relacoes envolvendo a taxa nas
quais as coisas variam, isto é, sao regidos por equacgoes envolvendo derivadas. Tais
equacoes quando descrevem algum fenomeno natural sao chamadas de modelo matemadtico.
Equacgoes envolvendo derivadas sao chamadas de equagoes diferenciais. Quando essas de-
rivadas sao simples, ou seja, a funcao incognita da equacao é uma fungao de uma variavel
real entao a equacgao é chamada de equacao diferencial ordindria. Além disso, quando a
ordem da derivada de maior ordem que aparece na equacao é um, ela é entao chamada

de equacdo diferencial de primeira ordem.

Este capitulo consiste em introduzir alguns elementos da teoria de equacgoes diferenciais

de primeira ordem, isto é, equagoes da forma

dy
em que f é uma funcao de duas variaveis. Tem-se também que, uma funcao diferenciavel
y = ¢(t) que satisfaz a equagao (2.1) para todo t em algum intervalo I, isto é,

do(t)

o ft,0t), vtel

¢ chamada de solugao da equagao diferencial (2.1) (BOYCE; DIPRIMA, 2010).

Exemplo 2.1. Considere a equacao diferencial

dy _

= ay. 2.9
o= (2.2)

Tem-se que
y(t) = ke (2.3)
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é solucao para toda constante k € R. Isso é simples de se verificar, uma vez que

d(ke™)
dt

at

= ake

= ay(t).

Notamos que no exemplo anterior, a solucao tem infinitas solugoes correspondendo a
infinidade de valores que a constante k& pode assumir. Caso o comportamento da solugao

seja identificado ou especificado em um determinado tempo tg, ou seja,

y(to) = yo, (2.4)

encontramos, muitas vezes, um unico elemento da familia de solugoes, ou seja, o valor da
constante k é especificado. Essa condicao adicional é chamada condicao inicial.

A equagao diferencial (2.1) juntamente com a condigao inicial (2.4) define um problema
de valor inicial (P.V.I). Uma solugdo para um P.V.I é uma fun¢ao y que é solucao da

equacao diferencial que satisfaz y(ty) = yo.

Exemplo 2.2. Considere a equagao (2.2) com a condigao inicial y(ty) = yo. Entao,
teremos ke = yq, entao k = yoe . Com isso concluimos que a solucao do problema
de valor inicial é
y(t) — yoe—atoeat
= ypetto), (2.5)

Quando a variavel independente nao aparece explicitamente na equacao diferencial,
ela é dita autonoma, isto é,
Y= i), (2.6
Gostariamos de compreender o comportamento das solugoes. Primeiramente podemos
buscar por solugoes mais simples, ou seja, fungoes constantes. Essas solugoes sao chamadas
de solugoes de equilibrio da equacao (2.6), que segundo Hirsch, Smale e Devaney (1974),
sao definidas como sendo solugoes constantes da equacao diferencial, isto é, nao ha variacao
de y quando ¢ varia. Assim para tais solugdes devemos ter y/'(t) = 0 para todo t € R,
ou seja, para encontrar as solugoes de equilirio devemos resolver a equacao f(y) = 0. Os
zeros de f(y) sdo também chamados de pontos criticos. A importancia e o significado de

tais pontos serao discutidos com mais detalhamento no decorrer do trabalho.

Exemplo 2.3. No caso da equagao (2.5), a solu¢ao de equilibrio é a fungao constante

y(t) = 0.
A constante a na equagao (2.2) pode ser considerada um parametro, uma vez que a

mudanca em a altera significativamente o comportamento da solucao.

1. Sea>0entziotlimk:eat:oosek>Oetlimk:e“t:—oosek:<0.
— 00 — 00
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2. Se a = 0 entao ke® = k.

3. Se a < 0 entao lim ke® = 0.
t—o0

Podemos observar essas mudancas significativas de comportamento através das Figuras
2.1 e2.2.

Figura 2.1: Grafico das solucoes de 2’ = ax para a > 0.
60

T T
=20 1] 20 40 =] 1]

Fonte: do préprio autor.

Figura 2.2: Gréafico das solugoes de ' = ax para a < 0.
]

40

o

()
=}

=80 =60 =0 =20 0 bi}

Fonte: do préprio autor.

Percebe-se que o comportamento das solucoes sao diferentes dependendo do sinal do
parametro a. Quando a > 0, todas as solugoes nao nulas tendem a se afastar do ponto
critico (y = 0). Entretanto, quando a < 0, todas as solu¢oes nao nulas tendem a se
aproximar do ponto de equilibrio. O ponto critico é considerado um repulsor quando as
solugoes tendem a se afastar dele, e atrator quando as solucoes tendem a se aproximar
dele.

A solugao é estavel se a # 0, ou seja, caso a seja substituido por outra constante b de
tal forma que o sinal seja igual ao de a, entao a solugao terd o mesmo comportamento.

Porém se a = 0, entao a mais sutil alteragao em a resultard em uma grande mudanca
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de comportamento da solucao. Desta forma, considera-se que existe uma bifurcacao em
a=0.

2.1 Modelo de Crescimento Populacional

Como o préprio nome ja diz, o modelo de crescimento populacional nos trara a variacao de
determinada populagao em relacdo ao tempo. Segundo Hirsch, Smale e Devaney (1974),

alguns fatores sao imprescindiveis para realizar a modelagem:

1. Conforme maior for a populacdo, mais rapidamente ela cresce (Exemplo: pro-

criacdo).

2. E impossivel crescer infinitamente, diversos fatores impedem que isso seja possivel

(Exemplos: recursos, espaco geografico).

Desta forma, uma possivel equacao diferencial que satisfaz esses fatores é o modelo

logistico de crescimento populacional:

x

¥ =ax(l— N)’ (2.7)

sendo a e N parametros positivos, a nos da a taxa de crescimento populacional quando

x é pequeno, enquanto N representa o tamanho da populacao ”ideal”de tal forma que a
populagao decresce caso x > N e cresce caso x < N.

Considerando N = 1, o modelo se reduz a:

¥ = fo(x) = ax(1 —x). (2.8)

Que é um exemplo de uma equacao autonoma de primeira ordem, uma vez que nao

depende explicitamente do tempo, sendo a sua solucao dada pelo método da separacao

[ it [

Pelo método da integracao por fragoes parciais, podemos reescrever a primeira parte

[Grizs)e

Assim, chamando de C' a constante de integracao,

de variaveis:

da igualdade como:

In(z) —In(l—2) = at+C =

61n (z)-In(l-z) _ eat—&—C"
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Fazendo ¢ = K temos,

= Ke" =
11—z

Keat
= T R
z(0)

Calculando o valor de z(0) encontramos K = 1—(0), de tal forma que:
—x
z(0)e™

(t) = (2.9)

11— 2(0) + z(0)et

Temos entao que a solugao é valida para qualquer valor inicial z(0). Quando z(0) = 1,
temos uma solugao de equilibrio, uma vez que z(t) = 1 ( V¢t € R). Da mesma forma que
z(0) = 0 implica em z(t) = 0, (V¢ € R).

O grafico da solucao foi plotado com o intuito de compreender melhor o comportamento
da solugao e pode ser visualizado através da Figura 2.3. Com base nele, podemos fazer
algumas consideracoes importantes. Quando x(t) > 0, todas as solugdes tendem para a
populagao ideal. Quando z(t) < 0 todas as solugdes tendem a —oo, o que nao faz o menor

sentido no contexto de uma modelagem populacional.

Figura 2.3: Gréfico das solugoes de ' = ax(1l — x)

4

2

0
®
-2

-4

-6

Fonte: do préprio autor.

Nota-se que o mesmo comportamento é percebido através do grafico da fungao f,(z) =
azx(l — x), podendo ser visualizado através da Figura 2.4. A fungdo cruza o eixo x nos
pontos x = 0 e x = 1, sendo esses os seus pontos criticos. Quando 0 < z < 1, temos que
fa(x) > 0, ou seja, a solugao é crescente, tendendo a aumentar. Quando z < 0 ou z > 0,

temos que f,(z) < 0, ou seja, a solugdo é decrescente.
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Figura 2.4: Gréafico da fungao f,(x) = az(1l — x)

08 7
06 1

041

Fonte: do préprio autor.

2.2 Colheita Constante e Bifurcacgoes

Vamos supor que determinada populacao seja colhida de forma constante. Conside-
rando o modelo populacional (2.8) com o parametro a = 1, e que essa populacdo seja

colhida por uma taxa constante h > 0. A equacao diferencial se torna:

= fp(x) =21 —1x)—h. (2.10)

Na Figura 2.5, a funcao f,(z) foi separada em trés diferentes casos, em que cada

situac@o representa um comportamento diferente: 0 < h <1/4, h=1/4e h > 1/4.

Figura 2.5: Gréfico da fungao fi(z) = z(1 —x) —h

— h<lfd
h=1/4
— h>1/4

=050 =025 000 025 050 075 100 125 150
X

Fonte: do préprio autor.

Percebe-se que quando 0 < h < 1/4 a func¢do f, possui duas raizes, ou seja, possui

dois pontos criticos z; e x,, de tal forma que 0 < z; < x,. Através da analise da Figura
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2.5, nota-se que f}(x;) > 0, logo z; ¢ um repulsor. Da mesma forma que f; (z,) < 0, logo
z, ¢ um atrator.

Encontra-se um novo exemplo de bifurca¢ao na medida que h = 1/4, de tal forma que
a mais sutil alteracao resultara em uma grande mudanga no comportamento da solugao.
Os dois pontos de equilibrio z; e z, se tornam um sé na medida em que h se iguala 1/4,
e entdo desaparece quando h > 1/4. Ademais, percebe-se que f,(x) < 0 para todos os
valores de x quando h > 1/4, ou seja, todas as solugdes decrescem até —oo na medida em
que o tempo passa.

Para taxas de colheita menores ou iguais a 1/4, a populacao perdura desde que a
populagao inicial seja suficientemente grande (z(0) > x;). Porém, a mais sitil alteragao
na taxa quando h = 1/4 terd grande influéncia no destino da populagao, uma vez que
para qualquer taxa de colheita maior que 1/4 a espécie se tornard extinta, destacando

ainda mais a importancia para a deteccao de bifurcagoes.

2.3 Colheita Periddica e Solucoes Periddicas

Para esta secao vamos partir de um pressuposto de que uma colheita nem sempre
ocorre a uma taxa constante. Por exemplo, a taxa de pesca de muitas populagoes de peixe
¢ maior no verao do que no inverno. Assumimos entao que tal populacdao é “colhida‘“ a
uma taxa periédica. Segundo Hirsch, Smale e Devaney (1974), a equacao 2.11 é uma

possivel modelagem para a situacao.

¥ = f(t,z) = azx(1 —x) — h(1 + sen(27t)), (2.11)

onde a e h sao parametros positivos e t é a medida de tempo em anos. Portanto, a taxa
de colheita é maxima quando t = }1 + n com n inteiro (representando o ano), e chega
a taxa minima quando t = % + n, exatamente meio ano apds a taxa maxima. Nota-se
que a equagao (2.11) depende explicitamente do tempo, sendo entdo um exemplo de uma
equagao diferencial ndo autonoma. Como no caso autoénomo, a solugao z(t) desta equagao
precisa satisfazer 2/(t) = f(t,z(t)) para todo t. Além disso, percebe-se nao ser possivel
gerar uma solucao analitica para tal equacao com o suporte que tém-se no momento,
tendo em vista que ela nao é separavel, forcando entao que seja feita uma andlise mais
qualitativa.

A fim de descrever o destino da populagao neste caso, primeiro é necessario notar que
o lado direito da equagao (2.11) é periédica com periodo igual a 1, ou seja, f(t,z) =
f(t+1,z). Isso simplifica consideravelmente a busca por solugoes, supondo que a solugao
de todos os problemas de valores iniciais seja conhecida apenas para 0 < ¢ < 1. Logo, como
o periodo é 1, sabe-se a solucao para todo t. Por exemplo, se x1(t) é a solucao definida
para 0 < t < 1 e satisfaz 21(0) = x¢, sendo também que z5(t) é a solu¢do que satisfaz

22(0) = x1(1). Entao é possivel estender a solugao x; definindo que z1(t+ 1) = x»(¢) para
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0<t< 1.

Posto isto, percebe-se que sabendo o comportamento da solucao no intervalo 0 <t < 1,
é possivel extrapolar de forma semelhante a todos os intervalos de tempo de tal forma
que seja conhecida o comportamento da solugao para todo t.

Supondo que o valor da solugao no tempo ¢t = 1 seja conhecida, satisfazendo qualquer
condigao inicial x(0) = xy. Entao, para cada condigao inicial xy é possivel associar o
valor x(1) da solucao z(t) que satisfaga x(0) = xo. E possivel entdo associar uma funcao
p(zo) = z(1). Aplicando a mesma funcdo pela segunda vez, encontra-se o valor de z(2),
ou seja, p(p(xo)) = 2(2). Logo, ao aplicar esta mesma fungao n vezes, encontra-se o valor
da solucao no tempo n, de tal forma que se torna possivel ter o conhecimento do destino
da curva que representa a solucao. A funcao p é chamada de Aplicacdo de Poincaré desta

equagao diferencial e pode ser visualizada através da Figura 2.6.

Figura 2.6: Aplicagdo de Poincaré para 2’ = 5z(1 — z) — 0,8(1 + sen(27t))

N

Xo \

x(1)=p(xp) x(2)=p(p(xp))

=0 =1 =2

Fonte: HIRSCH, SMALE e DEVANEY (p. 12).

2.4 COVID-19 em Sorocaba: Analise do numero de

Casos

2.4.1 Introducao

A fim de trazer alguns conceitos trabalhados neste capitulo para uma realidade mais
proxima, realizou-se uma comparacao entre dois diferentes métodos para a modelagem do

numero de casos de COVID-19 em Sorocaba-SP.

Surpreendendo a todos, e surgida no final de 2019 em Hubei na China, a Pandemia
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causada pela COVID-19, se alastrou pelo mundo com uma velocidade e um impacto
assolador. Em meados de marco de 2020 a pandemia era nova, porém presente em nosso
pais, e com o passar dos meses tomou proporgoes gigantescas. Seu alto nivel de contégio
impactou o mundo todo e devido a isso toda a comunidade cientifica do mundo se reuniu
para combater uma das maiores pandemias dos tltimos 100 anos e a matemética nao
poderia ficar de fora dessa.

Em busca da compreensao do comportamento de infeccao do virus da COVID-19,
diversos modelos matemédticos surgiram com possiveis previsoes de comportamento no
numero de contagio. Era importante entender quantas pessoas poderiam ser infectadas,
qual o pico da pandemia, o quao desolador ela poderia ser e trazer dados otimistas em
relacao ao fim dela e a um possivel controle.

O artigo de Wang, Qiao e Li (2020), utiliza do modelo matemético de crescimento
populacional, especificamente o da equacao logistica de Verhulst, desenvolvido por Pierre
Francois Verhulst, para encontrar uma equagao que prevé o numero de possiveis casos de
COVID-19 com o passar do tempo. O modelo foi desenvolvido considerando o ntimero
de casos ocorridos entre 24 de marco de 2020 a 24 de junho de 2020, no Texas, Estados
Unidos. E tem como objetivo estimar o ntimero de casos futuros através da equagao
logistica desenvolvida, dando o valor aproximado de casos conforme o tempo, onde o
tempo é contado em meses. No artigo é apresentado um modelo para os casos de COVID-
19 do estado e as possiveis tendéncias de contaminacao do virus. No entanto, devido a
simplificacao do modelo, os resultados obtidos nao fizeram uma previsao muito precisa.

Até onde sabe-se, nao existem trabalhos sobre o estudo de comparacao para os casos
de COVID-19 através do Crescimento Logistico de Verhulst e do Método dos Quadrados
Minimos, para a cidade de Sorocaba, logo, o objetivo é comparar os dados reais de infecta-
dos com as aproximacoes dos modelos e perceber qual deles se aproxima mais da realidade,
qual é o mais preciso e alcanca valores mais satisfatérios em questao de previsao, a fim

de alcancar uma dimensao dos impactos da pandemia na cidade.

2.4.2 Crescimento Logistico

Em algum momento se faz necessario ou se torna imprescindivel questionar até onde
uma coisa é capaz de chegar. Bacaer (2008) relata que Verhulst em 1838 fez isso e foi atrés
de algo inimaginével; o limite de pessoas que a Bélgica poderia comportar/sustentar. O
modelo Logistico de crescimento populacional de Verhulst, ao contrario dos convencionais
modelos de crescimento utilizados, como o exponencial, onde se consideram apenas o
crescimento em fun¢ao do tempo podendo o valor da populagao ir ao infinito, leva em
consideracao um certo limite maximo na qual determinada populagao pode crescer, e que
quando atingido esse valor o crescimento tende a estabilizar.

Esse limite estabelecido na equacao logistica de Verhulst leva em consideragao fatores,

como os recursos disponiveis no ambiente, a existéncia de outras populagoes que vivem ao
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redor, o proprio tamanho da populacao, entre outros. O limite estabelecido, denominado
de limite de carga, é um controlador para o crescimento populacional, pois impede que os
valores alcancem nimeros muitos altos que nao se enquadrem com a situagao condizente.
Devido ao seu limite de carga, que considera fatores para além da populacao em relagao
ao tempo, o crescimento logistico de Verhulst é muito utilizado nos estudos de crescimento
populacional de virus, habitantes de uma regiao e crescimento de espécies.

Jéa foi visto anteriormente que o modelo logistico de crescimento populacional pode
ser representado pela equagao (2.7), em que a e N sdo parametros positivos, a nos da
a taxa de crescimento populacional quando x é pequeno, e N representa o tamanho da
populagao “ideal“ de tal forma que a populacao decresce caso x > N e cresce caso x < N.

Os dados foram retirados do Repositério do Centro de Ciéncia e Engenharia de Siste-
mas (CSSE) da Universidade Johns Hopkins, analisando o periodo correspondente entre
os dias 28/03/2020 e 28/05/2021.

Para resolver o modelo de crescimento logistico (2.7) utilizamos o método de separagao

de varidveis, e em seguida aplica-se a integral como demostrado pela equagao (2.12).

/ s (NN_ = / adt. (2.12)

Na parte esquerda da igualdade é necessério realizar integragao por fracoes parciais,
método indicado também por Stewart (2016), de tal forma que N = A(N — z) + B(z).
Quando =z = 0, temos que: N = A(N) = A = 1. Quando = = N, temos que: N =
B(N) = B = 1. Dessa forma transformamos a equagao (2.12) na (2.13), facilitando

1 1
- = ) 2.1
/x—l—N_xdx /adt (2.13)

muito a integracgao.

Integrando,
Inlg] —In|N —z| = at+C=
eln\x|71n\Nf:v| 6at+C.
Seja K = e%,
x
= Ke" =
N —x ‘
r+2xKe® = KNe =
NKe N
x — -
1+ Keat
N

Ke—at +1°
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Considerando o valor inicial z(0) = x, conseguimos encontrar o valor da constante
K:

N =
Tg = ——
0 K+1
Kk = N7
To

Realizando algumas manipulacoes algébricas e substituindo o valor de K em (2.14),

conseguimos chegar em (2.15) que representa a solugao geral da equagao.

N[L’()
e~ (N —x9) + o

(2.15)

r =

Basta agora encontrar o valor das constantes N e x(y. Inicialmente serda necessario

isolar N.

zle” (N —x) + 1] = Nzp =
re "N —xe "xg+ 219 = Nzxyg=
—ze Yrog+axr9 = Nzog—ze “N.

Encontramos assim o valor de N dado pela equacao (2.16).

rxo(e™ — 1)

re~¥® — g

N = (2.16)

Usando a equagao acima, pode-se formar um conjunto de equagoes cuja intersegao
possibilitard encontrar os valores numéricos de a e N. Dessa forma, as seguintes condigoes

iniciais sao selecionadas:
e t =0, xo = 1; onde ¢t = 0 representa o dia 28,/03/2020;
e t =200, x990 = 16408; onde t = 200 representa o dia 13/10,/2020;
o t =400, x400 = 48344; onde t = 400 representa o dia 01/05/2021.

Uma vez que Nogg = Nygp pois é constante, temos:

—200a __ 1 —400a __ 1
) _ x400(6 ) (2‘17)

x4006—400a —1 ’

55200(6
e—200a _ |

T200

—200a

Considerando e = « e simplificando a equagao (2.17) temos:

200(0[ — 1)(1‘4000{2 — 1) = .17400(()[2 — 1)(1’200(1/ — 1) =

Oé2($400 — T400%200) + (Ta00T200 — T200) + (T200 — Ta00) = O.
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Substituindo os valores indicados e resolvendo a equagao de segundo grau encontramos

que a = 0,000040263243750339205. Levando em conta que 2% = o = a = 22 ogo,

encontramos que a = 0,050600357854. Substituindo o valor encontrado em qualquer um

dos lados da equagao (2.17) encontramos o valor da constante N:

_ l'goo(C( — 1)
T200x —

N = 48347,789027325511440289401.

Por fim, basta substituir as constantes encontradas na equagao (2.16), chegando assim

no modelo de crescimento logistico para a cidade de Sorocaba-Sp.

48347,789027325511440289401

2(t) = ¢~ 0,0506003578541 (48346, 789027325511440289401) + 1

(2.18)

2.4.3 Meétodo dos Quadrados Minimos

Nem tudo cresce ou decresce de maneira padronizada, que possam ser modelados por
funcoes lineares ou exponenciais por exemplo, e esse é o caso da somatéria de casos de
COVID-19 em funcao do tempo, ou seja, quando transfere-se dados reais de uma tabela
para um grafico tem-se apenas pontos isolados do tipo (z, f(x)), tornando a previsao de
dados futuros, uma dificil tarefa.

O objetivo do método dos minimos quadrados é portanto encontrar uma funcao que
represente os valores tabelados a partir de dados reais, de modo que se tenha um menor
erro das aproximagoes calculado medindo-se a distancia entre o ponto coletado e o ponto
aproximado pelo método. Além disso, nos permita determinar, com alguma precisao,
valores futuros.

Na Figura 2.7 é possivel observar, que os pontos em vermelho sao os pontos isolados,
coletados no mundo real, e em azul ha a reta que aproxima-se dos pontos, tendo o menor
erro possivel, que é advinda de um tratamento de dados, que no caso é o método dos

quadrados minimos.

Figura 2.7: Ajuste linear de pontos isolados

25

20 1

15

10 A

Fonte: do préprio autor.
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Conforme sugere Ruggiero (1994), dados 08 pontos
(xlaf(zl))a(anf(:EZ)))'“a(xmaf(xm)) e as n fungées gl(x)792(x)v“'7gn(x)7 Y
objetivo é encontrar os coeficientes g, s, ...,q, tais que a fungao ¢(x) =
a1g1(x) + aege(z) + ... + apgn(x) se aproxime ao méximo de f(z). Pressupoe-se

que os dados experimentais possuam crescimento exponencial, desta forma teremos:

o(z) = eln (Br)+zBz
d(x) = [ =
me(x) = In(Be"™) =
¢i(z) = xf2+1In(B).

Sendo ¢; a funcao linearizada. Basta entao resolver o seguinte sistema de equagoes:

a1 ai2| |Qq _ by
A21 Q22| |2 by ’
2 2
em que a;; = » Gi(wr)gi(xr), bi = > yrgi(z), 91(x) = 1, go(2) = z, oy = In(By) e
k=1 k=1
ag = [9. Para realizar os calculos foi utilizado o python, sendo que o cdédigo pode ser

visualizado através da Figura 2.8.

O algoritmo apresenta como solucao: a; = 5,79191628 e a, = 0.0146837, ou seja:

¢(.§C) — e5,79191628+0.0146837x. (219)

2.4.4 Analise dos Dados

Ao analisar a proximidade das fungoes (2.18) e (2.19) com os dados experimentais
percebe-se que ambas modelam a situagao de forma satisfatoria até certo ponto. Como
pode-se visualizar através da Figura 2.9, o método dos quadrados minimos para o modelo
de crescimento exponencial fica cada vez mais distante da realidade conforme se distancia
do ponto A, enquanto a aplicagao pelo crescimento logistico aparenta ser mais fiel a
partir deste ponto, tendo em vista que, mais cedo ou mais tarde, o nimero de casos ira
se estabilizar. Vale ressaltar também que muitos outros parametros como aquisi¢ao de
imunidade, controles sanitarios e restricoes de circulacao nao foram considerados.

Sendo assim, fica nitido que ambas as func¢oes falham em modelar a tendéncia do
crescimento dos dados reais do nimero de casos do Covid-19 na medida em que estendemos

o tempo para além do ponto A.
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Figura 2.8: Cédigo em python do Método dos quadrados minimos

import matplotlib.pyplot as plt
import pandas as pd

import numpy as np

import math

from math import *

data = pd.read excel( COVID SOROCABA.xlsx")

tempo = data[ 'Tempo'].values
y = data[ 'SomaCasosConfirmados'].values
ly = np.log(y)

stemp = np.sum{tempo)

A = np.array([[len{tempo), stemp],
[stemp, tempo.dot(tempo)]])
b = np.array([np.sum{ly), ly.dot(tempo)])

alpha = np.linalg.solve(A, b)

Fonte: do préprio autor.

Figura 2.9: Comparagao entre os métodos e os dados experimentais

120000 4 X .
—— Dados experimentais
Método dos Quadrados Minimos

100000 4 —— Crescimento Logistico
80000 A
60000 -

A
40000 A
20000 1
0 -
0 100 200 300 400

Fonte: do préprio autor.
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Capitulo 3
Sistemas de Equacoes Diferenciais

Para este capitulo tomou-se como suporte de embasamento o livro Algebra Linear,
escrito por Boldrini (1980), o livro Curso de Algebra Linear escrito por Coelho (2018), o
livro Algebra Linear e Aplicaces escrito por Caliolli (1990) e também o livro Differential

Equations, Dynamical Systems & An Introduction to Chaos de Hirsh (1974).

Um sistema de equacoes diferenciais é uma colecao de n equacoes diferenciais relaci-

onadas entre si, da forma

Sl]ll = fl(t,xl,xg,...,xn)
]}'/2 - f2(t,I1,fE2,...,In)
o = folt,r1, 29,0, T0),

onde f; sao fungoes com valores reais das n + 1 variaveis x1, o, ..., T, € t. A nao ser que
seja especificado o contrario, serda assumido que as derivadas parciais de todas as ordens
de f; existem e sao continuas, ou seja, f; sao C*°. A fim de simplificar, serd utilizado a

notagao vetorial:

X1

T

Sera utilizado também a notagao: X = (z1,...,2,), ou ainda, o sistema podera ser

escrito de forma ainda mais concisa no formato:

X' = F(t, X),
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em que

fl(t,flfl, ceey l‘n)
F(t,X) = :

fn(taxh ,l'n)

Uma solugao para tal sistema é uma fungao no formato X (t) = (z1(t), ..., z,(t)) que

satisfaca a equacao, isto é,

onde X'(t) = (2 (t), ...,z (1)).

Conforme ja mencionado anteriormente, o sistema de equacoes serd chamado de
autonomo se nenhum dos f; dependem de ¢, fazendo com que o sistema seja escrito como
X' = F(X). Relacionando com as equagoes diferenciais de primeira ordem, o vetor X, no
qual F'(Xg) = 0 é chamado de ponto de equilibrio para o sistema. Um ponto de equilibrio
corresponde a uma solucao constante X (t) = X, de um sistema como o anterior, conforme

também j4a foi mencionado anteriormente.

Nota-se também a necessidade de mencionar quais serao as regras de notagao
deste trabalho. As variaveis reais serao representadas por letras mintsculas tais como
x,Y,2,T1, T, t, entre outras. Fungoes com valores reais também serao denotadas em
mintsculo tais como f(x,y) ou fi(x1,...,x,,t). As letras em maitsculo serdao utiliza-
das para representar vetores tais como X = (zy,...,x,), ou para denotar fungdes com

valores vetoriais tais como

F(x,y) = (f(x,9),9(z,y))

ou

]’Ll(l’l, ,In)
H(zy,...,x,) = :

hon(21, .0y Tp)

Os espacos Euclidianos de dimensao n serao denotados por R™, na qual consiste em

todos os vetores na forma X = (xy, ..., x,).
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3.1 Equacoes Diferenciais de Segunda Ordem
Muitas das mais importantes equagoes diferencias encontradas na ciéncia e na en-
genharia sao equacoes diferenciais de segunda ordem, conforme indica Boyce e Diprima
(2010). Tais equagoes apresentam a forma
x,/ - f(t7 x’ xl)?
onde x = z(t).

Exemplos importantes de equagoes de segunda ordem incluem a equacao de Newton

para a aceleracao

a equacao para um circuito em séries ressonante na engenharia elétrica

LCx" + RCx' + x = v(t),

a equacao de um oscilador harmonico for¢ado

mz” + bx' + kx = f(¢t).

E importante perceber que tais equacoes sao conjuntos especiais de sistemas de

equacoes diferenciais de segunda ordem, bastando introduzir uma segunda varidvel y = x’.

Por exemplo, considerando a equacao de segunda ordem no formato

2 +ax’ +bxr = 0.

Se considerarmos y = ' , entao podemos reescrever esta equacao como um sistema
)

de equagoes de primeira ordem

xr o=y
y = —br—ay.

Qualquer equacao de segunda ordem pode ser tratada desta forma.
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3.2 Sistemas Planares

Esta secao ird se concentrar em lidar com sistemas autéonomos no R?, que podem ser

escritos na forma

Simplificando esta notacao é possivel reduzir para a forma X’ = F(X) em que X =
(z,y) e F(X) = F(z,y) = (f(z,9), 9(z,y)).

E possivel considerar que o lado direito das equagoes esteja definindo um campo ve-
torial no R? ou seja, F(z,y) representa um vetor em que as coordenadas x e y sao

respectivamente as fungoes f(z,y) e g(z,y).

Exemplo 3.1. O campo vetorial associado ao sistema

/

r =Yy

y = -z

estd representado na Figura 3.1. A solucao deste sistema pode ser pensada como uma
curva parametrizada no plano cuja forma ¢é (x(t),y(t)) e em que, para cada t, o vetor

tangente no ponto (z(t),y(t)) é F(x(t),y(t)).

Figura 3.1: Campo vetorial para o sistema ' =y, y = —x.
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Fonte: do préprio autor.

E facil perceber que a curva
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[x(t)] _ [asen(t)] '
y(t) a cos(t)

para qualquer a € R ¢ uma solugao do sistema

uma vez que

2'(t) = acos(t) =y(t)
y'(t) = —asen(t) = —xz(t)

respeitando a equacao diferencial. Essas curvas definem circunferéncias de raio |a| que sdo
construidas no sentido horario conforme ¢ cresce. Quando a = 0, as solugoes se restringem

nas fungoes constantes z(t) = 0 = y(t).

E importante também perceber que este exemplo é equivalente a equacao diferencial
de segunda ordem z” = —x pela simples introducao da variavel y = 2’. Isso é um exemplo
de uma equacgao diferencial linear de sequnda ordem, na qual, de forma mais geral, pode

ser escrita como

a(t)x” +b(t)x" + c(t)x = f(t).

Um caso especial importante é a equacao com coeficientes constantes

ax” +bx' + cx = f(¢),

em que pode ser representada pelo seguinte sistema

b t
y = —Ex——y—l—&.
a’  a a

Um caso ainda mais especial é o da equagdo homogénea, em que f(t) = 0.
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3.3 Fundamentos de Algebra Linear

Nota-se a importancia, antes de prosseguir com os sistemas de equagoes diferenciais,
de relembrar alguns conceitos importantes sobre sistemas de equacgoes lineares. E comum

encontrar tais sistemas na forma

ar +by =«

cx+dy =0 (8.1)

em que a,b,c, e d, assim como « e [ sao nimeros reais. Na forma matricial, podemos

WIRRE

A matriz 2 x 2 formada pelos coeficientes a, b, ¢ e d sera denotada por A, ou seja,
a b
c d|

Este sistema de equacao é simples de ser resolvido, desde que exista uma solugao. O

escrever o sistema (3.1) como

A:

sistema terd solugao tunica se, e somente se, det(A) # 0. Sabe-se que tal determinante é

dado por
det(A) = ad — be.

Se det(A) = 0, o sistema pode ou nao ter solugoes, porém se tiver serao infinitas.

No caso especial em que o sistema é homogéneo, ou seja, « = § = 0, sempre existird

g

quando det(A) = 0. De fato, se o coeficiente a de A for diferente de zero, teremos

b
—c(—)y—l—dy:O,
a

multiplicando ambos os lados da igualdade por a teremos que (ad — be)y = 0. Sabendo

infinitas solugoes para

A

Y

z = —(2)y e entdo

que det(A) = ad —bc = 0, a solugao para o sistema de equagao assume a forma (—(%)y, Y)
para qualquer valor de y € R. Isso significa que toda solucao pode ser representada por
uma reta que passa pela origem do plano. A solugao tera o mesmo comportamento caso

pelo menos um dos coeficientes de A seja diferente de zero.
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Sejam V' e W vetores no plano, V e W serao linearmente independentes se nao existe
reta passando pela origem tal que ambos os vetores sao paralelos a ela. Os vetores V e
W serao linearmente dependentes caso exista alguma reta passando pela origem tal que

ambos os vetores sao paralelos a ela.

E também valido dizer que dois vetores serao linearmente independentes se eles nao
apontarem para direcoes iguais ou opostas, ou seja, V' e W sao linearmente independentes

se nao forem multiplos entre si, ou melhor, nao existe A € R tal que V = AW.

Sejam V' = (v1,v2) e W = (wq,wsy) vetores nao nulos. Temos que V' e W sao linear-

mente independentes se, e somente se,

det [vl UQ] # 0.

Wy, W2

Para demonstrar a ida sera realizada a prova pela contrapositiva, isto €, seja

det [Ul 212] =0
w1 Wy

temos entao que

VW2 = Va2W1

entao,
v v
L CINY
wh w2
logo, existe A tal que
V=W

uma vez que

A volta por sua vez é realizada de forma andloga, seja
V=W
entao, temos que

(Ul,vg) ES )\(whwg)i

(7)1,?]2) = ()\wl,)\wg):>
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desta forma, temos que

wy Wa W2
Por outro lado, sabe-se que
U1 U2
det = VW9 — VW] .
wr W2
Substituindo o valor encontrado de vy,
wn
ViWy — VW1 = — | VW2 — VoW1.
w2
Simplificando, chega-se em
v U2
w1V — Vewy = 0 = det ,
wy W

uma vez que w; € vy sao valores reais e, portanto, comutam.

Sempre que tivermos um par de vetores V' e W linearmente independentes, podemos
escrever qualquer vetor Z € R? como uma combinacdo linear de V e W. Isto é, sempre

serd possivel achar um par de nimeros reais « e 8 de tal forma que

Z =aV + pW.

Além disso, o e  sdo0 Unicos, isto é, seja Z = (z1, z9), entao basta resolver o sistema

21 = av + Pu

29 = Qg+ fws

em que v;, w;, € z; sao valores reais conhecidos. Porém é nitido que o sistema possui
apenas uma solugao, uma vez que

U1 W

det # 0.

Va2 W2

Tem-se entdo que os vetores V e W definem uma base do R?. Qualquer vetor Z possui

um tnico par de coordenadas («, [3) relativos a V' e W, de tal forma que Z = oV + SW.
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3.4 Sistemas Lineares Planares

Esta parte consiste em realizar algumas consideracoes importantes acerca da que,
segundo Hirsch, Smale e Devaney (1974) classificam como a classe mais importante dos
sistemas planares de equagoes diferenciais, os sistemas lineares. No caso autonomo, o

sistema assume a forma
¥ =ax+by

) (3.2)
Yy =cx+dy

em que a,b, c, e d sdo constantes. E possivel simplificar utilizando A como uma matriz

a b
c d|’

Desta forma o sistema pode ser escrito como

de coeficientes, ou seja,

X' = AX.

E importante destacar que a origem sempre serd um ponto de equilibrio para um

sistema linear. Para achar outro ponto de equilibrio é necessario resolver o sistema

ar+by = 0
cx+dy = 0.

Esse sistema possui solugdo nao nula se e somente se det(A) = 0. Como visto ante-
riormente, se det(A) = 0, entdo existem infinitos pontos de equilibrio contidos em uma
reta que passa pela origem. Desta forma pode-se concluir que: existird um tnico ponto
de equilibrio (0,0) se det(A) # 0; existird infinitos pontos de equilibrio contidos em uma

reta que passa pela origem caso det(A) = 0 (desde que A ndo seja uma matriz nula).

3.5 Autovalores e Autovetores

O foco agora passa a ser solucoes de nao equilibrio para o sistema linear X’ = AX.

Suponha que V; é um vetor nao nulo no qual AVy = AV em que A € R. Entao

X(t) = MV
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é solucao do sistema. De fato

X'(t) = IMV
= (W)
= M(AV)
= A(MV)
= AX(t)

e portanto X (¢) é uma solugao do sistema. Um vetor nao nulo Vg é chamado de autovetor

de A se AVy = AV para algum \. A constante A é chamada de autovalor de A.

Como observado, existe uma relacao extremamente importante entre os autovalores,
autovetores, e as solugoes de sistemas de equacoes diferenciais: Sejam V{ e A, respec-
tivamente, o autovetor e o autovalor associado a matriz A, entao tem-se que a funcao
X (t) = MV é uma solugao do sistema X’ = AX.

Outro ponto também importante a ser destacado é o de que se V{ for um autovetor de
A com autovalor A, entao qualquer vetor nao nulo multiplo de V4 é também um autovetor

de A com autovalor A. De fato, se AVy = AV}, entao
A(aVy) = aAV = a(AVy) = A(aVh)

para qualquer constante « diferente de zero.

Fica entao nitido a importancia em tais autovetores e autovalores e é justamente isto

que sera desenvolvido a seguir. Seja V' = (z,y) um autovetor, precisamos encontrar uma

~{]

Nota-se entao que existem tres valores desconhecidos no sistema: as duas componentes

solugao nao nula (z,y) para a equagao

T

Y

A

x e y do autovetor V' assim como o autovalor A. Seja I a matriz identidade de ordem 2

[

Entao nota-se a possibilidade em escrever a equacao na forma
(A= A)V =0,

em que 0 simboliza o vetor (0,0).

Desta forma, A — Al é a matriz de coeficientes do sistema acima, sendo A um valor

relacionado a tais coeficientes. Como visto anteriormente, um sistema homogéneo tera
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solucoes nao nulas se, e somente se, o determinante da matriz de coeficientes for igual a
zero, ou seja, det(A— AI) = 0, equagao essa nominada de equagdo caracteristica. Chama-
se entao de polinomio caracteristico o resultado do determinante, e é justamente a partir

dele que encontraremos os valores de A e em seguida associaremos aos dos seus autovetores.

Exemplo 3.2. Um exemplo em que é simples compreender tal procedimento é o de

encontrar os autovalores e autovetores associados a matriz
1 3
A= )
1 -1

1—\ 3
1 1=\

Temos entao que
A— )N = [

Entao o polinémio caracteristico é
det(A—X)=(1-=-X)(-1—-X)—3.
Simplificando chegamos em na equacao caracteristica
N —4=0,

resultando entao em dois autovalores A\ + 2. Para A\ = 2, é necessario resolver a equagao

canf]-f)

Reduzindo para a forma de sistema temos

(1-2)z+3y = 0
r+(-1-2)y = 0,

simplificando chegamos em x = 3y, ou seja, qualquer vetor com a forma (3y,y) com y # 0

é um autovetor associado ao autovalor \ = 2.

Para A\ = —2 o processo ¢ analogo, bastando resolver a equagao
x 0
(A+21) = :
Y 0
reduzindo para a forma de sistema e simplificando chegamos em x = —y, ou seja, qualquer
vetor com a forma (—y,y) com y # 0 é um autovetor associado ao autovalor A = —2.

Desta forma, identificamos trés solucoes: a solucao de equilibrio localizada na origem,
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assim como

Xﬂﬂze”lj e;&Q):e%[21.

3.6 Resolvendo Sistemas Lineares

De acordo com o que foi visto anteriormente, foram encontradas duas raizes reais e
distintas A\; e Ay da equacao caracteristica, gerando entao um par de solucoes do sistema
de equacoes diferenciais na forma X;(t) = e'V;, em que V; é o autovetor associado ao
autovalor \;. E importante destacar que cada uma dessas solugoes sao retas passando pela
origem. De fato, é simples perceber que X;(0) = V;, e que tal ponto nao estd localizado
na origem do plano. Para cada t,e*'V;, encontram-se pares ordenados miltiplos de V;,
todos contidos na mesma reta que X;(0), reta que necessariamente iré cruzar a origem do

plano. E importante notar também que se A; > 0, entao

lim | X, ()] = oo

tEr_noo X;(t) = (0,0).

Nota-se entao que, conforme o tempo cresce, o valor de X;(f) também cresce de tal
maneira que para t; > to entdo X(t1) > X(t2), fazendo com que X;(t) cresga de forma
mondétona até oo. O oposto ocorre caso \; < 0, por outro lado, se \; = 0 entao a solucao
serd a constante X;(t) = V; para todo t pertencente ao dominio.

Surge entao uma questao, como € possivel encontrar todas as solugoes para o sistema
tendo em maos um par de solucoes? Sejam A; e Ay autovalores reais distintos associados
aos autovetores V; e V5. Entao Vi e V5 sao linearmente independentes, formando assim
uma base do R?, desta forma, dado qualquer ponto Z, € R?, é possivel encontrar um par

unico de « e [ de tal maneira que
aVy + Vo = Zy.

Seja entao a fungao Z(t) = aX;(t)+ FXa(t) em que X;(t) represente a reta que contém

todas as solugdes. Nota-se que Z(t) é também uma solu¢do de X’ = AX, uma vez que

Z'(t) = aX(t)+ BXL(t)
= aAX(t) + BAX()
= AaXi(t) + BXa(t))
= AZ(Y),
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demonstrando entao que Z(t) é de fato uma solucao.
Sera mostrado também que, Z(t) é a iinica solu¢ao de X' = AX que satisfaz Z(0) = Z,.

Supondo por absurdo que Y (t) seja outra solugao de tal maneira que Y (0) = Zp, entao
Y(t) =v(O)Vi + u(t)Va
com v(0) = a e u(0) = . Logo
AY (1) =Y'(t) =/ ()VL + 4/ () V2.
Porém

AY(t) = A(y(t)Vi + p(t)Va)
t)AVI + pu(t) AV,
O VI + p(t) A Vs

=
=
Comparando entao o que foi encontrado, temos que

V() = vt
Pt) = pt)re,

lembrando que v(0) = a e u(0) = § e da relagdo entre as equagoes (2.2) e (2.5), entao
() = ae u(t) = S

logo, Y (t) = Z(t).

Foi encontrado entao a solugao tinica para o sistema X’ = AX que satisfaz X (0) = Z
para qualquer Z, € R?. A combinacao de todas as solucoes é chamada de solucao geral
de X' = AX, ou seja, a solucao geral é o conjunto de todas as solugao de X' = AX que
compoe a solugao tnica do problema de valor inicial X (0) = Z, para cada Z, € R%.

Resumindo, temos que se A tiver um par de autovalores reais A\; # Ag, respectivamente,
associados aos autovetores V; e V5, entao a solucao geral para o sistema linear X' = AX

é dado por

X(t) = aeM'V) + BV, (3.3)
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Capitulo 4

Retratos de Fase de Sistemas

Planares

Considere X’ = AX e suponha que A tenha autovalores reais A; e Ay de tal forma
que A\; < Ag. O foco deste capitulo, embasado tanto por Hirsch, Smale e Devaney (1974)
quanto por Strogatz (1994), serd compreender de que maneira tais autovalores interferem

no comportamento da solucao do sistema. Notam-se trés possibilidades:
1. Ay <0< )\2,
2. )\1 < /\2 < 0;

3. 0< A\ < Ao

4.1 Primeiro Caso: \{ <0< M\

Considera o caso em que existem autovalores com sinais distintos. Vamos iniciar com

um exemplo simples, seja o sistema X’ = AX em que

A0
A= :
0 A
Utilizando o método ja mencionado anteriormente encontramos a equacao carac-
teristica:

()\ - /\1)(/\ - )\2) =0,

entdo A; e Ay sdo os autovalores. E possivel encontrar também que (1,0) e (0,1) sao,

respectivamente, os autovetores de \; e Ay. Logo, através da equagao (3.3), obtemos a
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solugao geral do sistema:

+ Ber?t

Uma vez que \; < 0, temos que lim ae™?t = 0, ou seja, todas as solucoes na forma
t—00

tendem a se aproximar cada vez mais do eixo das ordenadas, tendendo a (0,0) na medida
em que o tempo avanca. Da mesma forma pode-se concluir também que uma vez que

Aot

Ao > 0, temos que lim ae™?" = oo, ou seja, todas as solucoes na forma
t—00

Aot
(&
& 1

tendem a se afastar cada vez mais do eixo das abscissas, se afastando de (0,0) na medida
em que o tempo avanca. Desta forma, temos que o eixo das abscissas é chamado de linha

estavel, ja o eixo das ordenadas de linha instdvel.

A Figura 4.1 representa o retrato de fase para este sistema. Nela é possivel notar de
forma mais assertiva o comportamento do conjunto das solucoes do sistema. O ponto de
equilibrio para sistemas com esse comportamento (A; < 0 < A2) é chamado de ponto de

sela.

Figura 4.1: Retrato de fase de autovalores reais e distintos.

25

1 2 0 2 1

Fonte: do préprio autor.
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Outro exemplo um pouco mais complicado é considerar o sistema X' = AX, em que

1 3
1 —1|

De acordo com o que j& foi visto na secao 2, os autovalores de A sao 2 e —2 associados,

A:

respectivamente, aos autovetores (3,1) e (—1,1).

Portanto, existird uma linha instavel que contém as solugoes na forma

X1 (t) = ae® E] :

com tais solucoes se afastando da origem conforme o tempo avanca. Ja a linha estavel

contém as solugoes na forma

Xo(t) = e [_1] :

com tais solugoes tendendo para a origem conforme o tempo avanga. Pela equacao (3.3),

—2t -1
+ fBe [1]

para algum « e f3. E importante destacar que, se a # 0, a solucao geral do sistema

qualquer outra solugao ira assumir a forma

X(t) = ae*

podera ser aproximada para X;(t) com uma precisao cada vez maior conforme tempo

avanga (t — o0), uma vez que

-1 0
. IERT —9t .
thjlgng(t) —thj?oﬁe [ 1 ] B [0] ’

da mesma forma que, se [ # 0, a solucao geral do sistema poderd ser aproximada para
X3(t) com uma precisao cada vez maior na medida em que o tempo retrocede (t — —o0),

uma vez que
3 0
lim X, (¢) = lim ae® [ ] = [ ] .
t—o0 t—o0 1 0

Temos entao que no caso geral em que A possui autovalores com sinais distintos,
sempre teremos linhas estdveis e instaveis cujas solugoes tendem a se afastar ou a se
aproximar da origem. Todas as outras solugoes se aproximam da linha instavel quando

t — 00, e tendem para a linha estavel na medida que t — —oo.
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4.2 Segundo Caso: A\ < Ay <0

Vamos agora considerar o sistema X' = AX, em que

AN O
0 o’

porém Ay < Ay < 0, ou seja, ambos os autovalores sao negativos. De forma andloga ao

caso anterior temos que a solucao geral para tal sistema é:

Aot 0
+ fe [1]

Diferente do caso anterior, agora todas as solucoes tendem para a origem na medida

1

X(t) = aeMt
0 .

em que o tempo passa, ou seja, t — oo. Neste caso o ponto de equilibrio recebe o nome
de nd estdvel. E interessante entdo buscar compreender de qual forma essas solucoes se
aproximam da origem, para tal serd calculado a inclinagao dy/dx da solucao (5 # 0).

Temos entao que

entao,

@ _ dy/dt _ )\gﬁe/\zt _ )\266()‘27)‘1)25
dr dz/dt  MaeMt )\« ’

Como A1 — Ay < 0, conclui-se que a inclinacao se aproxima cada vez mais de oo
conforme o tempo avanca, dependendo dos sinais de a e 5. Isso faz com que as solugoes
se aproximem da origem tangenciando o eixo y. Outro ponto importante a ser destacado é
de que, como |A;| > |\a|, a solugao associada ao autovalor \; ird se aproximar muito mais
rapido da origem do que a solucao associada ao autovalor Ay, neste caso em particular
observa-se que a coordenada x tendem para 0 muito mais rapidamente que a coordenada
y. Portanto, A\; serd considerado o autovalor mais forte, enquanto Ay serd o mais fraco.

O retrato de fase para este sistema pode ser observado através da Figura 4.2.

4.3 Terceiro Caso: 0 < A\; < My

Este caso sera andlogo ao caso anterior, diferenciando apenas na parte em que como
agora os autovalores sao positivos as solucoes irao fluir no sentido contrario, fazendo com
que se afastem da origem na medida em que o tempo avanga. O retrato de fase para este

sistema pode ser observado através da Figura 4.3. Tem-se entao que, para este caso, o
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Figura 4.2: Retrato de fase de autovalores reais e negativos.
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Fonte: do proéprio autor.

ponto de equilibrio recebe o nome de ndé instdvel.

Figura 4.3: Retrato de fase de autovalores reais e positivos.
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Fonte: do préprio autor.

4.4 Awutovalores Complexos

Existe também a possibilidade de que os autovalores assumam valores complexos,
podemos entao dividir em dois casos particulares de acordo com a organizacao do retrato
de fase.

O primeiro caso consiste no sistema na forma

szlo ﬁ]X
—B8 0
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Desenvolvendo o polinomio caracteristico encontramos os autovalores +if3, seguindo

com o intuito de descobrir o autovetor associado ao autovalor A = i3 é necessério resolver

[__Z? —fﬁ] U i H

ou simplesmente iS5z = Py, encontrando o autovetor (1,%), e com isso a funcao

X(t) = e [1]

que é uma solucao complexa para o sistema.

Como estamos trabalhando com sistemas de equacgoes reais, nota-se a necessidade
para que a sua solucao também seja da mesma natureza. Para tal utilizamos a férmula

de Euler, tendo entao

et = cos(Bt) + isen(ft).

Substituindo na solucao encontrada anteriormente obtemos

X(t) = [1] _ ['cos(ﬁt) + i sen(St) ] _ [ cos(Bt) + isen(St) ] |

(cos(Bt) + isen(ft)) —sen(ft) + icos(ft)

i

Separando X (t) em parte real e imagindria, temos

| cos(Bt) ; sen(ft)
X(t) = [— sen(ﬁt)] * [cos(ﬁt)] 7

sendo possivel verificar que ambas as partes sao de fato solugoes do sistema. Logo, a

solugao geral do sistema fica:

X(t) = ¢ [ cos(ﬁt))] e [sen(ﬁt)] ’

—sen(pt cos(ft)

em que c; e ¢y sao constantes determinadas através dos problemas de valores iniciais.

E facil perceber que ambas as solugoes sdo fungoes periédicas com periodo 27/0.
Neste caso o sistema é chamado de centro e as suas solugoes podem ser representadas por
circunferéncias centradas na origem. A orientacao das solugoes serd no sentido horario
se B > 0 e no sentido anti-horario se § < 0. O retrato de fase deste sistema pode ser

visualizado através da Figura 4.4.
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Figura 4.4: Retrato de fase de centros com sentido horério.
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Fonte: do préprio autor.

J& o segundo caso sera para sistemas da forma X' = AX em que

A—| @
8 «a

e o, 8 # 0. Desenvolvendo o polinémio caracteristico encontramos os autovalores A =
a £, observando entdo que (1,7) é novamente um autovetor, agora associado a o + /3.

Logo, teremos uma solucao complexa na forma

1

X(t) — e(a+i,8)t
1

at it

desenvolvendo de forma analoga ao caso anterior,

[ cos(ft) + isen(St)

| —sen(ft) + i cos(St)

ot [ cos(ft) ot |sE0(5)
| —sen(f3t) e cos(ft)

X(t) = e

E possivel perceber que a solugao possui parte real e parte imaginaria, sendo possivel
mostrar que ambas as partes sao solugoes para o sistema. Desta forma, estabelecemos

que a solucao geral para tal sistema é

cos(5t) 4 eyie® sen(ft)

X(E) = cre” — sen(ft) cos(ft)
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Nota-se que se nao fosse o termo e* a solucao seria idéntica ao caso anterior, cir-
cunferéncias centradas na origem. O acréscimo deste termo faz com que a solucao se
transforme em espirais que se aproximam da origem se a@ < 0 (neste caso o ponto de
equilibrio é chamado de foco estdvel) e se afastam da origem se a > 0 (foco instével) na
medida em que o tempo avanca. O retrato de fase deste sistema pode ser visualizado

através da Figura 4.5.

Figura 4.5: Retrato de fase de focos instaveis.

]

Fonte: do préprio autor.

4.5 Autovalores Repetidos

Por fim, o ultimo caso restante é o de quando A possui autovalores reais e repetidos.

Considerando novamente o exemplo simples em que A assume a forma

A0
0 A

9

nota-se entao que qualquer vetor nao nulo serd um autovetor de A, uma vez que
AV = \V
para qualquer V € R2. Logo, as solucoes terao a forma
X(t) = aeMV.

Desta forma, é facil concluir que as solugoes irao tender até a origem quando A < 0,
e se afastar se A > 0. Desta forma, temos que o ponto recebe o nome de nd proprio. E

interessante perceber o que ocorre quando variamos um pouco a matriz A de tal forma
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que

A:

Al
0 A
Novamente ambos os autovalores serao iguais a A, porém agora sé sera possivel associar

com um tnico autovetor dado por V' = (1,0). Tendo entdo a solugao

)

Para encontrar outras solugoes primeiro é necessario perceber que o sistema pode ser

X, (t) = ae™

escrito como

r = Ar—+y
Yy = Ay

Desta forma, se y # 0, entao teremos que
y(t) = pe.
Logo, x’' pode ser escrito como
¥ = \x+ BeM.

Utilizando o método dos coeficientes a determinar, que pode ser aprofundado com

mais detalhes no livro de Hirsch, Smale e Devaney (1974), percebe-se que a solucdo terd

x|
+ e L] i

E importante destacar que, se A\ < 0 cada termo da solucao tende a zero na medida

a forma:

1

X(t) = ae™
(1) =ac |

em que o tempo avanca, e caso A > 0 temos que todas as solugoes tendem a se afastar da

origem conforme ¢ — oo.

4.6 Mudanca de Coordenadas

No decorrer desta secao trabalhamos apenas com as matrizes na forma

bl b
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que em geral sao matrizes mais simples de serem manipuladas e trabalhadas, denominadas

de matrizes canonicas.

Logo, o ponto a ser trabalhado nesta secao sera o de como sempre poderemos realizar
“mudancas de coordenadas* de tal forma que qualquer sistema linear X’ = AX passe a
ser representado por um novo sistema, que tera a sua matriz de coeficientes em uma das

formas canonicas destacadas acima.

Sabe-se que uma transformacdo linear no R? é a funcao T : R? — R? da forma

T

Y

ar + by
cr + dy

T

Agora sera mostrado que, dado o sistema X’ = AX, se Y () for a solugdo do sistema

Y' = (T7'AT)Y, entao X (t) = TY (t) é solugao de X’ = AX. De fato,

(TY()) = TY'(t)
= T(T'AT)Y(t)
= ATY(t)).

Podemos concluir entdo que a transformacao linear T converte solucoes de Y/’ =
(T7YAT)Y para solugoes de X' = AX. Por outro lado, a transformacao linear 7'
converte a solugao de X’ = AX para solugoes de Y’ = (T"'AT)Y.

Vale ressaltar que a matriz T' é invertivel se, e somente se, a sua determinante for nao

nula, ou seja, det(T') # 0. Desta forma, temos que

T - [a b
c d
1 d —b
T! = )
det(T) —C a]

Agora basta saber como encontrar a matriz 7' responsavel pela transformacao, acontece
que na maioria dos casos e excepcionalmente em todos encontrados neste trabalho a matriz

T serd construida de tal forma que os autovetores da matriz A constituem as suas colunas.

Por exemplo, seja o sistema X’ = AX de tal forma que

A:—107
1 =2

nota-se que a matriz A nao estd na forma canonica, vamos entao realizar a transformacao.

Calculando det(A — I\) e igualando o resultado a zero encontramos os autovalores

M = —1 e Ay = —2. Para encontrar o autovetor associado ao autovalor A\ = —1 é
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z| (0 0 z| |0
y 1 -1 |y 0’
Para encontrar o autovetor associado ao autovalor Ay = —2 é necessario resolver o

il ngtt

necessario resolver o sistema

—1+1 0
1 —24+1

chegando no autovetor Vi = (1,1).

sistema

—1+2 0
1 —2+2

chegando no autovetor V5 = (0, 1).

Desta forma, temos que

1
=Y.
11

uma vez que, conforme ja mencionado, as colunas de tal matriz sao formadas pelos auto-

vetores, calculando a sua inversa temos:

1|1 0 1 0
T '=-= = .

Agora basta calcular T AT

T'AT = T

Logo, T7'AT est4d na forma candnica, tem-se também que a solucao geral para o
sistema Y/ = (T"1AT)Y é
0
1 Y

uma vez que ¢ simples calcular que Y’ = (T7'AT)Y possui os autovalores \; = —1 e

1

+ Be 2
0 B

Y(t) =ae™’

Ay = —2 que estao relacionado, respectivamente, aos autovetores (1,0) e (0,1).
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Por fim, para encontrar a solugao geral do sistema X’ = AX basta calcular TY (¢):

10 |1 —2t
o - [l
1 n 56_% [(1)] _

1
E evidente que tal exemplo foi desenvolvido apenas para meios de ilustracao, uma vez

0
1

= ae!

que os autovalores e autovetores da matriz A ja haviam sido encontradas no inicio do

exemplo.

4.7 Plano Traco-Determinante

Seja a matriz

A:

a b
c d
relacionada ao sistema X’ = AX, e lembrando que a soma dos elementos de sua diagonal

principal é denominado trago de A, ou seja, T'= a + d. Temos também que D = ad — bc

é seu determinante. Assim sua equacao caracteristica pode ser escrita como:
N —TA+D=0.

Resolvendo a equacao do segundo grau acima, temos entao que

/\i:%<Ti (T)2—4D).

E importante notar que Ay +A_ =T e Ay A\_ = D, ou seja, a soma dos autovalores de
A sera o traco, enquanto o seu produto serd o determinante de A. Analisando a equacao

acima é simples perceber que os autovalores relacionados a A serao
1. Complexos com parte imagindria se T2 — 4D < 0;
2. Reais distintos se T? — 4D > 0;
3. Reais repetidos se T? — 4D = 0.

Podemos nos aprofundar um pouco mais e estabelecer a relacao entre os valores de
T e D com o comportamento das solucoes do sistema X’ = AX. Quando 72 — 4D < 0,

entao a parte real dos autovalores serd 1'/2, e a solu¢ao admitira a forma de um

1. Foco estavel se T' < 0;
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2. Foco instavel se T' > 0;
3. Centrose T' = 0.

Ja se T? —4D > 0, entao ambos os autovalores serdo reais, entdao o ponto de equilibrio

das solucoes sera um
1. Ponto de sela se D < 0;
2. Noestavel se D >0e T < 0;
3. N6 instavel se D > 0e T > 0.

Coletando todas as informacoes listadas é possivel construir o plano traco-
determinante. Este plano nos permitirda compreender o comportamento das solucoes de
determinado sistema apenas através da analise dos valores de T e D. Tal plano esta

representado pela Figura 4.6.

Figura 4.6: Plano Traco-Determinante.

Det

B

Fonte: do préprio autor.

4.8 Aplicacao: Romeu e Julieta

Strogratz (1988) propde um interessante modelo a fim de ilustrar as ideias propostas
neste capitulo, explorado e trabalhado também por Davalos e Hernandez (2014). Vamos
supor um casal, de forma mais especifica Romeu e Julieta, sera que tal casal se amara para
sempre independente de qualquer situagao? E possivel modelar esse problema e visualizar

a mudanca advinda de diferentes contextos? Para responder tais perguntas inicialmente
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vamos modelar a situagao da seguinte forma:

R(t) = amor/édio de Romeu por Julieta no tempo t

J(t) = amor/ddio de Julieta por Romeu no tempo t.

O sistema ficaria entao:

R = aR+bJ
J = cR+dJ,
mudando a notagao:
R _|a b| R
J| e al |J]’
ou ainda:
S’ = AS,
em que
R
S=|"ea=|" b].
c d

O objetivo é buscar compreender qual a relagao dos coeficientes da matriz A com
o futuro amoroso do casal. Tais relagoes serao representadas em um plano cartesiano,
representado pela Figura 4.7, em que valores positivos representam o amor e valores
negativos o 6dio, sendo possivel perceber o crescimento do amor/6dio com o passar do

tempo.

4.8.1 Primeiro Caso: Diagonal Principal Nula

O primeiro caso a ser considerado, serd quando a diagonal principal da matriz A for

nula. O sistema ficaria entao:

R = bJ
J = cR.

Isso faz com que os sentimentos de Romeu dependam tnica e exclusivamente dos de
Julieta, da mesma forma que os sentimentos de Julieta dependem unicamente dos de

Romeu.

Vamos subdividir esse primeiro caso em duas partes, uma em que o determinante
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Figura 4.7: Plano cartesiano Romeu-Julieta.

J

Amor

Odio Amor

Odio

Fonte: do préprio autor.

da matriz A seja positivo, e outra em que o determinante seja negativo. Sabe-se que o

determinante de A é dado por ad — be, tendo a = d = 0, entao det(A) = —bc.

Logo, para que o determinante seja menor que zero, temos que b > 0ec > 0 ou

b < 0ec<0, separemos entao esses dois casos.
Quando ambos os coeficientes forem positivos, poderemos ilustrar o retrato de fases

através da Figura 4.8. E possivel compreender que, com o passar do tempo, o casal se

Figura 4.8: Caso em que b > 0 e ¢ > 0.

4 2 0 2 4
X

Fonte: do préprio autor.
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odeia cada vez mais ou se ama cada vez mais. Pode ser classificado como casal com
emocoes intensas, seja para o amor quanto para o 6dio.
J& quando os coeficientes forem negativos, é possivel ilustrar o retrato de fases através

da Figura 4.9. Isso faz com que conforme Romeu intensifica o seu amor por Julieta, ela

Figura 4.9: Casoem que b<0e c<O0.

r

-“ 'b."\"\- - '-'_\__ I . ""__'_/ -~
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| k 11 VR I |l [ F
= of &7 i) [ |
| }
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5 ‘ i f 4 '\-\.\.\ \1 \
= J'Illl"' I/‘:z":# .-"d{l_.d"# __-""-.L Hﬁ \\“\i I

Fonte: do préprio autor.

por sua vez intensifica o Odio por Romeu, da mesma forma que a situacao com os papéis
trocados também é verdadeira. Podendo ser classificado como casal com sentimentos
opostos.

Agora quando a determinante for maior que zero, temos também separar em dois
casos, sendo entao b > 0ec<0oub <0 ec>0, separemos entao esses dois casos.

Quando b < 0 e ¢ > 0, o retrato de fase podera ser representado pela Figura 4.10.
Isso faz com que conforme maior for o amor que Romeu sente, maior sera o amor de
Julieta por Romeu, mas Romeu comegara a se afastar cada vez mais a partir do momento
que Julieta estiver no apice do seu amor, fazendo com que o édio de Julieta comece a
aumentar, e quando estiver no apice do seu 6dio, Romeu volta a ama-la. Podendo ser
classificado como casal inconstante.

Ja quando b > 0 e ¢ < 0, o retrato de fases podera ser representado pera Figura 4.11.
E possivel entao perceber que, conforme maior for o amor que Romeu sente, maior sera
a vontade de Julieta sair de perto de Romeu, por outro lado, na medida que o 6dio de
Romeu aumenta, o amor de Julieta também aumenta. Podendo ser classificado como
casal inconstante.

Utilizando os mecanismos estudados, é facil perceber que b e ¢ estao diretamente

relacionados com os autovalores, que por sua vez, estao relacionados com a parametrizacao
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Figura 4.10: Caso em que b < 0 e ¢ > 0.

Fonte: do préprio autor.

Figura 4.11: Caso em que b > 0 e ¢ < 0.

Fonte: do préprio autor.

da curva. De tal forma que conforme maior for o médulo das constantes, maior sera

amplitude das elipses que constituem o retrato de fase.

Relacionando com o contexto amoroso, temos que a influéncia de maiores ou meno-
res intensidades em determinadas constantes refletem no ponto de pico dos sentimentos

(6dio/amor).
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4.8.2 Segundo Caso: Diagonal Secundaria Nula

O segundo caso a ser considerado, sera quando a diagonal secundaria da matriz A for

nula. O sistema ficaria entao:

R = aR
J = dJ.

Isso faz com que os sentimentos de Romeu e de Julieta dependam exclusivamente deles
mesmos.

Vamos subdividir esse segundo caso em duas partes, uma em que o traco da matriz A
seja positivo, e outra em que o traco seja negativo.

O primeiro caso, em que o trago é positivo, acontece quando a,d > 0 ou ad < 0
mas o valor positivo é maior que o negativo em modulo. Para quando a,d > 0 teremos
nitidamente um caso em que o ponto de equilibrio é um né instavel, conforme sugere a

Figura 4.12. Nesse caso, percebe-se que o ponto crucial estd nos primeiros instantes, o

Figura 4.12: Caso em que a,d > 0.

4|

[+

M

..._
P
=
P
o

Fonte: do préprio autor.

sentimento que cada um gera pelo outro tende a se intensificar cada vez mais e nunca vai
mudar. Amor/Odio a primeira vista.

J& para quando ad < 0, podemos ter a > 0ed < 0oua < 0ed > 0. Pelos estudos
nesta secao, é possivel estabelecer que ambas as relacoes fazem do ponto de equilibrio um
ponto de sela. Fazendo com que conforme um intensifique cada vez mais o seu sentimento
(6dio ou amor), o outro fica cada vez mais indiferente, podendo classificar como casal

unilateral.



4.8. Aplicacao: Romeu e Julieta 57

Ja para o trago ser negativo teremos também dois casos, quando a,d < 0 ou ad < 0
mas o valor positivo é menor que o negativo em moédulo. O caso em que ad < 0 ja foi
discutido no paragrafo acima e possui a mesma interpretacao.

Agora quando a,d < 0 teremos nitidamente um caso em que o ponto de equilibrio é

um né estavel, conforme sugere a Figura 4.13. Nesse caso, percebe-se o sentimento que

Figura 4.13: Caso em que a,d < 0.
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Fonte: do préprio autor.

cada um possui pelo outro tende a perder cada vez mais a intensidade, acarretando em

uma indiferenca mitua. Podendo ser classificado como casal indiferente.
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Capitulo 5
Sistemas Planares nao lineares

Neste capitulo daremos uma breve indroducao sobre pontos de equilibrios e linea-
rizacao, e apresentaremos uma aplicacao utilizando um modelo de crescimento populaci-

onal.

5.1 Ponto de Equilibrio e Linearizacao

Sabe-se que o comportamento dos retratos de fase sao determinados pelos pontos
de equilibrio, destacado inimeras vezes por Strogatz (1988), definidos justamente como
sendo as coordenadas cuja solucao da equagao diferencial é uma constante, ou seja, se
a for um ponto de equilibrio e z(t) a solu¢ao de determinada equagao diferencial, entao
2'(a) = f(a) =0, ou seja, o valor cuja aplicagdo em f resulta em zero.

Seja z* um ponto de equilibrio, e tomando como n(t) = z(¢) — * uma pequena
perturbagao de z*. Com o intuito de compreender se a perturbagao cresce ou diminui,

derivamos a equacao n.

d
n = %(x—x*) =/,

uma vez que x* é constante. Logo, ' = ' = f(z) = f(z* +n). Utilizando a expansao de

Taylor, obtemos:

fl@*+n) = f(@") +nf'(z") + O(n?),

em que O(n?) representa as pequenas parcelas quadréticas de n. Sabendo que f(z*) =0

por x* ser justamente um ponto de equilibrio, entao:

n' =nf'(z*) + O(n?).
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Considerando que f’(z*) # 0 e que O(n?) representa valores extremamente pequenos,

entao:
n' ~nf'(x*).

Esta equagao linear em n é chamada de linearizacao em relagao a x* e através dela é
possivel perceber que a perturbagao n(t) cresce exponencialmente se f'(z*) > 0 e decresce
quando f'(x*) < 0.

5.2 Linearizacao em Sistemas Planares

Considere os sistemas na forma:

' = f(l',y)

/

y = glx,y)

e supondo que (z*,y*) seja um ponto equilibrio, ou seja,
fa",y") =0, g(z",y") = 0.

Seja também

* *

Uu=r—x, v=Yy—y

as componentes responsaveis por uma pequena perturbacao sobre o ponto de equilibrio.
De forma andloga ao desenvolvimento realizado em apenas uma dimensao, sera analisado
se a perturbacao cresce ou decresce, e para isso, sera necessario derivar a equagao em u e

V.

Sendo z* constante, temos que:

u=(x—2x) = 2
= [flx,y)
= flz*+a—2"y" +y—1vy")
= f@"+u,y +v).

Realizando a expansao de Taylor, temos:

I __ * ok a-f 8f 2 2
u = f(z*,y >+u8x+vﬁy+0(u U7, U,

2

uma vez que (z*,y*) é um ponto de equilibrio, e que O(u? v? uv) representa termos
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quadraticos em u e v, que sao extremamente pequenos, pode-se reduzir a equagao para:

of of
0 _ |0z Oy | (¥
v @ @ vl|’
or Oy

of of
_|ox 0O
A= 109 09
or Oy

¢ a matriz Jacobiana. E importante destacar as representacoes de derivadas parciais sao

na verdade pontos, uma vez que todas as derivadas estao aplicadas no ponto de equilibrio
(x*, y*).

5.3 Modelo Lokta-Volterra

Alfred James Lokta e Vito Volterra desenvolveram, de forma independente, o modelo
que atualmente é denominado como modelo Presa-Predador, ou modelo Lokta-Volterra,
muito utilizado para descrever a dinamica de competicao entre espécies.

Competicao entre espécies pode ser definida como uma relacao desarmonica entre
individuos, seja de mesma espécie ou de espécie diferente, em que necessitam de um
mesmo recurso ambiental limitado. Acontece que tal processo competitivo acaba por

regular a densidade populacional, ou até mesmo extinguir uma das espécies.

5.4 Aplicacao: Competicao entre ovelhas e coelhos

Com o intuito de exemplificar o estudo de sistemas planares, vamos estudar uma
aplicacao envolvendo uma aplicacao do modelo de competicao Lokta-Volterra entre duas
espécies, sugerido também por Strogatz (1988), sendo elas o coelho e a ovelha. Conside-
rando que ambas as espécies estejam competindo pelo mesmo alimento, que é limitado.

E interessante considerar dois pontos iniciais:
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1. Cada espécie cresceria até sua ‘capacidade maxima’ na auséncia da outra. Isso
pode ser modelado assumindo o crescimento logistico para cada espécie. Os coelhos

possuem uma capacidade extremamente alta de reproducao;

2. Algumas vezes o coelho consegue comer, mas geralmente a ovelha empurra o coelho
para o lado para se alimentar. Considerando que esses conflitos ocorram a uma taxa
proporcional ao tamanho de cada populagao. Além disso, supoe-se que os conflitos
reduzem a taxa de crescimento de cada espécie, mas o efeito é mais severo para os

coelhos.

Um possivel modelo que respeita tais condigoes é:

= z(3—1x—2y)
y = y2-z-y)
em que
z(t) = populacdo de coelhos,
y(t) = populacao de ovelhas
ex,y > 0.

Inicialmente vé-se a importancia em encontrar os pontos de equilibrio do sistema. Para
isto, basta resolver ' = 0 e ¢y = 0 simultaneamente.

Para 2’ = 0 temos que x = 0 ou 3 — x — 2y = 0, ja para y' = 0 temos que y = 0 ou
2 —x —y = 0. Obtendo os quatro pontos fixos: (0,0), (0,2), (3,0),e (1,1). Com o intuito

de analisar o comportamento, calculamos a matriz Jacobiana:

of of

or Ou 3—2x -2y —2x
A= vyl =

@ @ [ -y 2—x—2y

or 0Oy

E necessario compreender entao, o comportamento em torno dos quatro pontos fixos.

A:SO,
0 2

temos entao que os autovalores associados a tal matriz admitem os valores de A\; = 3

Para (0,0), temos que

e Ay = 2, sendo entao um noé instavel, uma vez que as solugoes tendem a se afastar do
ponto de equilibrio. Sendo assim, as trajetdrias saem da origem tangenciando o autovetor
v = (0,1), associado ao autovalor Ay = 2. E possivel observar o comportamento ao redor

de tal ponto de equilibrio através da Figura 5.1.
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Figura 5.1: Retrato de fase préximo ao ponto fixo (0,0).

00!

Fonte: do préprio autor.

Ja para o ponto fixo (0,2), temos que

-1 0
-2 2|’
tendo entao Ay = —1 e Ay = —2 como autovalores associados a matriz, portanto, temos

um no estavel, uma vez que as solucoes tendem a se aproximar do ponto de equilibrio na
diregao do autovetor (1,—2), associado ao autovalor —1. E possivel observar o compor-

tamento ao redor de tal ponto de equilibrio através da Figura 5.2.

Figura 5.2: Retrato de fase préximo ao ponto fixo (0,2).
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Fonte: do préprio autor.

Agora em relac¢do ao ponto fixo (3,0), temos que

-3 —6
A= ,
0 -1
sendo Ay = —3 e Ay = —1 seus autovalores, constituindo um né estavel. As trajetorias se

aproximam em diregdo do autovetor v = (3, —1), conforme ilustra a Figura 5.3.
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Figura 5.3: Retrato de fase préximo ao ponto fixo (3,0).
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Fonte: do préprio autor.

Por fim, em relagao ao ponto fixo (1,1), temos que

-1 -2
A= ,
-1 -1
sendo \y = —1 + V2 e Ay = —1 — /2 seus autovalores, constituindo um ponto de sela,

sendo possivel observar o comportamento através da Figura 5.4.

Figura 5.4: Retrato de fase préximo ao ponto fixo (1,1).

0.8/

0.6 |

Fonte: do préprio autor.

Combinando as Figuras 5.1-5.4, é possivel determinar a Figura 5.5, em que
compreende-se o comportamento completo das solugoes do modelo inicial.

E possivel entao perceber que o retrato de fase nos traz uma interessante interpretacao
biolégica, mostrando que uma espécie pode acarretar na extincao da outra. Trajetdrias
se iniciando abaixo do ponto de sela ocasionam em uma eventual extin¢ao das ovelhas,
enquanto que as trajetérias iniciando acima do ponto de sela ocasionam em uma eventual
extincao dos coelhos.

Esta relacao de extingao também ocorre em outros modelos de competicao, levando os



5.4. Aplicacao: Competicao entre ovelhas e coelhos 65

Figura 5.5: Retrato de fase para 2’ = z(3—xz —2y) ey = y(2 —z — y).
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Fonte: do préprio autor.

bidlogos a formularem o principio da exclusao competitiva, afirmando que nao é possivel
coexistir duas espécies competindo pelos mesmos recursos, considerando tais recursos

limitados.
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Capitulo 6
Consideracoes Finais

Ao término dos estudos e da finalizacao deste trabalho, pode-se perceber a importancia
dos topicos estudados na compreensao da realidade e do mundo que fazemos parte. Foi
possivel também consolidar e aprimorar os meus préprios conhecimentos, tendo assim um
crescimento pessoal em multiplos sentidos.

Desde o comeco da graduagao, sempre houve um interesse em desenvolver algum es-
tudo mais aprofundado, buscando compreender diferentes comportamentos da natureza.
Através deste trabalho, foi possivel desenvolver trés aplicacoes, sendo duas com o enfoque
maior na compreensao de diferentes fenomenos “naturais®, a propagacao de uma doenca
e a relacao competitiva entre diferentes espécies.

Foi possivel nao apenas aprimorar os meus conhecimentos matematicos, mas também
no uso de softwares como o préprio LaTeX e o Mathematica, assim como no estudo critico
e na acao de pesquisar, pesquisar matematica.

Concluindo este trabalho, percebo a necessidade em continuar pesquisando, explo-
rando e estabelecendo relagoes com a prépria matematica. Imagino também o impacto
social deste trabalho, pois através dele pode-se observar nao apenas o avanco do COVID-
19 especificamente na cidade de Sorocaba no estado de Sao Paulo, podendo assim ver
como ocorreu a evolucao do virus na cidade, mas também reconhecer e compreender o
comportamento de diferentes espécies em determinados contextos.

Acredito que os objetivos deste trabalho foram totalmente alcancados, visto que ao
término dos estudos foi possivel adquirir nao somente os conhecimentos matematicos, mas

também a compreensao de diferentes relagoes que compoe o mundo em que vivemos.
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