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RESUMO

Existem diversos métodos de ajuste linear ou de curvas na matematica. Neste trabalho,
estuda-se a técnica denominada método dos minimos quadrados (MMQ), no caso discreto e
no caso continuo. Essa metodologia parte do principio que, dados pontos experimentais e
plotando-os no plano cartesiano, pretende-se ajustar uma fungédo a estes pontos. A partir de
dados provindos da literatura, elaboram-se modelos gerados via método dos minimos
quadrados. Para se determinar a confiabilidade destes modelos, utiliza-se o coeficiente de

correlagéo de Pearson.

Palavras chaves: regressao linear, ajuste de curvas, coeficiente de correlagdo de Pearson.
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1 INTRODUCAO

Nos primeiros feitos e resultados importantes da Astronomia obtidas na Grécia Antiga,
observava-se que em diferentes momentos e diferentes lugares 0 mesmo resultado variava
consideravelmente. Isto foi observado por Hiparco (c. 180-125 a.C) que mediu o brilho e a
posicdo das estrelas a olho nu, Erastotenes (c. 276-194 a.C) que mediu pela primeira vez o
raio da Terra e Aristarco (c. 310-230 a.C) que mediu as distancias relativas do Sol e da Lua
(Nunes, 1997). Como se sabe a preocupacdo, para esses astrondmos, estava em como se
determinar essas grandezas, e ndo em medidas precisas.

Tycho Brahe (1546-1601) teve um grande desenvolvimento na era pré-telescopica: em
seus registros constam de dados obtidos com uma variacdo esta descrita pela média ou
mediana dos dados. Em meados do Século XVIII surge o Método dos Minimos Quadrados
através dos estudo de parametros de Orbitas de cometas, desenvolvida inicialmente por
Legendre (1805) e anos mais tarde por Gauss (1809)

Segundo Nunes (apud Plackett, 1972) com publicacbes em datas tdo proximas, estes
dois matematicos, vieram a envolver-se em uma polémica sobre a autoria da descoberta.
Embora que Légendre tenha divulgado primeiro os seus resultados, sabe-se que Gauss 0S
tinha obtido muito antes, em 1794-1795, pelo que hoje se atribui a este Gltimo a prioridade da
criacdo do método.

Apds um século Pearson e Fischer desenvolveram e sistematizaram de uma forma
elegante as ferramentas da Estatistica ja conhecidas anteriormente. A grande contribuicdo de
Pearson foi o coeficiente de correlacdo de Pearson.

Neste trabalho utilizou-se 0 Método dos Minimos Quadrados (MMQ). No Capitulo 1
traz-se a teoria matematica para o caso discreto e continuo. Ainda neste capitulo, obteve-se o
coeficiente de correlacdo de Pearson.

O Capitulo 2 sdo tratadas as aplica¢cfes do MMQ no caso discreto e continuo, estas
encontradas nas referéncias bibliograficas. Para o caso discreto apresentam-se duas
aplicagbes, uma na econometria e outra na musica. Para 0 caso continuo, expfe-se um
exemplo de uma funcdo exponencial, um caso aplicado de interesse para a &rea de

matematica.



Pode-se utilizar o ( MMQ ) no Ensino Médio onde dois fenbmenos podem ser
correlacionados. Para tal utiliza-se tabelas de medidas relativas a estes fenébmenos. Deve-se

auxiliar o aluno nos céalculos de somatdrios e aplicando-as nas devidas formulas.



1 - TEORIA MATEMATICA

Neste primeiro capitulo trataremos do ajuste de pontos seja ele através de uma fungéo,
este estudo chama-se Método dos Minimos Quadrados (MMQ), seré estudado o caso discreto
e continuo. Também serd estudado o desvio padrdo de dados brutos e em seguida o erro

padrdo de estimativa e o coeficiente de correlacdo de Pearson.

1.1. Método dos Minimos Quadrados — Caso Discreto

Dados os pontos (Xi Y, ) i=0,1,2,...,n, pretende-se encontrar uma funcao da forma:
f(X)=> a,f(X), n=2m+1 (1)
j=0

sendo f; fungOes continuas e a; coeficientes reais , tal que a fungéo f , escolhida a priori,
minimize o funcional:

n

M (8, - .a,)= D (Y, F(X,)) )

i=0

A distancia entre Y, e f (X;) poderé ser chamado de residuo ou erro, como se vé na Figura
1, um ajuste padrdo para o caso discreto.

Figura 1. Representacdo de ponto (Xi VY, ) e da funcdo de ajuste com o respectivo residuo.



Assim tém-se pontos conhecidos, (X;,Y; ), i=0,1,2,...,n, e pretende-se aproxima-los

por uma combinacdo de fungdes quaisquer, por exemplo: lineares, exponenciais, periddicas,
etc.
Para que o funcional M seja minimo, faz-se:

M

=0, j=0,1,2,...m
oa J 3)

j
Na Equacdo (2) aplica-se a derivada parcial com relagdo a a;, j=0,1,2,...,m, e obtém-se:

M_ 2 Sy £(x,)p

aa 8aJ -

Aplicando as regras de derivacdo, obtém-se:
oM
8—=—22[Y - f (X )]—f(X )
aj i=0
Substituindo a Equacéo (1) na expresséo acima, tem-se:
—=—ZZ[Y f(X; )] Zakf (X;).
i=0 a; koo

Assim

oM n ¢ 08,
a—aj:—ZiZ_O:[Yi— f(Xi)]kZ:c; fk(xi)a_aj (4)

Como 6, = 2%, sendo ¢,; o delta de Kronecker, o qual € definido por:
j

0, se k= ]
K~ (5)

1 sek=]
Com isto, a partir da Equacédo (4), obtém-se:

oM 3
=22 = FOOTE (X))
a; i=0
Considerando a Equacdo (3) e substituindo a Equacdo (1) na expressdo acima, tem-se .

0_—22[Y Za f (X)1f,(X;), com j=0,1,2,... (6)

=0

Aplicando lei do cancelamento do produto, o0 ponto de minimo do funcional M, em relagéo a

a;, ¢ descrito como:

O:_iYi fi(xi)—i_iiak fk(xi) fj(xi)

i=0 k=0



Dai, tem-se:

ZZakf (X)) f;(X;) = Z f;(X;)

i=0 k=0

Paracada j=0,1,2,...,m, obtém-se o sistema.

M-

iaf(X)f(X) ZYf(X)

i=0 k

I
S o

Zm:a LG £,06) = DY (X)) W

>

Zm:ak fi (X)) £, (X5) =Zn:Yi f (X))

i=0 k=0
No sistema de equacdes (7), tomando-se o lado esquerdo da equagdo com j=s, fixo,

s=0,1,...,m, tem-se o seguinte desenvolvimento:

373 3, f () £.06) =D (8 Fo(X) £,06) 4, £ (X) £,(X)
Obtendo assim o seguinte:
ZZakf(X)f(X) aOZf(X)f(X)+ +a Zf(X)f(X) (8)

i=0 k=0

Substituindo a Equacéo (8) no sistema de equacdes (7), tem-se:

ao_zn: fo(Xi)fo(Xi)+___+amZn: fm(Xi)fO(Xi) :Zn:Yi fo(Xi)

8D (X)) ot 8, 3 £ (X) (X)) = 2V £,(X,)

80D 1o (X)) Fa(X) ot 8, 3 Fa(X) T () = 2V £ (X))

Como séo dados os pontos (X,Y,), i=0,1,2,..,n, e as funcdes continuas, f,,
1=0,1,2,....,m, motivado pelo problema fenémeno estudado, deve-se determinar 0s

coeficientes reais a; . O sistema acima pode ser escrito na forma matricial como segue:



> A HG) e D (XD f(X) SR (X,)

i=0 i=0 a i=0

Z fo (XD (X)) .. Z fo (Xi) £,.(X5) la | ZYi f.(X) )
n n a:m n '

N ACHINCOIND RACHIXCH > ¥ifa(X)

1.2. Método dos Minimos Quadrados — Caso Continuo

Sejam os intervalos X =[a,b], Y =[«,] e 0 conjunto, Q[X,Y], das funcdes
continuas f: X —Y, munido das opera¢cbes multiplicacdo e adicdo de fungdes. Logo,

Q[X ,Y] é em espaco vetorial com produto interno, definido por:
b
(F(X),9(X))=[ f(X)g(X)dX (10)

v f,9eQ[X,Y]. Anorma é definida por||f||2 =(f, )"

Problema: “Dada, f eQ[X ,Y], pretende-se encontrar um polinémio:

p(X):Zn:aiXi, n>0 (11)

que minimize:
M (8,---,a,) = [ (F (X) = p(x))2dx” (12)

Desta forma, para que M seja um extremo, tem-se:

oM .
-0, j=012.n.
oy j (13)

]

Para j=0,1,2...n, calcula-se:

oM o ° 0 2
a_a_aj![f(X)—p(X)]ZdX—ia—aj[f(X)—|O(><)] dX

]

Para facilitar a notagdo, omite-se a variavel X das respectivas fun¢des. Como a fungéo

f independe dos coeficientes aj, i=0,...,n, pela regra da cadeia, obtém-se:

oM " op
—==2|(f - p)—dX,
-~ j (-9, (14)

]

Considerando a Equagéo (11), faz-se:



®_0fyax] o Py
da, oa;| %" da, = 0Oa
Utilizando a Equagéo (5), delta de Kronecker, a expresséo acima fica escrita como:

P~k 08 op -
— =)y X"—=* = —=X'j=012.n
oo, 2" o oa, =X (15)
Substituindo a Equacéo (15) em (14) teremos:
oM b _ b _ b _
— _ ] — _ J J
. zi(f p)X JdX = 2! fX 1dX +2£ pX JdX (16)
b .
Trabalhando apenas com, I pX'dX , tem-se :
b _ b/ n _
[ pxidx :I(Zakxkjwdx
a a \ k=0
Assim:
b ) n b )
j pX JdX :Zaijkx idX , j=0,1,2..n
a i=0  a
Substituindo a expressdo (15) na Equacdo (16), tem-se.
(17)

aM b . n b .
= ==2[ £ XJdX +2) a [X*XIdX , j=0,12..n
i A k=0

oa i

a

b
Chamando A, :IXk XJldX, j=0,1 2, .., n, e substituindo na Equacdo (17) a Equacio

(13), obtém-se:
b _ n b

0=-2[ f XJdX +2) a [A,,
a k=0 3

do qual se pode chegar a seguinte expressao:

b n
[fxIdx =>"aA,.
a k=0

Como j=0,1, 2, ..., n, as equagdes acima podem ser descritas através do seguinte sistema:

n b
Y aA, =[ X dX
k=0 a

n b
> aA, =[ iX"dx
k=0 a



ou na forma matricial, como segue:

b
jfxodx
'Abo Aqo a, a
S N (18)
a b
AOn Am n J‘fxndx
b o b " Xk+j+l b )
sendoAkJ:jxx'o|X=jx+'o|x=k+j+1 k,j=0,12...n

1.3. Coeficiente de Correlacdo de Pearson

Desenvolve-se abaixo a teoria estatistica para obtengdo do coeficiente de correlagao de

Pearson, Este coeficiente mede o grau de correlacdo linear entre duas variaveis quantitativas.

1.3.1. DEsvio PADRAO DE DADOS ABSOLUTOS

Seja o conjunto X ={x,,...,x,}. Por definicdo tem-se que a média aritmética destes

pontos sera dada por:
1S
i=1

O desvio padrdo, que € a média quadratica dos afastamentos em relacdo a média

aritmética dos elementos de X , € dado por:

s, =«/%i(xi - (20)

Utilizando as propriedades do somatdrio, obtém-se a seguinte expressao:

_Zn:(xi—f)z =Zn:xf—%[zn:xiJ (21)

Com isso, escreve-se 0 desvio-padréo de uma conjunto, na forma:

18, 1(& Y
SX:\/E;xi ‘H(H ] 22)

1.3.2. ERRO PADRAO DE ESTIMATIVA

A simbologia utilizada nesta se¢éo é independente dos tdpicos anteriores.



Sejam X ={x,...x}, Y={y,...V.} e XxY={(x,y):xeXeyecY} Para

verificar o quanto uma linha reta representa a relacdo entre duas varidveis, utiliza-se a

equacdo da reta de regressdo de minimos quadrados. Uma estimativa para esta reta é:

Y =a,+aX,com x <X <x, X,x €X (23)
X =b,+bY,com y, <Y<y, y,y €Y (24)
X Y 4
(P d)e ¥z X (xl_’yl_)e/?xf

Xi

xi=Xi

& > é "

7

y=Yi Y =X X

Figura 2. Representag&o das estimativas relativas as equacdes (23) 4 direita e (24) 4 esquerda.

Analogamente como feito para o desvio padrao, faz-se:

1 = x N

S, = /E;(Xi —X)? : Erro padrao de estimativa de X para Y
13 _ x N

Sy = /E%:(Y‘ —¥)? : Erro padréo da estimativa Y para X

sendo X e y as médias aritméticas, respectivamente, dos elementos dos conjuntos X e Y .

A variagdo total de Y é dada por: » (¥ -y;)*. Considerando ¥ -y, =(¥-Y;)+(Y,—V;). logo

i=1

(F=y) =0T =Y +2( Y)Y %)+ (% = %)] (25)



retadeestimativa

e
.
J

><
[l
=
< W

Figura 3. Representago variago total da Equagéo (25) representada no plano cartesiano.

Dai, a variacao total de Y tem a seguinte forma:

n n

2(V-v) = 2(y-Y) +ZY Y;) +22y “Y)(Y-%) (26)

i=1 =1

Analisando a Ultima parcela da equagéo acima e substituindo Y, =a, +a X; obtém-se:

Z(y Y)Y, —y;) = yZY yi)— (ZY y.j ai_Zn]Xi(Yi—yi) (27)

Pela regressdo linear tem-se a soma dos quadrados:

S=i(Yi -y = S=i(aO +a, X -y’

e dai faz-se:
d—S—O = 2 Z(Y y)=0 = Z(Y y)=0
dao aO 1 TO—/::L 1
aﬂ¢
Faz-se ainda:
OI—S—o = 2 ZX(Y y)=0 = Z(Y y)=0
d31 a1 1 %/—/_l I

28, #0

Substituindo as Equagdes acima em (27) obtém-se:

n

Z(V—Yi)(Yi —Yi ) =0

i=1

Portando, a variacao total é expressa como segue:



Zn:(y_yi ) ZZ(V_Yi)Z +Z::(Yi_yi)2 (28)

i=1 i=1

sendo Z()‘/—Yi )2 a variagéo explicada e Z(Yi —y,)? avariacdo ndo explicada.

i=1 i=1

1.3.3. COEFICIENTE DE DETERMINACAO

O coeficiente de determinacéo, r?, é dado pela seguinte razio

5 2
2 variacdo explicada ;(y )

variacio total n 2 (29)
¢ Z _—Yi)

Nomeando cada fator onde cada uma tem o seu significado

AeY, = Z y Y que é o erro de Y, denotado AeY,

n n n 2
Analogamente a0 que se fez na Equagdo (21) D (x, —X)* =D X’ —E(Z X, j
=] =] n

(21tem-se:

Zn)y ;) iyz—l[Zy.j (30)

Pela equacdo (28)

Z(y—yi)z =Z(7_Yi)2+Z(Yi _yi)z DZ(V_Yi)Z =Z(7_Vi)2_Z(Yi _yi)2

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Dividindo nos dois lados da igualdade por Z(V— Y, )2 na equacdo acima, tem-se
i=1

Substituindo a Equacao (29) e (30) na igualdade acima obtém-se

S2 S’ S
Assim I —1—82:> Y- =1-r? .-
y y y

1-r°

10



Utilizando o desenvolvimento do Apéndice A, obtém-se o coeficiente de correlagédo

de Pearson:

o,

i=1

RN

r= =
xSy J[n(ixif—ixﬂ-[n(iyf—iyf}

i=1

onde tem-se o intervalo —1<r <1. Portanto pode-se avaliar a correlacdo entre os dados de

duas varidveis qualitativamente, como se descreve a seguir:

0,0<r<0,3 Correlagéo Linear Fraca
0,3<r<0,6 Correlagéo Linear Moderada
0,6<r<0,9 Correlagao Linear Forte
0,9<r<10 Correcdo Linear Muito Forte

e
-1,0<r<-0,9 | Correlagdo Linear Muito Forte Negativa
—0,9<r<-0,6 | Correlacdo Linear Forte Negativa
—0,6<r<-0,3 | Correlagdo Linear Moderada Negativa
—0,3<r<0,0 | Correlagdo Fraca Negativa

11



2 - APLICACOES DO METODO DOS MINIMOS QUADRADOS

Neste capitulo reserva-se a aplicagdes dos estudos do capitulo 1. Na primeira

aplicacdo tem-se uma regressdo com ajuste linear, ja na segunda aplicacdo tem-se o ajuste

exponencial. E por fim a aplicacdo 3, um caso continuo.

2.1. APLICACAO 1: ENERGIA ELETRICA - DEMANDA VERSUS

TARIFA MEDIA

Na Tabela 1 dispdem-se os dados relativos as varidveis: indice da quantidade
demandada, Q, (fonte: IBGE (1987) (1981-84) e BACEN (1990)), e indice da tarifa real

média, T, (fonte: Eletrobras-Centrais Elétricas Brasileiras S.A). Para verificar se existe

relagdo entre as referidas variaveis, utiliza-se o0 método dos minimos quadrados .

Tabela 1. Dados relativos ao indice da quantidade demandada e indice da tarifa real média, sendo n=10.

i Ano Q T

0 1981 69 143
1 1982 76 134
2 1983 81 117
3 1984 90 111
4 1985 94 109
5 1986 100 100
6 1987 103 137
7 1988 108 122
8 1989 113 85
9 1990 115 90

A partir da Equacéo (9) considera-se m=1, tem-se a funcdo estimativa:

Q=2 (Q)+a 1.(Q)

Tomando-se f sendo uma fungao linear, tem-se f;(Q)=1e f,(Q)=Q. Dai:

f(Q)=2,+2Q

Logo, a Equacgéo (9) fica escrita como:
Z f02 (Q,) Z f1 (Qu) fo (Q|)

>H@LQ) X @)

.{a

0

&

}_

iTi f1 (Q.)

ZTi fo (Q.)

(32)
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Na Tabela 2, tem-se os célculos necessarios para se resolver o sistema acima, nas

incdgnitas ag e as.

Tabela 2. Calculos para ajuste linear, considerando a variavel independente, Q, e a variavel independente, T,

tomando f,(Q)=1¢€ f,(Q)=Q.

Ano Q T f (Qi ) f; (Qi ) fo (Qi ) f; (Qi ) f02 (Qi ) f12 (Qi ) Tifo (Qi ) Tify (Qi )
0 69 143 1 69 69 1 4761 143 9867
1 76 134 1 76 76 1 5776 134 10184
2 81 117 1 81 81 1 6561 117 9477
3 90 111 1 90 90 1 8100 111 9990
4 94 109 1 94 94 1 8836 109 10246
5 100 100 1 100 100 1 10000 100 10000
6 103 137 1 103 103 1 10609 137 14111
7 108 122 1 108 108 1 11664 122 13176
8 113 85 1 113 113 1 12769 85 9605
9 115 90 1 115 115 1 13225 90 10350

949 1148 10 949 949 10 92301 1148 107006

Na Equacdo (32) substituimos os valores da Tabela 2:

{10,0

949,0
949,0 923010

i

Ny

Resolvendo o sistema acima, obtém-se: ap = 196,92 e a, =—0,86 .

1148,0

107006, O}

O grafico de dispersdo, juntamente com a linha de tendéncia linear é mostrado na

Figura 4.

Tabela 3. Calculos para o coeficiente de correlagdo de Pearson.

Ano Q T £2(Q) Tz Tf(Q)
0 69 143 4761 20449 9867
1 76 134 5776 17956 10184
2 81 117 6561 13689 9477
3 90 111 8100 12321 9990
4 94 109 8836 11881 10246
5 100 100 10000 10000 10000
6 103 137 10609 18769 14111
7 108 122 11664 14884 13176
8 113 85 12769 7225 9605
9 115 90 13225 8100 10350

949 1148 92301 135274 107006

13



Energia Elétrica — Demanda (Q) x Tarifa Média (T)
150 1 I 1 I 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | I 1 1 1 | 1 1 1 1 |

140 -
130

120 ]

110

*  Tabela (1)
= Ajuste linear

100

90__ . L

L e T T T T e e e e
70 80 90 100 110 120
Q

Figura 4. Representacdo do grafico de disperséo e da linha de tendéncia linear, cuja equacao € dada por:

f(Q)=T =-0,86Q+196,92

Faz-se o célculo do coeficiente de correlacdo de Pearson, utilizando a Equacéo (31) e

os dados da Tabela 3, assim:
10(107006)—949(1148)

" \/[10(92301) ~(949)" |-| 100235274 - (1148) |

=-0,69

Como r =-0,69 tem-se que os dados das varidveis T e Q tem ajuste negativo forte.

Com isto, o modelo linear descreve o comportamento aproximado da tarifa média, T, em

funcdo da demanda, Q.
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2.2. Aplicacdo 2: Notas do Teclado de um Piano versus Frequéncia

A Tabela 4 representa as frequéncias das teclas de um piano em relacdo a escala média,

referente a teclas 25 a 37 numeradas do piano.

Tabela 4. Dados relativos a frequéncia em Hertz de cada tecla da escala temperada. Fonte Casio (Casio, acesso

10/2014)
Nota (x)  Freq (y)
1 263,15
2 277,77
3 294,11
4 3125
5 333,33
6 344,82
7 370,37
8 400,00
9 416,66
10 454,54
11 476,19
12 500,00
13 526,31

Considerando que este fendmeno pode ser modelado pela expresséo:
y =ae’™ (33)
sendo a,b € R 0s parametros a serem estimados.
Para se utilizar o método dos minimos quadrados, deve-se linearizar a Equacao (33)
COmo se segue:
In(y)=In(ae”™) = In(y)=In(a)+bx
Chamando: Y =In(y), A=In(a), tem-se:
Y =A+bx (34)
Os parametros A e b serdo estimados pelo método dos minimos quadrados.
A partir da Tabela 5 e utilizando o programa SciDAVis, calcula-se os seguintes

pardmetros: A=5,51 e b=0,06, cujo coeficiente de determinacdo é R* =0,998. Como
A=In(a) = a=e*® = a=e" = a=24681
Assim o modelo expresso pela Equacgéo (33) fica determinado:

y = 246,81e" (35)

15



Constroi-se o gréfico de dispersdo, Figura 5, onde é apresentada a curva de tendéncia dada
pela Equacdo (35).
Tabela 5. Dados provindos da Tabela 5 e linearizados.

Y =In(y)
5,57
5,63
5,68
5,74
5,81
5,84
591
5,99
6,03

10 6,12

11 6,17

12 6,21

13 6,27

O©CoONOO U WN | X

Tecla do piano VS Freqiiéncia
77 P T T S T T T Y Y

®  Tabela
m— Ajuste exponencial
500

450

Frequéncia
8

350

% 41—
0 2 4 3 8 10 12 14
Tecla do Piano

Figura 5. Gréafico do modelo exponencial que relaciona as notas das teclas versus a frequéncia (Hz)..

O coeficiente de correlacdo de Pearson € r=0,999 e isto garante que o modelo,

Equacdo (35), tem correlacdo linear muito forte com os dados provindos da Tabela 4.
Portanto, 0 modelo exponencial descreve o comportamento aproximado da frequéncia, y, em

funcdo da nota, x.
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2.3. Aproximacéao de uma funcgédo qualquer por um polindbmio- caso
continuo

Pretende-se aproximar a funcéo definida por f(x) =e*, no intervalo [0,1], por um
polindbmio p, de grau 1.
Utilizando a equacéo (18), tem-se:

1

e* dx
{A\)o %][%} '([

Ao Al jx
e”xdx
LO .
X kit 1 1 _ ] .
sendo A =i TaL ke <m0l S0 A=, Au=Ao=Yen=1.
0

Calculando as integrais do lado direito da equacao matricial acima, tem-se:

1
Iex dx=e-1
0

1

Iexxdx=e—e+1:1

0
Substituindo os resultados acima na expressao matricial, tem-se:

1
A

Assim, pelo Método de Gauss, calculam-se as solugbes: a, =4e—10 e a =18—6e.
Logo, obtém-se o polindmio p(x) = (18—6e)x+4e—10.

Na Figura 6 apresenta-se o polinémio de grau 1, p(x)=(18—-6e)x+4e—-10, que se
ajusta a funcdo exponencial f(x)=¢€" no intervalo [0,1].

S Y S S E I I

Figura 6. Grafico que aproxima a fungdo f(x)=e* por um polinémio p, de grau 1.
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3 - CONCLUSAO

Neste trabalho estudou-se o ajuste de curvas por Métodos dos Minimos Quadrados
(MMQ) e o coeficiente que determina a confiabilidade da aproximacao.

Observa-se através deste desenvolvimento que ha dois casos de (MMQ), o discreto e 0
continuo. Apresentou as suas aplicagdes. O primeiro caso discreto apresentado na secdo 2.1
teve um ajuste linear forte negativo observado através do coeficiente de Pearson, portanto
para este ajuste as distancias dos pontos experimentais sdo pequenas em relagdo aos pontos
ndo experimentais da funcdo de tendéncia. Na secdo 2.2 o coeficiente de Peason foi muito
bom, portanto o ajuste dos pontos dados pode ser descrito exponencialmente. Na Gltima
aplicacdo foi um caso continuo exposto em 2.3, onde a funcdo exponencial apresentada teve
um ajuste linear bom, no entanto esta conclusao teve-se como referéncia apenas em relacao ao
grafico.

Para futuros estudos sugere-se a aplicagdo do Método dos Minimos Quadrados no

ensino basico, de preferéncia no ensino medio.
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Apéndice A

Pelo mesmo raciocinio da Equacéo (20).

ZH:AXiAyi :ixiyi _lzn:xiyi
1 1 [ )

Entdo pode-se escrever:

n n n 2
2 =2 % —E(inj
-1 i-1 N\ iz

Pelo desenvolvimento de regresséo linear simples , ese Y =a,+a,X , logo se

(E)(Eox B )

RIS
g ()

(S HE

Substituindo as Equacdes (36)e (37) na Igualdade (38) , tem-se

o

a1 — i=1 -
n(ZAxﬁj
i=1
Se a média dos elementos de x for zero, logo
Y :§/+a1Axi se X, =X,

Como AeY, = y-Y, =—a,X,, cOMo
Seaery  Yax)
f= =a’ -
24y 2. (Ay,)*
1 1

Substituindo a Equacéo (40) na equagéo acima temos

r

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)
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2

r = n n
2 (Ax)* D (Ay)?
logo
S )
r= i=1

n n (41)
szxi)zzmmz

1 1
Obtém por um processo analogo a equacéo (29)
N AXAY, =nY XY, — > % D Y, assim temos
1 1 i=1 i=1

De onde se Obtém

nzn: (AX)? = nzn: X — Zn: X (42)
nzn: (AX)? = nzn: X — Zn: X? (43)

Substituindo as Equacdes (36) e (40), na Equacdo (41) acima tem-se

b B 20 4] )
\/Z:‘,(Axi)ZZ:)(Ayi)z \/[n(gxi)_gxgﬂn(gyi)_gyiz}

r =
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