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RESUMO

SANTIAGO, Y. V. Aplicagdo de Pesquisa Operacional para Analise Econdmica de
Investimento. 2017. 112 f. Trabalho de Conclusdo de Curso (Graduacdo em Matematica) -
Universidade Federal de Sdo Carlos (UFSCar), campus Sorocaba, Sorocaba-S.P.

Este trabalho visou a formacao de uma carteira de investimento de a¢des negociadas
na BOVESPA, através do uso da Teoria Moderna de Portfolios de Markowitz, a ser otimizada
por meio do Método Simplex para que houvesse a maximizacdo do retorno ou a minimizacéo
do risco total do portfélio. Para tanto, buscou-se ao final de 2015 os dez melhores ativos do
ponto de vista da relacéo risco-retorno, indicados por especialistas da area da Economia como
0S mais promissores pra investir no ano de 2016.

Ao resolver o problema de Programacdo Linear através do Método Simplex, os
resultados gerados foram dentro do esperado pelos especialistas citados.

Palavras-chave: Programacgdo Linear. Teoria Moderna de Portfélio de Markowitz. Anélise
Econdmica de Investimento.



ABSTRACT

SANTIAGO, Y. V. Application of Operational Research for Economic Analysis of
Investment. 2017. 112 |. Monograph (Graduation in Mathematics) - Federal University of Sdo
Carlos (UFSCar), Sorocaba campus, Sorocaba-S.P.

This work aimed at the compose of an investment portfolio of stock shares traded on
the BOVESPA through the use of Markowitz Modern Portfolio Theory, to be optimized
through the Simplex Method to maximize return or minimize total portfolio risk . Therefore,
the ten best shares from the point of view of the risk-return connection were looked for at the
end of 2015, indicated by specialists in the area of Economics as the most promising ones to
invest in 2016.

When solving the problem of Linear Programming through the Simplex Method, the
results occurred within the expected by the experts mentioned.

Keywords: Linear Programming. Markowitz Modern Portfolio Theory. Economic Analysis
of Investment.
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APENDICE A



1 INTRODUCAO

Ha bastante tempo ¢é feito o uso da Teoria Moderna de Portfolios de Markowitz e da
Programacdo Linear, através do Método Simplex, para realizar a otimizacao de carteiras de

investimento de forma que seu retorno seja maximizado e/ou seu risco minimizado.

O presente trabalho visou a formacgdo de uma carteira de investimento formada por
ativos reais negociados na Bovespa. Para tanto, realizou-se a analise estatistica dos retornos
desses ativos, indicados por especialistas da area como 0s mais promissores e seguros para o
ano de 2016, durante todo o ano de 2015, na intencdo de que a carteira fosse formada no

inicio do préximo ano.

O estudo estatistico de ativos esté diretamente relacionado com a Teoria Moderna de
Portfdlios de Markowitz, pois auxilia na reducdo do risco total da carteira, na medida em que
mensura diferentes tipos de relacdo entre os ativos para que sejam selecionados 0s

matematicamente mais seguros.

Uma vez selecionados os ativos para a formacao da carteira, a Programacao Linear
através do Método Simplex otimiza-a. O problema relatado neste trabalho é de maximizacao
do retorno total da carteira, para um investidor que deseja obter retornos maiores que 0
investimento em renda fixa (poupanca, por exemplo), mas correndo o minimo de risco

possivel.

Entretanto, para que o Método Simplex possa ser empregado para obter uma
resolucdo 6tima do problema, este deve ser modelado de forma que a resolucdo seja possivel.
Sabe-se que uma modelagem que descreva todas as restricdes de um problema é dificil de
conseguir, pois muitas caracteristicas ndo sao possiveis de modelar e, além disso, poderiam

impedir que o problema fosse sequer resolvido.

Desta forma, a modelagem foi realizada de maneira que as restricdes minimizassem

0 risco e o problema tivesse a maximizagao do retorno.
O capitulo 2 traz as caracteristicas da Pesquisa Operacional.

No Capitulo 3 hé a formulagdo matematica da Programacéo Linear.



O Capitulo 4 da continuidade com a formulagcdo matematica do Método Simplex.

J& o Capitulo 5 mostra como resolver um problema de Programacdo Linear através
da Dualidade.

O Capitulo 6 traz os principais conceitos de Matematica Financeira aplicada a
Economia que foram utilizados no decorrer do trabalho.

O Capitulo 7 apresenta os parametros estatisticos necessarios para que o estudo da
Teoria Moderna de Portfélios de Markowitz seja aplicada a um problema de otimizacdo de

carteiras de investimento.

O Capitulo 8 apresenta a Teoria Moderna de Portfolios de Markowitz e algumas

formas de minimizar o risco de uma carteira de investimento.

O Capitulo 9 traz a previsdao, no final do ano de 2015, para os melhores

investimentos para o0 ano de 2016, do ponto de vista da relagdo risco-retorno.

No Capitulo 10 h4 a formagdo da carteira de investimento em si, com todas as

analises que possibilitaram a otimizacdo da mesma e seus resultados.

O Capitulo 11 apresenta as conclusdes do trabalho, bem como suas consideragdes
finais.

Em seguida, encontram-se as referéncias bibliogréficas que serviram de base de

conhecimento para as pesquisas realizadas.

Por fim, ha o Apéndice A. Ele foi elaborado abordando a matematica bésica
necessaria para a compreensdao da formulacdo matemaética de Programacdo Linear e do

Método Simplex.



2 INTRODUCAO A PESQUISA OPERACIONAL

"Pesquisa operacional ¢ a aplicacdo de metodos cientificos a problemas complexos
para auxiliar no processo de tomada de decisdes, tais como projetar, planejar e operar

sistemas em situacdes que requerem alocacdes eficientes de recursos escassos [14].”

2.1 Breve Histdrico sobre Pesquisa Operacional

A Pesquisa Operacional foi utilizada pela primeira vez em 1938, na Inglaterra, para
fins militares. Em uma das vezes em que foi utilizada naquela época, um grupo de
especialistas foi selecionado para avaliar e reposicionar uma série de radares que auxiliavam

na defesa do espaco aéreo daquele territorio antes e durante a Segunda Guerra Mundial.

Com o sucesso das pesquisas, 0s especialistas resolveram continuar os estudos em
Pesquisa Operacional, mas para fins ndo sé militares. No periodo pds-guerra, o
desenvolvimento do Método Simplex por George B. Dantzig, em 1947, foi um marco na
historia da Pesquisa Operacional para resolucdo de problemas de Programacdo Linear.
Posteriormente, com o surgimento e desenvolvimento dos computadores, problemas cada vez

maiores e mais complexos puderam ser solucionados.

Atualmente, ha diversas sociedades de Pesquisa Operacional no Brasil e no Exterior
que relnem através de seminarios, congressos, palestras e outros eventos, estudantes e
instituicbes com o intuito de discutir as aplicagdes deste tema. Entre estas sociedades tem-se a
SOBRAPO (Sociedade Brasileira de Pesquisa Operacional), INFORMS (Institute for
Operations Research and Management Science) e a IFORS (International Federation of

Operacional Research Societs).

Quadrimestralmente, a SOBRAPO publica o periédico Pesquisa Operacional de
forma acoplada ao International Abstracts in Operation Research da IFORS e ao SCIELO
(Scientific Eletronic Library Online).



2.2 Breve Historico sobre Programagcao Linear

A Programagéo Linear constitui-se como um dos ramos da Pesquisa Operacional.

A otimizagédo de uma funcéo linear sujeita a restri¢gdes lineares teve sua origem com
o0s estudos de Fourier sobre sistema lineares de inequacdes, em 1826. No entanto, apenas em
1939, Kantorovich faz notdria a importancia préatica dos problemas de Programacéo Linear,

chegando a criar algoritmos para solucéo desses problemas.

Em 1947, Koopmas mostrou que a Programacdo Linear € um modelo apropriado
para a andlise da Teoria Econémica Classica. No mesmo ano, surgiu o Método Simplex,
criado por Dantzig, que viria revolucionar os estudos de Programagao Linear presentes na

época.

Contudo, a partir da metade do século XX, as inovac@es geradas fizeram com que 0s
algoritmos de Programacédo Linear fossem favoraveis e eficientes para a resolucdo de uma
vasta variedade de problemas, sendo cada vez utilizados em maior escala, principalmente

devido ao desenvolvimento dos computadores e da tecnologia em geral.

2.3 Algumas Aplicacdes da Pesquisa Operacional

A importancia desta area tem-se intensificado devido a complexidade cada vez maior

do século XXI no que tange, principalmente, a economia e a globaliza¢cdo como um todo.

Por tudo isso, a ideia de que a pesquisa operacional é utilizada apenas na area da
engenharia de producdo e/ou gestdo € colocada em duvida na medida em que hd uma
significativa versatilidade e aplicabilidade de modelos de pesquisa operacional direcionada a

diversos ramos do conhecimento cientifico e mercados.

Se inicialmente era utilizada nas areas militares ou até mesmo de projeto,
planejamento, operacdo de cadeias ou redes de suprimento, atualmente vé-se 0 uso
disseminado da pesquisa operacional na agricultura, finangas, medicina, marketing, recursos
naturais, energéticos e ambientais, e politicas no setor pablico, envolvendo servicos de saude,

educacdo, satde publica, justica criminal, servi¢os urbanos e seguranca publica.



Deparando-se com um problema do cotidiano qualquer, uma pessoa pode resolvé-lo
de maneira razoavelmente fécil e répida. Este tipo de problema é o que chamamos de
problema de pequeno porte. Porém, quando tem-se um problema de grande porte para
solucionar, na maioria das vezes, necessita-se de apoio intelectual e tecnoldgico para atingir

0s objetivos.

O uso da pesquisa operacional segue trés principais passos. O primeiro relaciona-se a
observacao e interpretacdo do problema a ser trabalhado (sendo, na grande maioria das vezes,
um sistema complexo) e sua "tradugdo™ em um modelo matematico. O segundo passo consiste
na aplicacdo de métodos capazes de resolver esse modelo e ao terceiro passo cabe informar ao

cliente os resultados oriundos da aplicacdo de pesquisa operacional ao problema trabalhado.

Para resolver um problema de grande porte deve-se, inicialmente, criar um modelo

capaz de representa-lo. E o que se chama de modelo matematico.

Um bom modelo auxilia o gestor nas tomadas de decisdes, pois fornece uma visao

clara das possibilidades e restri¢ces disponiveis.

A partir disso, métodos matematicos sdo aplicados ao modelo elaborado a fim de
encontrar a melhor solucdo para o problema inicial, levando em conta as restricbes
apresentadas e o objetivo (maximizaco ou minimizacdo de alguma caracteristica). E o que se

denomina de otimizacao.

A tarefa de transformar um problema em um modelo matemético exige uma
abstracdo e/ou simplificacdo da situacdo real em que se esta trabalhando. Ele deve ser
detalhado o suficiente para captar os elementos essenciais do problema, porém, deve ser
tratavel por métodos de solucdo. Um modelo € dito eficiente, quando sua resolucdo através da
aplicacdo de métodos matematicos é coerente com o contexto real e, para tanto, ha a definicéo
do problema, construcdo do modelo, solugdo do modelo, validagdo do modelo e
implementacdo da solucdo, nesta ordem. Observa-se a significativa importancia do papel dos
tomadores de decisdo. Ao realizar a modelagem, deve-se levar em conta ndo apenas as
restricdes impostas, mas também se o modelo é praticavel, ou seja, se é possivel a obtencéo de

uma boa solucao a partir dele e se sua aplicagdo funcionara em outras situacoes.



A modelagem de um problema de pesquisa operacional € guiada por trés parametros:

e Definicao das decisfes a serem tomadas;
e Restrigdes que limitam as escolhas das decisoes;

e Objetivos que determinam preferéncias na escolha de decisdes.

Alguns autores sugerem que pesquisa operacional € tanto
"ciéncia" quanto "arte™: ciéncia por causa das técnicas matematicas
envolvidas (objetivo), arte porque o sucesso de todas as fases que precedem
e sucedem a solucé@o do modelo matematico depende muito da criatividade e
experiéncia do pessoal de pesquisa operacional (subjetivo) [14].

Quando ha um problema de complexidade elevada, nem sempre realizar a otimizacao
é uma tarefa facil, de forma que os resultados obtidos serdo aproximados, ja que na
modelagem e aplicacdo de métodos de resolucdo, algumas restricbes podem ser deixadas de

lado.

Todas essas caracteristicas descritas nesta secdo compdem o0 que denomina-se
Pesquisa Operacional, algo que atualmente apresenta inegavel importancia para a sociedade

como um todo.

2.4 Importancia da Pesquisa Operacional

Atualmente, sabe-se que a Pesquisa Operacional proporciona a otimizagdo de
problemas. Desta forma, alguns problemas que podem ser considerados simples, se
submetidos a Pesquisa Operacional, podem gerar uma economia financeira bastante
significativa para o Estado. Alguns exemplos desses problemas s&o: otimizagdo das coletas de
lixo, do funcionamento do transporte publico e do quadro de funcionarios de um grande

hospital publico.

A referida economia consiste em desde salarios dos funcionarios que serdo melhor
alocados em postos de trabalho, como de energia, seja ela elétrica ou féssil. Ai vé-se a

importancia sustentavel que a Pesquisa Operacional detém.



2.5 Pesquisa Operacional Aplicada a Economia

Cada vez mais ha a necessidade de pesquisadores, executivos e empreendedores que
tenham dominio sobre conhecimentos de Pesquisa Operacional a fim de terem decisdes mais
bem tomadas, principalmente em ambientes mais competitivos. Um exemplo de deciséo € a

determinacéo da melhor composicao de uma carteira de acoes.

Harry Markowitz ao elaborar sua famosa Teoria Moderna de Portfolios, na verdade
estava, através da Programacéo Linear, buscando uma maneira de obter a melhor composicéao

de uma carteira de agoes.

Com isso, vé-se que a Programacdo Linear auxilia os investidores em suas analises
de investimento e se tornou importante aliado para tomada de decisdes, sobretudo em
momentos de crises financeiras onde é capaz de auxiliar a gerar lucros, mesmo em um cenario

adverso da economia.

O proximo capitulo traz a formulacdo matematica da Programacéo Linear, contendo

0s elementos necessarios para a modelagem da carteira de investimento.



3 INTRODUCAO A PROGRAMACAO LINEAR

No geral, os métodos de programacéo linear tém sido amplamente utilizados na
préatica. O ano de 1947 foi um marco nessa area com a publicagdo do Método Simplex que,
atualmente, é uma das principais ferramentas computacionais para a resolucao desses tipos de

problemas e serd mais detalhado no préximo capitulo.

3.1 Conceitos Basicos

A programacao linear é dada por um problema de otimizacdo, em que a funcdo
objetivo dada por f é linear nas variaveis e, as restrigdes consistem em equacdes e inequacdes
lineares. As restricbes podem se apresentar de diversas formas, entretanto ha a possibilidade
de serem transformadas para a forma apresentada abaixo, conhecida como forma padrao [15].

A forma padrédo de um problema de programacéo linear é dada por:

Minimizar ~ f(xy, Xg, .., Xp) = C1Xq + CoXp + -+ Cpxp (3.2)
Sujeito a a11%X1 + 2%, + -+ A X = by
Ay1X1 + Qg% + -+ AypXxy = by
3.2)
Am1X1 + QaXy + o+ QnXn = by

e X1 = 0, Xy = 0, vy Xn = 0, (33)

em que a funcgdo linear f (3.1) a ser minimizada é denominada func&o objetivo, o sistema de
equacOes lineares (3.2) delimita as restricdes do problema, assim como as condi¢des de nao
negatividade (3.3) que complementam as restri¢des citadas. Os vetores b e ¢, bem como 0s
coeficientes dados por a;; (com 1 <i <me 1 <) < n), sdo compostos por constantes reais
fixas e o vetor x é formado por nimeros reais a serem determinados.

O problema de programacéo linear na forma padrao pode ser escrito de maneira mais

sucinta, em notacdo matricial, sem perda de informacdes, da seguinte forma:

Minimizar f(x) = cTx
Sujeito a Ax=b

e x =0,



em que cT = (¢; ¢; - ¢y) € 0 vetor de custos, xT = (x; x, =+ x,) € 0 vetor das variaveis

ou incognitas, A é a matriz m x n dos coeficientes do sistema dada por:

a1 412 Ain

az1 Ay Arn
A = . I

Am1 Amz  ° Omn

bT = (b; b, -+ b,) é 0 vetor dos termos independentes ou de recursos.

Uma outra forma de representar um problema de programacdo linear na forma

padréo é:
Minimizar f(x; %, .., %) = =1 Gi%;
n
Z ajxj =b
j=1
x] = 0,_] = 1,...,7’1,
alj
az;j s, . ..
emquea; =| . | sendo j-ésima coluna da matriz A dos coeficientes.
amj

Para que um problema de programacao linear possua uma solucdo possivel, esta deve
satisfazer as restricdes (3.2) e as condicdes de ndo negatividade (3.3), sendo denominada
solucdo factivel, representada por (x4, x5, ..., x,). O conjunto de todas as solucdes factiveis é
chamado regido factivel.

A funcdo objetivo de um problema de programacéo linear na forma padrdo deve ser
minimizada. Desta forma, entre as solugdes possiveis (factiveis), a melhor (que fornece o
menor valor, por se tratar de um problema de minimizacdo) € chamada solugdo Gtima,
denotada por (xj,x3,..,x,), de forma que f(xi, x5, ..,x5) < f(x1x5,++,%,), para toda
solucéo factivel x.

Entretanto, muitas vezes um problema de programacéo linear ndo encontra-se na
forma padrdo. Portanto, alguns ajustes devem ser feitos para que atinja essa configuragéo e

possibilite o encontro da solugdo 6tima.
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A seguir sera apresentado, respectivamente, como sera transformada a funcgéo
objetivo, as restricbes do problema e as restricdes de ndo negatividade que ndo se encontram
na forma padrao para esta forma.

Assim, se em um problema a funcéo objetivo deve ser maximizada, entdo procura-se
uma solucdo factivel x* = (x7, x3, ..., x;,), tal que f(x*) = f(x) para toda solucdo x factivel.
Porém, isto ndo estd na forma padrdo. Multiplicando-se a ultima desigualdade por -1, tem-se
—f(x*) < —f(x) para toda solugdo x fativel. Com isso, encontrar uma solucéo factivel x*
que maximize f(x) é equivalente a encontrar uma solugéo factivel x* que minimize —f(x).
Sintetizando, caso o problema seja de maximizar f(x), pode-se considerar equivalente a
minimizar —f (x).

Em problemas em que as restricdes encontram-se na forma de desigualdades e néo de
equacdes, novas variaveis devem ser inseridas a fim de que o problema converta-se a forma

padrdo. Supondo que a restri¢do i seja dada por:

ailxl + aizxz + + ainxn S bi.

Para que a inequacdo anterior torne-se uma equacdo, uma varidvel ndo nula é

adicionada, ficando da seguinte forma:

a1 Xq + Air Xy + -+ AinXy + Vi = bi'yk = 0.

Essa variavel adicional (y;) € chamada variavel de folga.

Exemplo 3.1 Considere o seguinte problema em que o conjunto de restricdes é inteiramente

determinado por inequac0es lineares:

Minimizar f(xl, Xy vy xn) = C1X1 + Cr Xy + -+ CnXn
SUJe'tO a ai1xX1 + A12Xo + -+ A1nXy < b1

az1X1 + ArrXy + -+ AornXn < bz

A1 X1 + QX + -+ QnXn < by,

e x1=20,x2=20,.., x, = 0.
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O problema pode ser convertido, através da adigdo das varidveis de folga, para a
forma padréo, como expresso a seguir:

Minimizar  f(xq, X, ., Xp) = C1Xq + CoXg + -+ + Cpxp

SUjeItO a a11x1 + a12X2 + + alnxn + yl = bl
A1X1 + AppXp + ==+ + AopXp + Y2 = b,
Am1X1 + QaXy + 0+ Ay Xp tT Vm = bm

e x120,x220,...,xn20,

e y1=20,9,20,.., y, =0.

Com a introducdo das variaveis de folga e a consequente conversao do problema na
forma padrdo, este passa a ter m+m variaveis (xq, Xz, ..., X Y1, V2, o) Vim)- A matriz
m X (n +m) que agora descreve as restricoes em forma de igualdades lineares encontra-se
na forma [4 ], em que as primeiras n colunas sdo provenientes da matriz A, original dos
coeficientes do sistema, e as Ultimas m colunas geraram a matriz identidade I,,x., pela
insercdo das variaveis de folga [15]. ]

De maneira analoga, supondo que a restricdo i seja dada por:
ailxl + aizxz + + ainxn 2 bi,

para que a inequacdo anterior torne-se uma equacdo, uma varidavel ndo nula é subtraida,
ficando da seguinte forma:

Aj1X1 + AjpXy + -+ Xy — Y = b, Yi = 0.

Essa variavel introduzida (—y,) é chamada variavel de excesso.

Exemplo 3.2 Se as inequactes do exemplo anterior forem invertidas, de forma que o

problema tenha a seguinte configuracéo
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Minimizar  f(xq, X3, ..., Xp) = C1X1 + Coxy + -+ Xy
SUjeitO a ai1Xq + A12X, + -+ A1nXn > bl

az1X1 + Ar2Xy + -+ AoxnXn = bZ

A1 X1 + QX + -+ QnXn = by,

e x=20%x2=>0,..,x,=20

deve-se subtrair uma variavel de excesso de cada inequacdo a fim de que estas tornem-se

igualdades e o problema fique na forma padrdo, como expresso a seguir [15]:

Minimizar  f(xy, X, ., Xp) = C1X1 + CoXg + - + Cpxp

SUjeItO a a11x1 + a12x2 + -+ alnxn - yl - b1
A1X1 + Ap2Xp + +++ + AppXy ) = b,
Am1X1 T+ AmaXy + -+ ApmpXnp = Ym = by
e x120,x220,...,xn20,
e y1=20,9,20,.., y, =0. [

Em problemas em que além das restricGes de ndo negatividade encontra-se uma (ou
mais) variavel livre x; (irrestrita de sinal), deve-se considerar esta como a subtracdo de duas
variaveis ndo nulas, visto que qualquer nimero (seja positivo, negativo ou nulo) pode ser

escrito como a diferenca de dois outros ndo negativos. Desta forma, pode-se escrever uma
variavel livre x; como:

x; =u; —v,comu; = 0,v; = 0.

Substituindo essa redefinicdo da variavel livre em todas as equacGes do problema, a
linearidade das restricGes é preservada e este adquire a configuracdo de forma padrdo, sendo
necessariamente todas as varidveis ndo negativas. Deste modo, o problema que tinha n
variaveis, passa a ser expresso com n + 1 variaveis se possuir apenas uma variavel livre. Se a
variavel livre for x,, entdo as variaveis do problema serdo: u,, v4, x3, X3, ..., X,. A0 inVés de:

X1,X2,X3, vve, Xp-
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Exemplo 3.3 Considere o problema abaixo em que a restricdo x; = 0 ndo esta presente, isto
é, x, € uma variavel livre.

Minimizar  f(xq, X3, ..., Xp) = C1X1 + Coxy + -+ Xy
SUjeItO a allxl + alzxz + -+ alnxn == bl

alel + azzxz + -+ aann == bz

A1 X1 + QX + -+ QnXp = by,

e x, =20,x3=20,.., x, =0.

Neste caso, x; € livre para assumir valores positivos ou negativos. Substituindo x; de
forma que

X1 =U, — v, comuy =0,v; =0,

em todas as equacdes, o sistema linear passa a ser

Minimizar  f(xq, X, ..., Xp) = C1U; — C1V1 + CoXp + -+ CpXp
SUJEItO a allul - allvl + a12x2 + -+ alnxn = b1

Ay1U; — ApqVp + A%y + +++ + AppXy = by

AUy — AV + AmpXy + 0+ A Xy = by

e u120,v120,x2ZO,X3ZO,...,xn20.

Desta forma, o problema foi convertido para a forma padréo [15].

3.2 Resolucdo Gréfica

Para problemas de pequeno porte, principalmente aqueles de duas a trés variaveis,
uma forma bastante eficiente para encontrar a solucdo 6tima é a através da resolucdo grafica

em um plano cartesiano. E um facilitador para a compreensdo dos conceitos do método
simplex, que seréa tratado posteriormente.



14

Inicialmente, desenha-se a regido factivel (espaco composto por todas as solu¢des
factiveis) para que haja a identificacdo do menor valor & funcdo objetivo a ser minimizada.
Em resolucdo grafica, as restricdes dos problemas de programacdo linear costumam ser
utilizadas na forma de desigualdades.

Ao desenhar a regido factivel num plano cartesiano, fica evidente que esta ocupara
sempre o primeiro quadrante devido as restricbes de ndo negatividade das varidveis em

questdo, como esta representado na figura a seguir [14]:

Figura 3.1 - Regido definidapor x; > 0ex, >0

> x,

As solucbes factiveis devem satisfazer todas as restricdbes do problema
simultaneamente. Com isso, a regido factivel é definida como a interseccdo de todas as
regides delimitadas por cada uma das restricdes separadamente.

A funcédo objetivo f pode assumir infinitos valores, dentre os presentes na regido
factivel, entretanto, o conjunto de pontos que atribui 0 mesmo valor a f € chamado curva de
nivel (denotado por f). Um problema pode ter varias curvas de nivel, ou seja, diferentes
conjuntos de pontos, cada um atribuindo um valor a f (denotados por f', f", f'"" e assim por
diante). A curva de nivel que contém a solucdo 6tima (x*) € denotada por f*, ja que todos 0s
pontos desse conjunto imprimirdo o mesmo Vvalor a funcdo objetivo que a solucdo 6tima. O
vetor chamado gradiente de f (denotado por Vf (x4, x,)), sendo composto pelos coeficientes
da fungéo objetivo (f), é sempre perpendicular a curva de nivel e aponta no sentido em que a
funcgéo objetivo cresce.

Com isso, para obter uma solucdo 6tima (x*) para problemas em que a funcdo
objetivo deva ser minimizada, basta acompanhar o sentido contrario ao gradiente até
encontrar um Vvértice extremo que proporcionard 0 menor valor possivel para a fungéo
objetivo dentre as solucdes factiveis, como expresso na figura a seguir para uma regido

factivel S hipotética. O gradiente é dado por c.
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Figura 3.2 - Determinando a solugdo 6tima x* (problema de minimizagéo)

f.f:fx

> x;

Solucio étimal X~

Fonte: ARENALES, M.; ARMENTANO, V.; MORABITO, R., YANASSE,
H. Pesquisa operacional. 4. ed. Rio de Janeiro: Elsevier, 2007. 524 p.

De maneira anéloga, para obter a solucdo 6tima (x*) para problemas em que a funcéo
objetivo deva ser maximizada, basta acompanhar o sentido do gradiente até encontrar um
vértice extremo que proporcionara o maior valor possivel para a funcdo objetivo dentre as

solucdes factiveis, como expresso na figura a seguir para uma regido factivel S hipotética.

Figura 3.3 - Determinando a solucéo 6tima x* (problema de maximizacao)

Xz

I A

f”

x* Solugio dtima!l

P x,

Fonte: ARENALES, M.; ARMENTANO, V.; MORABITO, R., YANASSE,
H. Pesquisa operacional. 4. ed. Rio de Janeiro: Elsevier, 2007. 524 p.

Pode-se representar a solucgéo de um problema de programagcao linear no R? de forma

generalizada. Por exemplo, considerando o seguinte problema:

Mlnlmlzar f(.xl,xz) = C1X1 + CaXo

ay1X1 + ag2x, < by
Ay1X1 + ayyxy < by

aj1Xq + AixXo < bi

A1 X1 + Qpaxy < by,
x;=20,x,20,
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ou, em notacdo matricial,

Minimizar f(x) = cTx
Ax < b

x>0 com x € R?.

A regido factivel, interseccdo entre as regides factiveis de todas as restricdes
(incluindo as de ndo negatividade) separadamente, denotada por S, € definida como
S= {x € R?/Ax < b,x = 0}. Para desenhar 0o conjunto de pontos tais que
a;1x1 + apx, < b; com 1 <i<m, traca-se, inicialmente, a reta a;;x; + a;,x, = b; que

divide o espago R? em 3 partes:
e x € R?tal que (a))Tx = b;;
e x € R?talque (a))Tx < b;;

e x € R?tal que (a)Tx > b;.

O gradiente a' (coeficiente da equacdo da reta), que € perpendicular a reta

(a)Tx = b;, aponta para pontos tais que (a)"x > b;, como mostrado na figura a seguir:

Figura 3.4 - As trés regides do plano: a) a’x = b; b)aix <b; c)a‘x > b;

\ P x;
Fonte: ARENALES, M.; ARMENTANO, V.; MORABITO, R., YANASSE, H.
Pesquisa operacional. 4. ed. Rio de Janeiro: Elsevier, 2007. 524 p.

Como o problema em questdo é de minimizagéo, a solucdo 6tima x* encontra-se no
sentido contrério ao gradiente a‘.
A solucdo oOtima x* é denominada vértice ou ponto extremo, em que na regido

factivel, cada vértice é determinado pela interseccdo de pelo menos duas equagOes de retas
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provenientes de desigualdades (restricdes) que definem a fronteira da regido factivel.
Portanto, os vértices sdo solugdes de sistemas de equacOes lineares e correspondem as
solucdes bésicas factiveis.

Por enquanto, foi tratado apenas de casos em que a regido factivel era limitada e
proporcionava uma Unica solucdo 6tima. A partir de agora, sera apresentada outras situacoes.

Suponha uma regido factivel limitada, como representada na figura a seguir. Caso
este seja um problema de minimizacdo, a solugdo Otima devera ser procurada no sentido
oposto ao gradiente dado por c. Com o auxilio das curvas de nivel, pode-se observar que para
este problema, haveré infinitas solucgdes, representadas pelos pontos sobre o segmento de reta

indicado.

Figura 3.5 - Regido factivel limitada e infinitas solu¢fes 6timas, conjunto limitado de solucGes 6timas
(minimizacéo)

\
>
-

~

N\ AN ~
Fonte: ARENALES, M.; ARMENTANO, V.; MORABITO, R., YANASSE, H. Pesquisa operacional. 4.
ed. Rio de Janeiro: Elsevier, 2007. 524 p.

H4 ainda casos em que a regido factivel é ilimitada, como representado na figura a

sequir:

Figura 3.6 - Regido factivel ilimitada

s Yy
s 8 ilimitado
7 /\ s
c 7

Ve Ve v /
s
- b

e 11

Fonte: ARENALES, M.; ARMENTANO, V.; MORABITO, R., YANASSE,
H. Pesquisa operacional. 4. ed. Rio de Janeiro: Elsevier, 2007. 524 p.
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Se a figura anterior corresponder a um problema de maximizacéo, este ndo ter4 uma
solucéo 6tima, mesmo possuindo solucdes factiveis.
Porém, se a figura anterior corresponder a um problema de minimizacédo, havera uma

solucéo Otima (como representado a seguir por x*), mesmo sendo a regido factivel ilimitada.

Figura 3.7 - Regido de factibilidade ilimitada e solugéo 6tima Unica (minimizacao)

7 s /
- ~ & ilimitado
™

//C/ //
y
- >

Xy

-

Pode-se ter, também, um conjunto ilimitado de solugdes 6timas num cenério em que

a regido factivel é ilimitada, como a semirreta indicada na Figura 3.8.

Figura 3.8 - Regido factivel ilimitada e infinitas solu¢Ges 6timas (minimizagéo)

c S ilimitado

—

Fonte: ARENALES, M.; ARMENTANO, V.; MORABITO, R., YANASSE, H.
Pesquisa operacional. 4. ed. Rio de Janeiro: Elsevier, 2007. 524 p.

X1

Quando as restricdes do problema sdo conflitantes a ponto de nédo existir uma regido
factivel, tem-se o0 caso em que a solugdo 6tima € inexistente devido a inexisténcia de solugédo

factivel, como apresentado na seguinte figura:
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Figura 3.9 - N&o existe solugdo 6tima: S = @

> x;
Fonte: ARENALES, M.; ARMENTANDO, V.;
MORABITO, R., YANASSE, H. Pesquisa

operacional. 4. ed. Rio de Janeiro:; Elsevier,
2007. 524 p.

Quando um veértice é determinado por trés ou mais retas, diz-se que € um vértice
degenerado, podendo ser uma solucdo factivel (dita solucdo factivel degenerada) ou até
mesmo uma solucdo 6tima (dita solugdo 6tima degenerada). A figura a seguir ilustra ambas

as situacoes.

Figura 3.10 - Problema com solugéo factivel degenerada e solucéo 6tima degenerada

Solucido otima degenerada

Solucio factivel degenerada

» x,
Fonte: ARENALES, M.; ARMENTANO, V.; MORABITO, R., YANASSE, H.
Pesquisa operacional. 4. ed. Rio de Janeiro: Elsevier, 2007. 524 p.

H& ainda outra forma de encontrar uma solugdo Otima de um problema de

programacdo linear através da resolucdo gréafica e sera apresentada a seguir.
Considerando o seguinte problema de programacéo linear na forma padrao
Minimizar  f(x) = cTx

Sujeito a Ax=b

x>0,
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onde A € uma matriz m X n em que a j-ésima coluna é denotada por a;. O problema pode ser

reescrito da seguinte forma:

N n
Minimizar ¥ ¢;x;

. n _
Sujeito a 2;:1 ajxj = b

ijO j=1,2,..,n

Dados os vetores a4, a,, ..., a, da matriz A, deseja-se encontrar o0s escalares nao

: n _ n . .
negativos xj,x,,..,x, de tal modo que X7_;a;x; =b e X7 ,c¢x; seja minimizado.
Entretanto, o conjunto de vetores da forma Y7, a;x;, onde x4, x, ..., X, = 0, € 0 cone gerado
por a4, a,, ..., a,. Portanto, o problema tem uma solucdo factivel se, e somente se, 0 vetor b
pertence a este cone, como representado na figura a seguir. De forma que, o vetor b satisfaz as

restricOes estabelecidas pelo problema [16].

Figura 3.11 - Interpretacdo da regido factivel. A regido factivel proporciona solugéo factivel e ndo
proporciona solucéo factivel, respectivamente

Qy g
Q3 a, a,
a, )
az
b
a,

Fonte: BAZARAA, M. S.; JARVIS, J. J.; SHERALLI, H. D. Linear programming and network flows.
2. ed. Canada: Wiley, 1952. 684 p.

Um problema de programacdo linear pode ser definido como a seguir, onde as

variaveis ndo negativas x;, x5, ..., X, devem ser encontradas, de maneira que

ol + [+ [l = 3]

onde a fungdo objetivo f é minimizada. Deve-se procurar representar o vetor [];] para o

, e C11 162 Cn
menor valor possivel de f no cone dividido pelos vetores [a1]’ [az], . € [a ] [17].
n
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Exemplo 3.4
Minimizar —2x; — 3x,
Sujeito a X1+ 2x, <2
X1, %3 = 0.

Inicialmente, sugere-se que o problema seja transformado na forma padréo, de modo que deve
ser adicionada a variavel de folga x; = 0. O problema passa a ser escolher x,, x,, x3 = 0 de

[V G+ [ =[]

onde f esteja minimizado. O cone gerado pelos vetores [_12] [_23] e [(1)] é apresentado na

figura a seguir. Escolhe-se o vetor [jzr] neste cone com o valor minimo para f, como se Vé:

Figura 3.12 - Solucéo étima (f*)

[
1

Fonte: BAZARAA, M. S,; JARVIS, J. J;
SHERALI, H. D. Linear programming and

network flows. 2. ed. Canada: Wiley, 1952.
684 p.

Pontos da forma [Jg]

A solucdo 6tima gerada é f* = —4 com x; = 2 (0 multiplicador associado a [_12]) e x, =

x3 = 0[16]. |

Exemplo 3.5
Minimizar —2x; — 3x,
Sujeito a X1+ 2x, =22

X1, %y = 0.
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Subtraindo a variavel de excesso x; = 0, 0 problema pode ser reformulado como a seguir.

Deve-se escolher x4, x5, x3 = 0 de modo que
e+ [+ [ =)

onde f esteja minimizado. O cone gerado pelos vetores [_12] [_23] e [_01] é apresentado na

figura a seguir. Escolhe-se o vetor [jzc] neste cone com o menor valor possivel para f. Neste
caso, o valor da solugdo 6tima é ilimitado. Percebe-se que pode ser encontrados pontos da
forma []ZC] no cone, com arbitrérios pequenos valores para f. Assim sendo, a solugdo étima

vale —oo ou € ilimitada, como pode ser visto [16]:

Figura 3.13 - Solucéo dtima ilimitada

Pontos da forma [jzc]

Fonte: BAZARAA, M. S.; JARVIS, J.
J.; SHERALI, H. D. Linear
programming and network flows. 2.
ed. Canada: Wiley, 1952. 684 p.

Para sintetizar muito do que foi apresentado até aqui, tem-se 0s seguintes corolarios.

Corolario 1 Se uma regiao factivel, que satisfaz um problema na forma padréo, é ndo vazia,

entdo ela possui pelo menos um vértice [15]. [
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Corolério 2 Se houver uma solucéo 6tima para um problema de programacao linear, entdo ha

uma solucdo 6tima que é um Vvértice da regido factivel que satisfaz este problema [15]. |

Corolario 3 Uma regido factivel possui, no maximo, um namero finito de vértices [15]. m

3.3 Forma Matricial da Programac&o Linear

Uma das formas de resolver um problema de programacdo linear € atraves da
obtencgéo de solucdes de um sistema de equacdes lineares m x n dado por Ax = b qualquer,
onde x é um vetor de dimens&o n, b € um vetor de dimensdo m e A é uma matriz m X n.

Inicialmente, deve-se fixar valores para n — m variaveis, resultando em um sistema
de m varidveis (que restaram) e m equacdes. Como apresentado no apéndice A, se a matriz
desse sistema restante for ndo singular, a solugdo é Unica. O modo inverso também é valido,
basta selecionar m colunas da matriz A que formem uma matriz ndo singular e, em seguida,
fixar as demais variaveis. Supondo que a matriz A tem posto completo por linhas
(posto(A) = m), sempre é possivel selecionar m colunas da matriz A (que séo linearmente
independentes devido ao posto completo da matriz) que formem uma matriz ndo singular,
levando em conta que a hipétese de que posto(A) = m implica que m < n. Nos casos em
que m = n, 0 sistema tem solucgdo Unica, entretanto, os problemas de programacéo linear na
forma padrdo tém infinitas solucbes para situacdes em que m < n. O grau de liberdade é

n —m, que ao ser fixado estas n — m variaveis, o sistema passa a ter solucdo Unica.

Definicdo 3.1 (particdo bésica) Considere uma reorganizagdo nas colunas da matriz da
seguinte forma:
A=[B N]
em que:
¢ B,.«m, Chamada matriz basica, é formada por m colunas da matriz A e € nao singular,
dada por B = [, @B, * Q,], isto é, B, B,, ..., B,, sd0 0s indices das colunas
da matriz A que pertencem a B, chamados indices basicos;
®  Npx(n-m) Chamada matriz ndo basica, € formada pelas n — m colunas restantes de A
(colunas que ndo estdo em B), dada por N =[%y, Qan, *° OQn,_,], isto §,

Ny, Ny, ..., N,,_,, S0 0s indices das colunas da matriz A que pertencem a N.
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Essa particdo nas colunas da matriz A é chamada particdo béasica e introduz uma

particdo no vetor x:

em que:
Xp,
XB e,
e xz=| . |, chamado vetor das variaveis basicas;

| XB

m
- le

o xy= i |, chamado vetor das variaveis ndo bésicas.
XNy

Seja uma particdo basica A = [B  N], o sistema Ax = b pode ser reescrito de forma

equivalente como

Ax = b < [BN] [j;‘i] —b

ou
Bxg + Nxy = b.
Portanto,
xp = B7b — B INxy (solucgdo geral).

A expressao anterior € chamada solucédo geral do sistema, pois com ela pode-se
determinar qualquer solucdo do sistema, basta atribuir valores quaisquer as n — m variaveis
ndo basicas em x,, de modo que as m variaveis basicas em xp fiquem unicamente
determinadas e a solucdo resultante satisfaca o sistema Ax = b. Entretanto, encontrar a
solugdo desta forma ndo é o caminho mais vantajoso em termos computacionais, pois

demanda o célculo da inversa da matriz B [14]. |

Definicdo 3.2 (solucdo bésica) Considere uma particdo basica A =[B N] e a seguinte
solucdo obtida ao se fixar as n — m variaveis de x, em zero, isto é:

{XB = B_lb
Xy = 0.

A solugdo x calculada desta maneira é denominada solucdo bésica. Se
xg = B71b > 0, ou seja, se todas as varidveis basicas sdo ndo negativas, diz-se que x é uma
solucdo basica factivel. Além disso, se xg = B~'h > 0 (todas as varidveis basicas sédo

positivas), diz-se que a solucédo basica factivel é ndo degenerada [14]. [
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Ha casos em que o sistema de equacgdes lineares Ax = b ndo possui uma solucao
basica. Entretanto, uma forma de garanti-la é fazendo suposicdes sobre a matriz A,,,x,. Deve-
se assumir que n > m, isto é, que o nimero de variaveis x; excede o nimero de equagfes de
restricdes. Além disso, as linhas de A devem ser linearmente independentes, correspondendo a

independéncia linear das m equacoes.

Hipotese 3.1 (posto linha completo) Uma matriz A,,,«,, tem posto completo se, e somente se,

m < n e as m linhas de A4 sdo linearmente independentes [15]. |

A hipdtese anterior garante que o sistema de equacOes lineares Ax = b sempre terad
uma solucdo, sendo uma solucdo bésica, pelo menos. Em termos graficos, isto significa que a

regido factivel possuira pelo menos um vértice.

3.4 Teorema Fundamental da Programagéo Linear

Através do Teorema Fundamental da Programacao Linear é possivel estabelecer a
importancia das solucBes bésicas factiveis na resolucdo de problemas lineares. O teorema
mostra que em um problema de programacdo linear € necessario apenas considerar as
solucdes basicas factiveis quando se procura pela solugdo étima, pois o valor 6timo é sempre
encontrado entre tais solucdes.

Seja um problema de programacao linear na forma padrédo

Minimizar cTx
Sujeito a Ax=0b (3.4)

x = 0.

Uma solucgdo factivel para as restricdes que apresenta o valor minimo para a funcao objetivo
sujeita a essas mesmas restricdes € dita solugdo factivel 6tima. Se esta solucdo é bésica, entdo

é chamada solucéo basica factivel 6tima.
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Teorema 3.1 (teorema fundamental da programacédo linear) Dado um problema de
programacéo linear na forma padrdo (3.4) onde A € uma matriz m X n de posto m [15]:
i) se ha um solucéo factivel, ha uma solugédo bésica factivel,

ii) se ha uma solucéo factivel 6tima, ha uma solucéo basica factivel 6tima.

Prova de i [15].
Sejam a4, a,, ..., a, 0S vetores da coluna da matriz A. Suponha que x = (x4, x5, ..., X,) S€ja

uma solucéo factivel. Entdo, em termos das colunas de A, esta solucéo satisfaz:

X141 + X0y + -+ + xpa, = b.

Suponha que exatamente p das x; variaveis sdo maiores do que zero e, por conveniéncia, que

elas sdo as p primeiras variaveis. Entao

X1ay + Xp0a; + -+ xpa, = b. (3.5)

Ha agora dois casos, dependendo se o conjunto a,, a,, ..., a, € linearmente independente (L1I)

ou linearmente dependente (LD).

Caso 1: Suponha que a4, a,, ..., a,sado linearmente independentes. Entéo claramente p < m.
Se p = m, a solucdo é basica e a prova estd completa. Se p < m, entdo, uma vez que A tem
posto m, m — p vetores podem ser encontrados dos n — p vetores restantes, de modo que o
conjunto dos m vetores € linearmente independente. Atribuindo o valor zero para as m — p

variaveis correspondentes, produz uma solucédo basica factivel (degenerada).

Caso 2: Suponha que a,, a,, ..., a,sdo linearmente dependentes. Entéo, ha uma combinacao
linear néo trivial desses vetores que € zero. Desta forma, existem constantes y;, y,, ..., ¥, em

que pelo menos uma delas pode ser considerada positiva, tal que

Y141 + Y20, + -+ ypa, = 0. (3.6)

Multiplicando (3.6) por um escalar ¢ e subtraindo de (3.5), obtém-se:
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(x1 —ey)ag + (x; — €yz)a; + -+ (xp, — €yp)a, = b. (3.7)

Esta equacdo € valida para qualquer ¢ e, para cada &, 0s componentes x; — €y; correspondem
a uma solucdo de (3.7), embora elas possam violar a restricdo x; — €y; = 0. Considerando

y=01Y2 ¥ 0,0,...,0), tem-se que para qualquer &
X —¢€y (3.8)

é uma solucéo para (3.7). Para ¢ = 0, x € a solucdo basica factivel original. Quando ¢ cresce a
partir de zero, as componentes de x podem aumentar, diminuir, ou permanecerem as mesmas,
dependendo se os valores correspondentes de y; séo negativos, positivos ou nulos. Como se
supde que pelo menos um dos valores de y; € positivo, pelo menos uma das componentes
diminui quando e aumenta. Aumenta-se € até que uma ou mais das componentes tornem-se

nulas, isto é, considera-se:
. xi
& = min y—/yl->0 .
i

Para este valor de ¢, a solucdo dada por (3.8) € factivel e possui, no méximo, p — 1 variaveis
positivas. Repetindo este processo, se necessario, pode-se eliminar as variaveis positivas até
gue se tenha uma solucdo factivel com as colunas correspondentes que sdo linearmente

independentes, situacdo onde o caso 1 se aplica. ]

Prova de ii [15].

Seja x = (xq, x5, ..., X,) Uma solucéo factivel 6tima e como no caso da prova de (i) acima,
suponha que ha exatamente p variaveis positivas xy, x, ..., x,. Novamente, ha dois casos:
Caso 1 e Caso 2.

O Caso 1 corresponde a independéncia linear e é tratado exatamente da mesma forma que o
Caso 1 anterior.

O Caso 2 corresponde a dependéncia linear e também é tratado da mesma forma que o Caso 2
anterior, mas ele deve mostrar que para qualquer &, a solucdo (3.8) € Otima. Para isso,

observa-se que o valor da solugdo x — ey €
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cTx —ecTy. (3.9

Para ¢ suficientemente pequeno, x — ey € uma solucdo factivel para valores positivos ou
negativos de . Entdo, conclui-se que ¢y = 0, pois se ¢’y # 0, um valor pequeno de & com
um sinal apropriado poderia ser determinado para fazer (3.9) menor que c¢”x, mantendo a
factibilidade. Isso violaria a hipdtese de que x € uma solucdo étima e, portanto, tem-se que
cTy =0.

Tendo estabelecido que a nova solucéo factivel com menos componentes positivos também é

Otima, o restante da prova prossegue exatamente como na parte (i). |

Este teorema reduz a tarefa de resolver um problema de programacdo linear para a de

apenas procurar por solugdes basicas factiveis.

Propriedade 3.1 Considere a regido factivel S = {x € R™ tal que Ax = b,x = 0}. Um ponto
x € S é um vértice de S se e somente se x for uma solucédo bésica factivel.

Como consequéncia, tem-se que a regido factivel S tem um namero finito de vértices,
pois ha um namero finito de particGes basicas (que corresponde ao numero de formas de

selecionar m colunas entre as n possiveis de forma que sejam sempre linearmente

independentes entre si), limitado por C;} = — [14]. [

m!(n—m)!

Propriedade 3.2 Em termos graficos, se um problema de programacdo linear tem solucédo

6tima, entdo existe um vértice 6timo [14]. [ |

A partir disso, interpreta-se que se existe uma solucdo Otima, existe uma solucao
basica factivel 6tima, que pode ser encontrada entre todas as solugcdes basicas factiveis. Isso

sugere um método de solucéo:

e Determine todas as K solugdes factiveis (vértices da regido factivel S):
xt, x?, .., xk:
e Determine a solucgéo Otima X; tal que

f(x7) = minimo {f (x*),k = 1,2, ..., k}.
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Ocorre que o nimero K, com k < C;, pode ser significativamente grande em problemas
praticos, de forma que esse procedimento torna-se inviavel computacionalmente. Ha& um
método mais elaborado que, a partir de uma solucdo bésica factivel, emite outras solucgdes
basicas melhores que a inicial. E conhecido como método simplex e sera trabalhado no

préximo capitulo.
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4 METODO SIMPLEX

O método simplex permite que computadores disponiveis hoje no mercado possam
resolver com sucesso problemas com um numero relativamente grande de variaveis e
restricdes, atraves de implementacdes razoavelmente simples. Esses problemas podem possuir

dezenas, centenas ou até mesmo milhGes de variaveis e restri¢oes.

Este método tem como funcdo procurar um vértice 6timo entre os k Vértices
presentes na regido factivel S, sendo estes vértices solucdes bésicas factiveis. Ao encontrar
uma solucdo bésica factivel, o método identifica se esta € uma solucdo 6tima ou ndo. Caso
seja, 0 problema esta resolvido, caso contrario, deve-se buscar a solucdo 6tima através das

solucBes basicas factiveis.

Desta forma, a partir de uma solucgdo basica inicial, 0 método é capaz de selecionar
outras solucdes basicas melhores que a primeira. Por exemplo, considerando um problema na
forma padrdo com uma solucdo basica inicial, a partir desta solugdo, outras solucdes basicas
sdo encontradas, de maneira que cada uma sempre apresente um valor menor que a anterior
até que a ultima a ser encontrada possua um valor minimo para aquele problema, considerado

como solugdo 6tima.

Para a compreensdao do procedimento de aplicacdo do método simplex, deve-se
primeiro, entender o processo de pivoteamento realizado em um sistema de equacdes lineares.

Para tanto, considera-se o sistema linear de equacdes na forma matricial
Ax =b

em que A € uma matriz m X n, x é um vetor de dimensdo n, b € um vetor de dimensdo m e

m<n.

Se m < n e as equacdes do sistema sdo linearmente independentes, entdo ha infinitas
solugdes para tal sistema. Para que haja uma unica solucdo, os coeficientes das n —m
equac0es (colunas) linearmente independentes devem formar uma matriz identidade, obtendo-
se desta forma uma solucdo basica para Ax = b, de modo que as variaveis xy, x,, ..., X, Sa0
chamadas variaveis ndo basicas e as variaveis x,,41, Xm+2, -, X, S80 chamadas variaveis

béasicas. Portanto,
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X1 = O,XZ = O,.--,xm =0 exm+1 = bl,xm+2 = bz,...,xn = bTI.

ou, na forma vetorial: x = (0,b) onde 0 é o vetor zero de dimensdo m e b € o vetor de

dimensao m.

Na intengdo de facilitar o processo do método simplex, é utilizado uma tabela (ou
tableau) que contém os coeficientes das n varidveis e os valores do vetor b, de forma que

apresente a seguinte configuragao:

a;; A AGm 1 0 0 b,
az1 Ay QGom 0 1 0 by
asz; Qsz sm 0 O 0 b;.
Anm1  Am2 Amm 0 O 1 b,

O tableau anterior corresponde a um sistema na forma candnica. Caso se queira
trocar uma das variaveis da base, por exemplo, x,, (m + 1 < p < n) por uma das varaveis ndo
basicas, por exemplo, x, (1 < g < m), 0 processo € simples, porém s6 pode ser realizado s,
e somente se, a,, # 0. Entdo, divide-se a linha p por a,, para que o coeficiente de x, na
linha p seja 1. Em seguida, deve-se subtrair apropriados multiplos da nova linha p de cada
uma das outras linhas a fim de que os outros coeficientes de x,, sejam 0 nessas linhas. Com
isso, tem-se que a coluna g torna-se 0, exceto na posicdo ocupada pela linha p, onde valera 1.
Ao final deste processo, a variavel basica x,, passa a ser ndo basica e a variavel ndo basica x,
passa a ser basica, de forma que as colunas das outras variaveis basicas ndo sdo alteradas.

Deste modo, sejam a’;; os coeficientes do novo tableau formado, tem-se

' _ apj .
al-j—al-j —a aiq' l:ptp
pq
’ apj
k Apj =7,
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que sdo as equacdes pivo que surgem frequentemente na programacdo linear, sendo a,, 0

elemento pivo no sistema de equagdes inicial.

No entanto, ao realizar o0 pivotemento, nem sempre a nova solucdo bésica sera nao
negativa. Entdo, devem ser satisfeitas algumas condi¢cfes para que esta operacdo mantenha a
viabilidade da nova variavel basica. Ha técnicas que permitem selecionar a varidvel basica

que se tornaré ndo bésica e a variavel ndo basica que se tornaré bésica.

Durante o processo de aplicagdo do método simplex, a hipotese abaixo € bastante
importante, visto que sua invalidade pode comprometer a continuacdo do funcionamento do

método dentro processo.

Hipotese 4.1 (Hipotese da ndo degeneracdo) Considere o sistema
Ax =b
x = 0.

Todas as suas solucBes basicas factiveis sdo solugdes basicas factiveis ndo degeneradas. |

O método simplex visa otimizar o valor da funcdo objetivo de um problema de
programacdo linear. Se este problema estiver na forma padrdo, entdo servird para minimizar o
valor da funcdo objetivo. Para isso, a implementacdo do método consiste em trocar uma

variavel ndo basica de posi¢cdo com uma varidvel bésica.

Para tanto, o primeiro passo € determinar qual sera a variavel ndo basica a entrar na

base. Deve-se levar em conta a fung¢ao objetivo do problema. Seja a funcao objetivo

f(x) =f&) +Cyxn, +En,xn, +o+Cn XN,

em que f(%) € a parte da fungdo objetivo correspondente as variaveis basicas e ¢y, xy, +

Cn, Xy, + -+ Cy, . xy € a parte da funcdo objetivo correspondente as variaveis ndo
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basicas, sendo ¢y, (1 <k <n—m) o custo de cada uma das variaveis ndo basicas. A
varidvel ndo basica a entrar na base pode ser aquela que possui 0 menor custo negativo
(min{éy,,y,, ..., Cn, .} <0), pois assim a fungdo objetivo tendera a decrescer mais
rapidamente ao perturbar esta variavel. Essa escolha é conhecida na literatura como a regra de
Dantzig [14].

O segundo passo para que a implementacdo do método simplex funcione, €
determinar a varidvel a deixar a base. Considere o sistema correspondente as restri¢cdes de um

problema de programagéo linear na forma padrao:

Ax =b
x>0
e sua representacdo em um tableu:
aj; Q42 AGm 1 0 0 by
A1 Ay Aom 0 1 0 by
az; Q4szz Asm (0 0 0 by
Am1  Am2 AQnm 0 O 1 bm

que representa a solugdo com as variaveis basicas X1, Xm42, ) Xn. Assumindo que
by, b, ..., b, sd0 ndo negativos, a solucdo basica X411 = b1, Xmez = ba, e, Xy = by €
factivel. Supondo que se deseja trazer a variavel ndo basica x,, com 1 < q < m, para a base
mantendo a factibilidade da solucéo. Para determinar qual elemento da g-ésima coluna sera o

elemento pivo (e, portanto qual variavel deixara a base), deve-se calcular as razdes

Xi _ bg
—_— = Arq > 0,
Akq  Akq
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com i=m+1m+2,..,n e k=1,2,...,m. Seleciona-se entdo, a menor razdo nao

negativa. O elemento pivo sera a4, que ocupa a posicdo de encontro da coluna g com a linha

~ b . ./ .
que gerou a menor razéo a—" e, portanto, x,,,, Sera a varidvel a deixar a base. Caso todos os
kq

. . ~ b ~ ,
elementos da coluna g sejam negativos, a razao a—" ndo sera calculada e o problema, que
kq

possui um conjunto de solug@es factiveis, sera dito ilimitado.

Todo esse procedimento para encontrar o0 elemento pivd € um caminho para que uma
nova solucéo factivel seja encontrada. Para dar continuidade ao processo, 0 terceiro passo €

iniciado, onde as linhas para formar um novo tableau a partir do antigo séo calculadas.

De inicio, deve-se calcular a nova linha pivo. Para tanto, divide-se os elementos da
linha k pelo elemento pivd ay, a fim de que este tenha valor unitario 1. Em seguida, subtrai-
se de cada linha, a nova linha pivd multiplicada pelo elemento que situa-se no encontro entre
a coluna g e a linha em que estd sendo realizada a subtracdo, de modo que cada um dos

elementos das novas linhas calculadas possam ser determinados por:

Com isso, um novo tableau é formado com uma nova solucdo bésica, em que a
variavel x, passou a ser basica e a variavel x,,,, passou a ser ndo basica. Para saber se 0
problema est4 resolvido, deve-se observar se entre os custos da funcdo objetivo ha algum
elemento negativo. Se ndo tiver, a solucdo béasica calculada é dita solugdo basica 6tima, sendo
uma solucdo factivel minima, caso contrario, os passos descritos anteriormente deverdo ser
refeitos para uma nova tabela e assim por diante, até que se encontre um tableau em que todos

os custos da funcdo objetivo sejam positivos e, consequentemente, esta tenha um valor 6timo.

A seguir encontra-se um teorema que define a condicdo para que uma funcéo

objetivo possa ter seu valor melhorado (otimizado).
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Teorema 4.1 (Melhoria da Soluc@o Bésica Factivel). Dada uma solucéo bésica factivel ndo
degenerada com a funcéo objetivo valendo f,, suponha que para algum j(x; € xy), ¢; < 0.
Entdo, ha uma solucdo factivel com a fungéo objetivo valendo f < f,. Se a coluna a; pode ser
substituida por algum vetor da base original para formar uma nova solugdo basica factivel,
esta nova solugéo tera f < f,. Se a; ndo pode ser substituida para formar uma solugéo basica
factivel, entdo o conjunto de solugdes factiveis K € ilimitado e a funcdo objetivo pode assumir

valores pequenos (tendendo ao menos infinito) [15].

Prova. Seja (xq, x3, ..., X, 0,0, ..., 0) uma solucéo factivel com valor objetivo f, e suponha
que ¢,+1 < 0. Entdo, de qualquer modo, uma nova solucdo factivel pode ser construida da

forma (x'y, x'5, ooy X' 0, X 141, 0,0, ..., 0) com x,,,.; > 0, de forma que

f=fo=cms1X'ms1 <0,

e, portanto, f < f, para qualquer solugdo deste tipo. Deseja-se tornar x',,,; tdo grande quanto
possivel. Como x',,,; € aumentada, 0s outros componentes aumentam, permanecem
constantes, ou diminuem. Logo, x',,,; pode ser aumentado até um x’; = 0, i < m, caso em
que obtém-se uma nova solucdo basica factivel ou se nenhum dos x';s diminuirem,
X' m+1pode ser aumentado sem limite indicando uma solugdo ilimitada e um valor objetivo

sem limite inferior [15]. |

Desta forma, sendo c; < 0 para algum j, € possivel fazer com que a variavel x; torne-
se positiva e o valor da fungdo objetivo diminua. Nos casos em que ¢; = 0, isso implica que a

solucdo é étima para todo j, como descrito no teorema a seguir.

Teorema 4.2 (Teorema da Condicao de Otimalidade) Se uma solucéo bésica factivel possui

¢; = 0 para todo j, entdo esta solugdo € otima [15].
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Prova. Qualquer outra solugédo factivel deve ter x; > 0 para todo i, e portanto o valor f da

funcéo objetivo satisfaz f — f, = 0. [ ]

Quando se aplica o método simplex, na grande maioria das vezes, se esta trabalhando
com solucgdes basicas factiveis ndo degeneradas. Porém, em alguns casos, solucdes basicas
factiveis degeneradas podem ocorrer. Muitas vezes elas podem ser manuseadas como uma
solucdo bésica factivel ndo degenerada para que a aplicacdo do método ocorra normalmente.

No entanto, quando uma coluna q € selecionada para entrar na base, o valor minimo das

SN b; . . ./ s . . . g
divisbes a—‘ pode ser zero, implicando que a variavel basica nula deve sair, pois € o valor
iq

minimo entre as divisOes realizadas. Isso significa que a nova variavel x, a entrar tera valor
zero, o valor objetivo ndo diminuira e a nova solucao béasica factivel serd também degenerada.
Repetindo 0 mesmo processo, notaremos que a nova solucdo basica factivel serd novamente
degenerada, representando um ciclo que pode ser repetido indefinidamente. Esse processo
costuma chamar-se ciclagem [15].

Alguns problemas de programacéo linear ndo apresentam logo no comego uma
solucdo bésica factivel inicial sobre o qual o0 método simplex devera ser aplicado. Entretanto,
h& maneiras de encontrar essa solucdo. Uma delas é através de uma funcédo objetivo auxiliar

que possui variaveis artificiais.

Considere o problema de programacao linear na forma padrao que nao apresenta uma

solucdo basica factivel inicial

x=0 (4.1)

com b = 0. Uma das formas de encontrar a solucdo factivel inicial para este problema é

considerar o problema de minimizacéo (artificial)
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m
minimizar Vi

=1
sujeito a Ax+y=0b (4.2)
x=0

y=0

onde y = (y¥1,¥2, -, Vim) € 0 vetor das varidveis artificiais. Se ha uma solucéo factivel para
(4.1), entdo (4.2) possui um valor minimo tal que o vetor y vale zero (y = 0). Por outro lado,

se ndo ha solugdo factivel para (4.1), entdo o valor minimo para (4.2) é maior que zero.

Com a insercdo das variaveis artificiais em (4.1), o problema (4.2) adquire a
configuracdo de um problema de programacéo linear com variaveis x e y na forma candnica.
Logo a solucdo bésica factivel é y = b, podendo ser aplicado o método simplex. Ao final da
aplicacdo, percebe-se que as variaveis artificiais que foram inseridas no problema com carater
de variaveis basicas, tornar-se-d0 variaveis ndo basicas, de modo que a solucéo basica final
sera dada pelo vetor x, tal como no problema inicial. E importante ressaltar que as variaveis
artificiais sdo utilizadas nos problemas que ndo possuem variaveis de folga, com a intencdo de

criar uma solucéo basica inicial para o problema que ndo a possui.

Esta forma de calcular a solucdo de um problema de programacéo linear produz um
resultado que satisfaz as restricbes estabelecidas, representando a fase | de um método
conhecido como método das duas fases. Na fase I, variaveis artificiais s&o introduzidas e uma
solucdo bésica factivel é encontrada ou comprova-se que ndo existe solucdo factivel. Na fase
I1, através do uso da solucdo bésica factivel resultante da fase I, a funcdo objetivo original é
minimizada. Durante a fase Il as variaveis artificiais e a funcdo objetivo da fase | séo

omitidas, pois foram anuladas.

Embora seja, aparentemente, mais facil compreender muito do método simplex pelo
uso do tableau, devido a visualizacdo de todos os elementos, € bastante interessante a

abordagem deste contelido através da forma matricial.



38

A representacdo matricial do método simplex serve de base para 0 método simplex
revisado (que em muitos casos resulta numa consideravel vantagem computacional) e para a

programacdao linear dual.

O tableau inicial do método simplex na forma matricial tem a seguinte forma

o =

que nem sempre encontra-se na forma canénica. Se a matriz B é usada como a base, entdo o

tableau correspondente torna-se

[0 cT—cBB IN —cIB71b
B~'b

que é a matriz que se deseja [15].

O préximo capitulo traz a formulacdo matematica da Dualidade de problemas de

Programacao Linear.
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5 DUALIDADE

Um problema de programacdo linear dito dual é intimamente relacionado com um
problema de programacéo linear (dito primal) a ele correspondente. O estudo da dualidade
proporciona um aprofundamento no contetudo do método simplex e sua aplicagdo, além de ser
um método alternativo de solucdo de problemas. Em muitos casos é mais fécil resolver um
problema pela forma dual construida, outras, pela forma primal. Assim, tratar um problema de
programacdo linear pela forma primal e dual pode representar uma vantagem computacional

significativa.

O problema dual é construido a partir de um problema primal, de forma que com um
problema dual também é possivel encontrar sua forma primal (procurando o problema dual do
problema dual), pois 0 processo para encontrar uma ou outra forma é a mesma. Desta
maneira, tem-se que ambos sdo construidos através de suas restricdes e custos da funcéo
objetivo, se um for do tipo minimizacdo o outro serd maximizacao e vice versa. Se 0s valores
6timos correspondentes as funcbes objetivos forem finitos, entdo sdo iguais entre si. As
variaveis do problema dual podem ser interpretadas como 0s pregos associados as restricdes
do problema primal e estdo intimamente ligadas com o calculo dos custos relativos no método

simplex.

Para definir um problema na forma dual, deve-se partir de um problema de

programacao linear na forma padréo e transforméa-lo na forma primal a seguir:

Primal
Minimizar cTx
Sujeito a Ax =D

x=0.

O seu dual é expresso por:
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Dual
Maximizar ATh
Sujeitoa  ATA< (T

A=0,

onde A é uma matriz m X n, x € um vetor coluna de dimensdo n, b é um vetor coluna de
dimensdo m, ¢’ é um vetor linha de dimensdo n e AT é um vetor linha de dimensido m. O

vetor x é a variavel do problema primal e 1 é a varidvel do problema dual.

O par de problemas anteriores ¢ denominado forma simétrica de dualidade e pode

ser utilizado para definir o problema dual de qualquer problema de programacao linear.

Se um problema na forma primal mudar algumas das suas inequag6es para equacdes,
as variaveis A correspondentes no problema dual serdo variaveis livres. Se algumas das
variaveis x do problema primal sdo variaveis livres, entdo as inequacfes correspondentes a

elas em A7A > ¢T no problema dual se tornardo equagdes.

Lema 5.1 (Lema da dualidade fraca) Se x for factivel para o problema primal na forma

padrdo a seguir

Primal
Minimizar cTx
Sujeito a Ax =D

x=0

e A for factivel para o problema dual correspondente, definido como
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Dual
Maximizar ATh

Sujeitoa  ATA< (T

A=0,
entéo
cTx = 2Th.
Prova. Tem-se que
Ax = b,
entdo, pode-se escrever
ATAx = ATh.
Pelo problema dual obtém-se que
ATA< T,
logo
cTx > ATAx = ATb.
Portanto,
cTx > ATh,
Paratodo x > 0e ATA < T [15]. n

O lema anterior mostra que a solucéo factivel de qualquer um dos problemas tratados
(primal ou dual), provoca um limite no valor da funcéo objetivo do outro problema. Todos os
valores associados ao problema primal s&o maiores do que os valores associados ao problema
dual. Entretanto, uma vez que o problema primal procura por um valor minimo para a funcao
objetivo, o problema dual procura pelo maximo, de forma que ambos 0s problemas procuram

atingir um o valor do outro, como expresso no corolario a seguir [15].
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Corolario 5.1 Seja x, um vetor que satisfaz o problema primal e 0 1, um vetor que satisfaz o
problema dual. Se x, e A, sdo factiveis para os problemas primal e dual do lema 1,
respectivamente, e se cTx, =A%b , entdo x, e A, sdo solucdes Otimas para seus

correspondentes problemas [15].

O inverso do que afirma o corolario anterior também € valido, como mostra o

proximo teorema.

Teorema 5.1 (teorema da dualidade da programacdo linear) Se um dos problemas
apresentados no lema 1 (primal ou dual) tem uma solugdo finita 6tima, entdo o outro também
terd, de forma que o valor da funcdo objetivo correspondente a ambos serdo iguais. Se algum
dos problemas (primal ou dual) tiver uma solucéo ilimitada, o outro problema ndo possuira

solucdo factivel. |

Como consequéncia deste teorema, tem-se que se o problema primal for resolvido
através do método simplex, a solucdo para o problema dual correspondente € prontamente
obtida.

Supondo que o problema de programacao linear
Minimizar cTx

Sujeito a Ax=Db

possua a solucdo bésica factivel Otima x = (xg,0) correspondente base B. Deve-se

determinar a solucéo do problema dual
Maximizar ATh
Sujeitoa  ATA< T

em ternos de B.
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Considere a particdlo de A como A = [B,D]. Sendo a solugdo bésica factivel
xg = B™1b 6tima, o custo relativo dado por r deve ser ndo negativo em cada componente.

Como

s =ch —cEB7ID

e rp € Ndo negativo em cada componente, tem-se que

ctB7D < cf.

Seja AT = cLB~1. Essa escolha para A resolve o problema dual, de forma que

ATA =[ATB,ATD] = [c},cEB™1D] < [k, cf] = .

Entéo, sendo A7A < ¢T, 1 é factivel para o problema dual. Por outro lado,

ATh = cIB™1b = clxp,

de modo que o valor da funcdo objetivo do problema dual para A € igual ao valor da funcéo

objetivo do problema primal.
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Teorema 5.2 Supondo que o problema de programacao linear

Minimizar cTx

Sujeito a Ax=1b

tenha uma solugdo bésica factivel Otima correspondente a base B. Entdo, o vetor A que

satisfaz

AT =clB™t

é uma solucdo 6tima do seguinte problema dual

Maximizar ATh

Sujeitoa  ATA < (T.

Desta forma, o valor étimo de ambos os problemas sdo iguais [15]. |

Com a formulacdo matematica da Programacdo Linear apresentada até aqui, comeca

a partir do préximo capitulo, a introducao a Economia.
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6 ALGUNS CONCEITOS ECONOMICOS

O campo de aplicacdo da Economia é bastante amplo. No mundo dos negdcios,
particularmente, seus conceitos da Matematica Financeira fazem-se muito importantes, pois
representam uma linguagem quase que corriqueira.

No presente trabalho, ao utilizar-se do Método Simplex e da Teoria Moderna de
Portfélios de Markowitz, alguns desses conceitos foram muito utilizados e os principais estdo

definidos a seguir.

6.1 Conceitos da Matematica Financeira

e Investimento

E uma aplicagio de um tipo de recurso a fim de receber futuramente algum retorno

superior ao valor do que foi investido, ou seja, € uma aplicacdo com expectativa de lucro.

e Retorno

E representado pelo lucro ou perdas de ativos financeiros obtidos pelos investimentos
apo6s um periodo de tempo.

e Lucro

E todo retorno positivo de investimentos feitos por uma pessoa ou empresa, podendo

ser em bens ou dinheiro. E um valor excedente ao capital investido.
e Portfolio
E o conjunto formado por um grupo de ativos financeiros, como fundo de

investimento, aplicagcGes imobiliarias, agdes, etc. Esses ativos pertencem a um investidor,

pessoa fisica ou juridica.
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o Ac0es

Séo fragdes do capital social de uma empresa aberta, isto é, sdo pequenas partes de
uma empresa. Cada acdo é um titulo nominativo negociavel que pode ser adquirida por um

investidor [1].

e Juros

E o rendimento que se obtém quando se empresta dinheiro por um determinado
periodo. E como uma compensacio pelo tempo que o credor ficara sem utilizar o dinheiro
emprestado. Os juros sdo taxas percentuais, definidas pelo credor, de acordo com a inflacdo
e/ou risco do empréstimo. No Brasil, os bancos utilizam uma taxa de referéncia basica, criada
em 1979 pelo Banco Central do Brasil, chamada Taxa Selic (Sistema Especial de Liquidacao
e Custddia). Essa taxa também é utilizada na delimitagdo das taxas de juros para o comércio.

e Inflacdo

E a média do crescimento dos precos de um conjunto de bens e servicos em um
determinado periodo. E representada pela perda do valor do dinheiro ao longo do tempo ou
perda do poder de compra do dinheiro. Pode ocorrer devido ao aumento na quantidade de
moeda circulante, aumento na demanda de produtos ou aumento nos custos dos mesmos ou

Servigos.

e Risco

E caracterizado pela possibilidade de que algo desfavoravel possa ocorrer. Nos
investimentos esta relacionado com a possibilidade de se lucrar menos que o esperado ou ndo
lucrar. O risco pode ser caracterizado de duas formas: diversificavel e ndo diversificavel. O
risco nao diversificavel (ou risco de mercado) refere-se a acontecimentos que afetam o
mercado como um todo, ou seja, refere-se a riscos que praticamente todos os ativos estdo
sujeitos, como os riscos associados as variaveis inflacdo, juros, taxas de cambio, instabilidade
politica ou guerras. J& os riscos diversificaveis sdo relacionados a empresas, setor, mercado,

economia ou pais, logo séo passiveis de reducdo através de diversificacao.
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e Diversificacdo

E a forma de um determinado investidor dividir seu capital em diferentes ativos
financeiros. Essa prética faz com que o risco de perda de capital seja reduzido, sendo

aplicavel apenas ao risco diversificavel.

e Volatilidade

E uma variavel que mostra a intensidade e a frequéncia das oscilacdes nas cotagdes
de um ativo financeiro, seja titulo, fundo de investimento ou ainda, indices das bolsas de
valores, considerado um determinado periodo de tempo. E um dos pardmetros mais
frequentemente utilizados como forma de mensurar o risco de um ativo analisado. Mercados
que se movem rapidamente sdo mercados de alta volatilidade e os que se movem lentamente

séo mercados de baixa volatilidade [2].

No préximo capitulo sdo abordados os principais conceitos de Estatistica utilizados
na formagao de uma carteira de investimento, fazendo uso da Teoria Moderna de Portfolios de
Markowitz e do Método Simplex.
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7 ALGUNS PARAMETROS ESTATISTICOS

"Em um sentido amplo, estatistica € a arte e a ciéncia de coletar, analisar, apresentar
e interpretar dados [3]."

Na &rea de economia e administracdo o uso da estatistica é de suma importancia, pois
auxilia grandemente os gestores nas tomadas de decisdo, pois proporciona uma Vvisdo mais
aprofundada do ambiente empresarial e econdmico. Desta forma, os gestores mais bem
sucedidos sdo aqueles que sdo capazes de interpretar dados estatisticos obtidos e usa-los de
forma a tirar vantagens dessas informacdes.

Muitas empresas, ao realizarem auditorias, estdo na verdade fazendo uso de alguns
mecanismos da estatistica, assim como os analistas financeiros que usam diversas
informacBes estatisticas para direcionar suas recomendacfes de investimento. Para titulos
financeiros, os analistas avaliam diversos dados como lucros e rentabilidade em dividendos.
Com isso conseguem concluir se um titulo est4 desvalorizado ou ndo ao compara-lo com as
informacdes sobre a média do mercado de acdes.

As informaces estatisticas também auxiliam os economistas a fazerem previsdes
sobre o futuro da economia ou algum aspecto dela. Através dos dados estatisticos, a inflagdo é
calculada, por exemplo.

A seguir encontra-se uma sintese de alguns parametros estatisticos, destinados a
amostras, que servem de base para analise e escolha de melhores portfélios de investimentos,

segundo a Teoria Moderna de Portfolios de Markowitz [3].

7.1 Média

A média (¥) constitui uma medida da posicdo central dos dados. E representada pela
soma de todos os termos (x;) de uma amostra, dividida pelo nimero (n) de termos que essa
amostra possui, sendo esses termos todos igualmente provaveis:

ie1 Xi

X =
n
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7.2 Média Ponderada

E semelhante & média apresentada anteriormente. Porém, a média ponderada é
calculada dando a cada termo (x;) um peso que reflita a sua importancia, como mostrado a

sequir:

em que
x;: 0 valor da observacéo i

w;: 0 peso da observacao i.

7.3 Variancia

A variancia (s?) é a medida da variabilidade que utiliza todos os dados da amostra.
Baseia-se na diferenca entre o valor de cada observacao (x;) e a média (x). Essa diferenca é
denominada desvio em torno da média. No caso da variancia, os desvios em torno da média
sdo elevados ao quadrado. Com uma amostra finita de n termos igualmente provaveis, a

variancia é definida como:

52 — E?=1(xi_f)2
n-1

Em suma, variancia € a média dos quadrados dos desvios das observacdes em relacao
a média.

E importante ressaltar que ao elevar ao quadrado o desvio da média ( (x; — X)?), a
unidade associada a variancia da amostra calculada (s2) também é elevada ao quadrado.

A variancia ¢ uma medida eficaz ao comparar a quantidade de variabilidade de duas
ou mais variaveis. Em uma comparacéo de varidveis, aquela que tem a maior variancia exibe

mais variabilidade.
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7.4 Desvio padrao

O desvio padrao (s) é definido como a raiz quadrada positiva da variancia (s?):
s = VsZ.

A vantagem de utilizar o desvio padrdo ao invés da variancia € que o desvio padréo é
medido nas mesmas unidades que os dados originais. Por isso, € mais facilmente comparado a

outros parametros estatisticos.

7.5 Coeficiente de Variacdo

E um parametro da estatistica descritiva que indica o tamanho do desvio padrdo em

relacdo a média, sendo, geralmente, expresso como uma porcentagem como indicado a seguir.

Desvio padriao

Média

Coeficiente de Variacdo = ( X 100) %.

O coeficiente de variacdo é util ao realizar a comparacdo da variabilidade de

variaveis que possuem desvios padrdo e médias diferentes.

7.6 Covariancia

Pode ser considerada como uma medida descritiva de dependéncia linear entre duas
variaveis aleatdrias (x e y), numa amostra com n elementos. A covariancia da amostra é

definida da seguinte maneira:

_ I D 0i-y)

Sxy n—1
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Se seu valor for positivo, h4 uma associacdo linear positiva entre as varidveis, ou
seja, se 0 valor de uma delas aumenta, o valor da outra também aumentara. De modo anélogo,
se seu valor for negativo, ha uma associacédo linear negativa entre as variaveis, de forma que a
medida que o valor de uma delas aumenta, o valor da outra diminui.

A desvantagem de utilizar a covariancia como medida da intensidade da relacdo
linear entre duas variaveis aleatérias € a dependéncia das unidades de medidas destas
variaveis. Deste modo, se a unidade de medida de uma delas for alterada o valor da
covariancia pode ser também alterado, quando na verdade, deveria manter-se 0 mesmo Vvisto

que a relagéo entre elas ndo se altera.

7.7 Correlagao

E uma medida de associacdo linear entre duas variaveis que ndo é afetada pelas
unidades de medida. E um conceito utilizado para medir o grau de dependéncia linear entre

duas variaveis:

_ Sxy
SxSy

em que
Ty COeficiente de correlagdo da amostra
Sxy: COvariancia da amostra

s,: desvio padrdo da amostra de x

sy desvio padrdo da amostra de y.

Se todos os pontos de um conjunto de dados se situam em uma linha reta
positivamente inclinada, o valor do coeficiente de correlacdo da amostra é +1, indicando que
ha uma relagéo linear positivamente perfeita entre as variaveis analisadas. De forma anéloga,
se todos os pontos de um conjunto de dados se situam em uma linha reta negativamente
inclinada, o valor do coeficiente de correlacdo da amostra é —1, indicando que ha uma relacéo
linear negativamente perfeita entre as varidveis analisadas. Se o coeficiente de correlacdo for
igual a zero, significa que ndo h4 nenhuma relacéo linear entre as variaveis analisadas e, se

corresponder a um valor proximo de zero, indica uma relagéo linear fraca.
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Desta forma, tem-se que o coeficiente de correlagdo varia entre —1 e +1. Valores
proximos a —1 ou +1 indicam uma relagéo linear forte. Entretanto, valores proximos a zero

indicam uma relacdo linear fraca.

O proximo capitulo aborda os conceitos da Teoria Moderna de Portfolios de

Markowitz, base de conhecimento para a formacédo da carteira de investimento.
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8 TEORIA MODERNA DE PORTFOLIOS DE MARKOWITZ

No cenéario econdmico atual, ao estabelecer uma carteira de investimento, 0s
investidores buscam alternativas para obter o maior lucro possivel dentro de um cenério de
risco reduzido, representando uma situacdo ideal. Para auxilid-los, o uso da Teoria Moderna

de Portfolios de Markowitz, apresentada nesta secdo, é bastante frequente.

8.1 Biografia de Harry Max Markowitz

Harry Max Markowitz nasceu em 1927, em Chicago e cursou a Universidade da
mesma cidade. Estudou micro e macro economia, mas acabou interessando-se pela
“Economia da Incerteza”, influenciado pelos argumentos de alguns de seus grandes
professores, como Friedman, Marschak e Savage. O tema para a dissertacdo de Markowitz
foi: “Aplicacdo de Métodos Matematicos para o mercado de acGes”.

Em Chicago foi convidado a se tornar um dos estudantes membros da Comisséo
Cowles para Pesquisa em Economia. Na época, era um grupo pequeno, porém bastante
aplicado em suas tarefas. Esta comissao teve o poder de influenciar o pensamento Econdmico
e Econométrico, além de angariar um namero significativo de prémios Nobel.

Em uma tarde, enquanto lia a Teoria do Valor de Investimento de John Burr
Williams na biblioteca, Markowitz pensou nos conceitos basicos da teoria de portfdlio
(carteira). Williams propunha que o valor de uma acao deveria ser igual ao valor presente dos
seus futuros dividendos. Era comum os investidores realizarem um Unico investimento, mas
Markowitz percebeu que para maximizar o valor de uma carteira, os investidores deveriam
diversificar, pois desta forma, se preocupariam tanto com o risco, quanto com o retorno,
devendo selecionar uma opcao que fosse 6tima do ponto de vista desses dois critérios.

Em 1952, Markowitz deixou a Universidade de Chicago e se juntou a RAND
Corporation, uma entidade que desenvolve pesquisas e andlises para o Departamento de
Defesa dos Estados Unidos. Pouco tempo depois, George Dantzig também se uniu a8 RAND
Corporation. Enquanto Markowitz ndo trabalhava na teoria de portfolio da RAND, aprendeu
as tecnicas de otimizacdo e o algoritmo bésico do simplex de George Dantzig, o que
influenciou claramente seu trabalho posterior sobre o célculo rapido das fronteiras de média

variancia.
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Seu famoso artigo sobre "Selecdo de Carteiras" apareceu em 1952 e, nos 38 anos
seguintes, Markowitz trabalhou com muitas pessoas em muitos topicos. O foco sempre foi a
aplicacdo de técnicas matematicas e computacionais para problemas praticos,
especificamente, problemas de decisbes de negocios sob incerteza. Algumas vezes eram
aplicadas teécnicas ja existentes, mas em outras eram desenvolvidas novas técnicas que
acabavam sendo mais bem sucedidas na préatica, do que as antigas.

Em 1989, Markowitz recebeu o Prémio Von Neumann em Teoria em Pesquisas
Operacionais pela Sociedade de Pesquisa Operacional da América e do Instituto de Ciéncias
de Gestdo. Eles citaram as obras de Markowitz nas &reas de teoria de carteiras, técnicas de
matrizes esparsas e da linguagem de programacgéo SIMCRIPT.

O trabalho de Markowitz sobre técnicas de matrizes esparsas foi uma consequéncia
do trabalho feito em colaboracdo com Alan S. Manne, Tibor Fabian, Thomas Marschak, Alan
J. Rowe e outros membros da RAND Corporation, na década de 1950, sobre modelos de
andlises de atividades de grandes industrias e multi-indUstrias quanto a capacidade industrial.

Markowitz observou que a maior parte dos coeficientes de suas matrizes eram zero,
isto €, 0s ndo zeros estavam "esparsos” na matriz e que, tipicamente, as matrizes triangulares
associadas a solugdes proveniente da eliminagdo Gaussiana permaneceriam esparsas se 0S
elementos pivé fossem escolhidos cuidadosamente. William Orchard-Hayes programou o
primeiro codigo de matriz esparsa. Desde entdo, um trabalho significativo foi feito sobre
técnicas de matrizes esparsas, por exemplo, sobre métodos de selecdo de pivls e de
armazenamento de elementos diferentes de zero. Atualmente, técnicas de matrizes esparsas €
padrdo em grandes cédigos de programacao linear.

Durante a década de 1950, Markowitz percebeu que muitos problemas praticos
solicitavam mais que uma solucdo analitica e que técnicas de simulacdo eram necessarias. Na
RAND Corporation participou da construcdo de grandes modelos de simulacdo de logistica.
Entretanto, um problema com o uso de simulacdo levava o periodo de tempo necessario para
programar um simulador detalhadamente. No inicio de 1960, retornou para a RAND
Corporation com o propdsito de desenvolver uma linguagem de programacao, mais tarde
chamada SIMSCRIPT, que reduzia o tempo de programacao, permitindo que o programador
descrevesse o sistema a ser simulado em vez de descrever as a¢es que o computador deve
tomar para realizar esta simulagéo [4].

Markowitz também desenvolveu um modelo de anélise da relacdo risco-retorno para

carteiras de investimento, no qual as informacGes necessarias para a escolha do melhor
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portfolio para quaisquer niveis de risco estdo contidas nos pardmetros estatisticos: média,
variancia, desvio-padréo, covariancias e correlacgdes [5].
Harry Markowitz contribuiu de maneira significativa para a formacdo da Teoria
Financeira, de forma que seu trabalho é utilizado em grande escala até os dias de hoje.
Atualmente, o conceito de risco (incerteza) estudado por Markowitz é utilizado
diariamente na maioria das operagdes financeiras, inclusive na Bolsa de Valores. Grandes
empresas utilizam o risco para avaliar seus investimentos. Isto mostra uma pequena parcela da

importancia da obra de Harry Markowitz para a Economia.
8.2 Uso da Teoria Moderna de Portfolios de Markowitz

Ao criar uma carteira de investimentos, o interesse do investidor geralmente esta em
obter o maior lucro com o menor risco de perda de capital. Para tanto, ha a necessidade de
utilizar algum modelo matematico para atingir o objetivo esperado ou se aproximar 0 maximo
possivel deste. A Teoria Moderna de Portfélio de Markowitz veio para auxiliar nesta
perspectiva e nas tomadas de decisGes do mercado financeiro. Na realidade, 0 modelo média-
variancia de Markowitz foi o precursor na area de otimizacdo de portfélio, onde o retorno
esperado e a volatilidade do mesmo sdo de extrema importancia na definicdo da melhor
carteira de investimento. O problema é formulado de modo a se minimizar o risco do portfélio
ou maximizar o nivel de retorno do mesmo.

A teoria de portfélio considera a rentabilidade do ativo como uma variavel aleatoria,
e uma carteira como uma combinacdo ponderada de ativos, de modo que o retorno de uma
carteira € a combinacdo ponderada dos retornos dos ativos, como mostrado na férmula a

sequir:

Rp = Z WiRi

n
=1
onde
R, retorno esperado da carteira

R;: retorno do ativo i

n: numero de ativos na carteira
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w;: peso do ativo i na composicdo da carteira.

Além disso, o retorno da carteira também € uma varidvel aleatoria e,
consequentemente, tem um valor esperado e uma variancia. O risco ndo é a média dos riscos
dos ativos que compdem o portfélio, mas uma funcdo das variancias de cada ativo e como
eles se correlacionam. Desta forma, tem-se que para carteiras formadas por diferentes ativos,

a variancia sera dada por [6]:

n

V= Z WinSij

n
i=1j=1

onde

V. variancia da carteira

n: nimero de ativos na carteira

w;: peso do ativo i na composigédo da carteira
w;: peso do ativo j na composicdo da carteira

s;j+ covariancia entre o par de ativos i e j, se i for diferente de j, e variancia se i for igual a j.

Conhecidos os possiveis riscos e retornos que um investidor pode assumir ao montar
uma carteira de investimento, muito provavelmente escolhera aquela que Ihe ofereca uma
relagdo risco-retorno mais favoravel as suas caracteristicas individuais e pretensdes. Desta
forma, se dois ativos possuem o mesmo nivel de risco, provavelmente a escolha devera ser
pelo ativo que oferece o maior retorno, de maneira que se oferecem o mesmo nivel de retorno,
provavelmente a escolha devera ser pelo ativo de menor risco, ou seja, um investidor, diante
da opcdo de aplicar entre dois ativos que oferecam retornos esperados idénticos, deve escolher
aquele que lhe dé o maior grau de certeza quanto a rentabilidade, ou seja, 0 de menor
disperséo (variancia ou desvio padréo).

A concentracdo de investimentos gera maior risco para o investidor, de forma que a
diversificacdo dos mesmos proporciona uma reducdo de risco na carteira. A diversificacdo
defendida por Harry Markowitz relaciona o grau de correlagéo entre os retornos dos ativos e
procura combinar ativos que tém correlacGes baixas, gerando uma carteira de investimentos

com risco reduzido.
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A diversificacdo pode proporcionar a carteira um risco igual ou menor que o risco
individual de cada ativo presente em sua composi¢do, chegando muitas vezes a ser menor que
0 risco do ativo mais seguro.

Vale lembrar que a diversificacdo ndo é dada apenas quanto o investimento é feito
em mais de um ativo, ao invés de em apenas um. A diversificacdo também ocorre quando os
ativos selecionados para a formacgédo da carteira sdo de setores econdmicos diferentes, de
forma que se um ativo sofrer uma desvalorizacdo devida a algum fator especifico do seu setor
econdmico, os demais ndo sofrerdo.

Na prética do mercado, o risco de uma acdo é definido por seu desvio padrdo, o
quanto os retornos desviam da média. A possibilidade de o investimento incorrer em perda é
comumente relacionada ao histérico do papel, sua previsibilidade e sua volatilidade.

O risco que um investidor esta disposto a assumir pode variar muito dependendo de
fatores como idade, nivel social, estado civil, perspectivas futuras, entre outros fatores. A
composigdo de uma carteira pode variar muito devido ao fato de existirem diferentes tipos de
investidores que desejam assumir diferentes riscos e retornos [6].

Os investidores costumam ser divididos em trés categorias de perfil: conservador,
moderado e arrojado. O investidor deve saber em qual perfil se encaixa a fim de descobrir
quais sdo os investimentos mais convenientes para ele. Esta € mais uma forma de minimizar o
risco, pois tende a proteger o investidor de acontecimentos desagradaveis.

O investidor conservador é o que tem maior aversao a tomada de risco, procura evitar
investimentos arriscados, buscando poupar seu dinheiro. Por apresentar essas caracteristicas,
costuma ndo diversificar seus investimentos o que, no geral, mantém um baixo risco de perda
de capital, porém sem expectativa de grandes retornos. O investidor moderado é um perfil
intermediario, € um investidor que aceita mudar sua opinido e sair da zona de conforto que o
investidor conservador ocupa, mas receoso dos riscos a ponto de poder voltar a ocupar o perfil
anterior. Contudo, procura tomar suas decises de forma bem pensada e planejada, o que na
pratica tende a gerar bons resultados. J& o investidor arrojado visa a rentabilidade. Ele pode
obter um alto lucro com seus investimentos, mas corre um grande risco de perder dinheiro por
diversas vezes nesse periodo.

Deste modo, nunca existira uma carteira de acdes que agrade a todos, ja que quanto

maior o retorno desejado, maior sera o risco a se assumir.
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A Programacdo Linear pode auxiliar na reducdo apenas do risco diversificavel,
lembrando que é pouco provavel que consiga reduzir o risco total & zero, por existir ainda o
risco ndo diversificavel ou como também é conhecido, risco de mercado.

O modelo matematico da Teoria Moderna de Portfélios identifica, dentre as infinitas
possibilidades de combinacBes entres n ativos diferentes, aquelas que se localizam na
fronteira eficiente: uma curva que une todas as carteiras capazes de gerar 0 maximo retorno
possivel, para cada nivel de risco.

E possivel identificar estes portfolios eficientes utilizando apenas trés informagdes: a
taxa de retorno dos ativos integrantes da carteira, a variancia das taxas de retornos e a
covariancia entre todas as taxas de retorno [7].

Harry Markowitz também percebeu que o risco de uma combinacdo de ativos é
diferente do risco de um Unico ativo. Por isso comegou a considerar adicionalmente as duas
dimens@es do investimento (risco e retorno), uma terceira, representada pela correlacéo entre
investimentos (ou a covariancia). Isto reflete o grau no qual se espera que 0s investimentos se
inter-relacionem.

A covariancia possui grande amplitude, podendo assumir um valor alto, negativo ou
nulo. Por esse motivo, muitos especialistas na area de administracdo de portfélios, preferem
trabalhar com o coeficiente de correlagdo, que varia apenas de -1 a 1.

Ativos com correlagdo perfeitamente positiva (+1) sdo aqueles que variam de forma
idéntica no decorrer do tempo, enquanto os de correlacdo perfeitamente negativa (-1) séo
aqueles que variam de forma estritamente oposta [8]. Isto € melhor visualizado através da
figura a seguir, onde pode-se observar a chamada fronteira eficiente (representada por cada
uma das curvas) de uma situacdo hipotética, que mostra o risco e retorno para as diversas

composicdes entre dois ativos.
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Figura 8.1 - Risco e retorno de uma carteira de dois ativos em funcdo da correlagao.
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Fonte: GOLCALVES JUNIOR, C.; MONTEVECHI, J. A. B.; PAMPLONA, E.O.
Sele¢do de carteiras através do modelo de Markowitz para pequenos investidores
(com o uso de planilhas eletrénicas). In: SIMPEP, 9., 2002, Bauru. Anais... Bauru:

SIMPEP, 2002, p. 1-10. Disponivel em:
<http://www.rodrigofernandez.com.br/ecomp/ref/excel_markowitz.pdf>. Acesso
em: dez. 2015.

De acordo com a Figura 8.1, é possivel notar que quando a correlacdo entre 0s ativos
¢ +1, o retorno aumenta a medida que o risco também aumenta. Entretanto, quando a
correlacdo entre os ativos é -1, o risco pode ser reduzido a zero. Contudo, é importante
lembrar que ndo ha ativos com correlagdo perfeitamente negativa no mercado financeiro.
Percebe-se também, que qualquer uma das carteiras que possuem 0s ativos com correlacéo
ndo perfeitamente positiva, 0 risco apresentado € sempre menor que o risco da carteira com
correlacdo perfeitamente positiva. Por esse motivo, a diversificacdo através de baixas
correlagOes entre ativos é tdo valorizada.

Logo, tem-se que de acordo com o modelo de Markowitz, a variancia ou risco da
carteira depende da covariancia entre os pares de ativos, a qual por sua vez depende da
correlacdo entre estes. Assim, qualquer correlacdo menor que uma correlacdo perfeitamente
positiva, reduz o risco de um portfélio, ou seja, quanto menor a correlacao entre ativos de uma

carteira, menor o risco desta.
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No préximo capitulo hd a apresentacdo dos investimentos melhor avaliados, por
especialistas da area de Economia, a serem negociados no ano de 2016.
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9 INVESTIMENTOS ECONOMICOS

Como foi visto, com uma maior diversificagdo ao formar a carteira de investimentos,
¢ possivel obter um retorno maior com o risco de perdas reduzido. Um bom gestor deve ser
capaz de criar este cenario ideal. Para tanto, as informacdes sobre os historicos das cotacdes
de investimentos séo de grande valia, bem como os fatores que exercem influéncia recente a

formagéo da carteira.

Neste capitulo, encontra-se a previsdo dos melhores investimentos, para o0 ano de
2016, feita por especialistas da &area apds a andlise de como o mercado financeiro de

comportou durante o ano de 2015 [9].

9.1 Previsao dos Melhores Investimentos para o Ano de 2016

Os investimentos de renda fixa foram os mais indicados por gestores de fundos,

analistas e assessores financeiros para 2016 [9].

Aplicacdes conservadoras de renda fixa, como os fundos DI e os titulos pablicos que
acompanham a variacdo da taxa Selic eram consideradas boas opg¢des com a alta dos juros. Os
retornos mais significativos seriam os oriundos dos CDBs, LCls e LCAs de bancos de médio

porte.

A expectativa era de que a inflagdo em 2016 atingisse algo em torno de 7%. Devido a

este fato, especialistas recomendavam aplicaces em titulos publicos associados ao IPCA.

Com a alta dos juros e do desemprego, o valor dos imdveis sofreu uma baixa em
2016. Comprar um imovel nesse periodo com a intencdo de aluga-lo era vantajoso em
situacGes em que o valor da locacgdo, por més, correspondesse a mais de 0,7% do prego do

imovel.

Investir em acdes era indicado para aqueles que tinham a possibilidade de deixar o
dinheiro no mercado por mais de cinco anos, pois estando o Brasil em um momento de crise
politica e econdmica, realizar este investimento em curto prazo talvez ndo fosse uma boa

escolha. A sugestéo era que para aqueles que preferirem arriscar e investir em agdes em 2016,
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as melhores opgdes, segundo os principais analistas e gestores de recursos do pais, eram acdes
de empresas como AMBEV (ABEV3), CIELO (CIEL3), COSAN (CSAN3), EMBRAER
(EMBR3) e ITAU (ITUBA4).

Com o dolar em alta, era interessante investir no exterior com a finalidade de
proteger o patriménio da desvalorizacdo do real. Entre os investimentos no exterior mais
indicados por especialistas estdo as acOes de empresas europeias (principalmente as alemaes)
e acOes de bancos e empresas do setor de tecnologia nos Estados Unidos. E possivel aplicar
em fundos de BDRs (Brazilian Depositary Receipts), que sdo agdes de empresas americanas,

como Apple, Google e Facebook, negociadas na Bovespa.

O proximo capitulo traz a formacdo de uma carteira de investimentos, com ativos

sugeridos neste capitulo, bem como sua anélise.
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10 CARTEIRA DE INVESTIMENTO

No capitulo anterior, foram descritos os investimentos melhor avaliados em 2015 a
serem feitos no ano de 2016, segundo especialistas da area de Economia. Neste capitulo, a

formagdo de uma carteira de investimentos sera feita com cinco desses ativos indicados.

Como a Teoria Moderna de Markowitz foi desenvolvida para ser aplicada em
portfolios de agBes, os investimentos selecionados séo agdes negociadas na BOVESPA. Séo
eles: AMBEV (ABEV3), CIELO (CIEL3), COSAN (CSAN3), EMBRAER (EMBR3) e
ITAU (ITUB4). Além destes, as acdes da PETROBRAS (PETR4) E VALE (VALES5) foram
selecionadas por serem aplicacOes populares entre os ativos brasileiros. Assim como foi
sugerido no capitulo anterior investir no exterior, um fundo de BDRs também foi selecionado,
mais especificamente da empresa WALT DISNEY (DISB34) por apresentar rentabilidades
mensais bastante interessantes. Em seguida, escolheram-se as acdes das LOJAS RENNER
(LREN3) devido a valorizacdo da politica de gestdo da empresa, fazendo que mesmo em
momentos de crise, possa gerar um lucro significativo. Por fim, as acOes da empresa RAIA
DROGASIL (RADL3) entraram na carteira, devido a boa rentabilidade no periodo avaliado e
certa seguranca de que o setor farmacéutico tende a resistir frente as crises econémicas,

devido a demanda de seus produtos por grande parte da populacdo durante todo o ano.

Tem-se que no total, dez ativos foram selecionados: AMBEV (ABEV3), CIELO
(CIEL3), COSAN (CSAN3), EMBRAER (EMBR3), ITAU (ITUB4), PETROBRAS
(PETR4), VALE (VALES5), WALT DISNEY (DISB34), LOJAS RENNER (LREN3) e RAIA
DROGASIL (RADL3).

E interessante notar que cada um desses dez ativos escolhidos é de um setor da
economia diferente. Desta forma, ao seleciona-los, esta sendo feita a diversificacdo, visto que
se um deles sofre um prejuizo devido alguma caracteristica propria do setor econémico ao
qual pertence, os demais ndo sofrerd. De forma geral, tem-se que a AMBEV pertence ao setor
das industrias de bebidas, a CIELO a induastria de servicos financeiros ao consumidor, a
COSAN a industria do comércio varejista especializada, a EMBRAER a industria de
transporte espacial e aéreo, o ITAU & indUstria dos bancos regionais, a PETROBRAS a
industria de extracdo de petroleo e gas natural, a VALE a industria de extracdo de minerais
metalicos, a WALT DISNEY a industria de atividades de radio e de televisdo a cabo, as
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LOJAS RENNER a industria de comércio varejista de artigos do vestuario e a RAIA

DROGASIL a industria de comércio varejista de medicamentos [10].

Como o objetivo e formar uma carteira com cinco ativos para ser otimizada, um
estudo estatistico deve ser realizado sobre os dez ativos descritos anteriormente a fim de
selecionar os cinco melhores do ponto de vista da relacdo risco-retorno, como mostra a

proxima secao.

10. 1 Formacao da Carteira de Investimento

Selecionados os dez ativos, suas rentabilidades mensais durante o ano de 2015, bem
como a média anual dessas rentabilidades mensais devem ser levantadas, pois todo o estudo
estatistico presente na Teoria Moderna de Portfélios de Markowitz dependera delas. Essas
informacdes estdo organizadas nas tabelas a seguir, de forma a facilitar a compreensdo dos
valores trabalhados. Os célculos estatisticos desta secdo foram realizados com o auxilio do

software Excel [11].

Tabela 1 - Rendimento Percentual Mensal dos Ativos ao Longo do Ano de 2015

Més |ABEV3| CIEL3 |[CSAN3|EMBR3| ITUB4 | PETR4 | VALES5 |DISB34| LREN3 [RADL3
jan/15 | 9,29% | -3,99% (-15,00%| -2,84% | -4,88% ([-18,36%|-13,97%| -1,28% | -7,81% | 1,97%
few/15 | 4,05% |11,75% | 15,35% | 4,88% | 13,76% | 16,99% | 11,85% | 20,33% | 19,28% | 10,60%
mar/15 | 1,07% | 3,36% | -1,42% [ -1,25% | -3,23% | 1,67% ([-16,54%]12,62% | 8,21% | 0,87%
abr/15 | 2,68% |10,14% | 5,78% [ -4,18% | 9,16% | 34,12% | 18,94% | -3,16% | 16,86% | 19,41%
mai/15 [ -2,88% | -4,62% |-13,81%]| 1,54% |-10,85%| -5,52% [ -7,68% | 7,05% | 1,94% | 4,15%
jun/15 | 4,42% | 9,54% [ -0,04% | -0,67% | -0,30% | 3,08% | -7,03% | 2,11% | 5,75% | 12,85%
jul/15 | 1,87% | -0,20% |[-17,32%| 1,02% | -3,25% |-17,39%| -5,92% | 15,58% | -3,64% | 8,56%
ago/15 | -1,89% |-12,30%(-12,72%]| -3,69% |-10,58% (-12,48%| -3,43% (-10,04%| -9,51% | -8,75%
set/15 | 2,47% | -3,69% | 13,07% | 10,94% | -0,09% [-21,22%| -5,87% | 7,77% | -5,46% | -1,21%
out/15 | -1,67% | -0,12% | 22,76% | 10,92% | -0,09% | 6,49% | 7,92% [ 11,16% | 0,54% | 2,28%
nov/15 | -2,34% | -4,08% [ -2,46% | 7,51% | 5,03% [ -0,52% |-24,23%| 0,34% | -5,42% | -0,85%
dez/15 | -3,43% | -4,34% | 4,53% | -0,56% | -4,50% |-12,65%| -3,57% | -3,93% | -2,01% |-10,22%

Fonte: INVESTING. Dados Histéricos. Disponivel em: <https://br.investing.com/equities/brazil>. Acesso
em: set. 2017.
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Tabela 2 - Rendimento Percentual Médio dos Ativos no Ano de 2015

Ano | ABEV3 | CIEL3 [ CSAN3 | EMBR3 | ITUB4 | PETR4 | VALES | DISB34 | LREN3 | RADL3
2015 | 1,1367% | 0,1208% |-0,1067%| 1,9683% | -0,8183%|-2,1492% | -4,1275%| 4,8792% | 1,5608% | 3,3050%

Fonte: INVESTING. Dados Histdricos. Disponivel em: <https://br.investing.com/equities/brazil>. Acesso
em: set. 2017.

Com os dados da Tabela 1, é possivel construir a Tabela 3, que mostra o valor da
correlacdo entre cada um dos dez ativos e, construir a Tabela 4, que mostra o valor das
variancias e covariancias entre cada um desses dez ativos. Essas tabelas encontram-se a

sequir.

Tabela 3 - Correlagéo entre os Ativos

ABEV3| CIEL3 |CSAN3|EMBR3| ITUB4 [ PETR4 | VALES |DISB34| LREN3 |RADL3
ABEV3 1
CIEL3 | 0,4428 1
CSAN3| -0,0852| 0,4392 1
EMBR3| -0,2305| -0,0442| 0,6190 1
ITUB4 [ 0,2976[ 0,7577| 0,6181]| 0,2868 1
PETR4| 0,0338| 0,7521| 0,4649| -0,1036| 0,7019 1
VALES5| 0,0701] 0,5000| 0,5294( -0,0303 0,4654| 0,6343 1
DISB34| 0,1583| 0,4724| 0,3084( 0,4855 0,3594| 0,1162| 0,1277 1
LREN3| 0,1920| 0,8957| 0,4510( -0,1164| 0,6921| 0,8632| 0,6202| 0,4261 1
RADL3| 0,4973| 0,8372 0,1186( -0,1271| 0,5838| 0,6814| 0,4856| 0,3558| 0,7145 1

Tabela 4 - Variancia e Covariancia entre os Ativos

ABEV3| CIEL3 | CSAN3 | EMBR3| ITUB4 | PETR4 | VALES |DISB34 | LREN3 | RADL3
ABEV3| 0,0013
CIEL3 | 0,0011 | 0,0048
CSAN3| -0,0004 | 0,0038 | 0,0155
EMBR3| -0,0004 | -0,0002 [ 0,0040 [ 0,0026
ITUB4 | 0,0008 | 0,0037 [ 0,0054 [ 0,0010 [ 0,0049
PETR4| 0,0002 | 0,0081 | 0,0090 | -0,0008 [ 0,0076 | 0,0241
VALE5| 0,0003 [ 0,0040 [ 0,0077 | -0,0002 [ 0,0038 | 0,0114 | 0,0135
DISB34| 0,0005 [ 0,0028 [ 0,0033 [ 0,0022 [ 0,0022 | 0,0016 | 0,0013 | 0,0075
LREN3| 0,0006 | 0,0056 | 0,0050 | -0,0005 [ 0,0043 [ 0,0120 [ 0,0064 | 0,0033 | 0,0080
RADL3| 0,0015 [ 0,0048 [ 0,0012 | -0,0005 | 0,0033 | 0,0087 | 0,0046 | 0,0025 | 0,0052 | 0,0067
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As células mais escuras na Tabela 4 representam a varidncia entre os ativos que
correspondem, as demais células representam a covariancia entre os ativos ao qual estdo
associadas, visto que para variaveis iguais calcula-se a variancia entre elas e para variaveis

diferentes, calcula-se a covariancia entre ambas.

E importante mencionar que tanto a Tabela 3, quanto a Tabela 4, encontra-se na
forma triangular apenas para a facilitacdo da leitura das informacdes, pois na verdade sé&o

representacfes de matrizes simétricas.

Para formar uma carteira de investimento com cinco ativos entre os dez selecionados
anteriormente, deverdo ser escolhidos os cinco melhores ativos do ponto de vista da relagéo

risco-retorno.

No capitulo 8, falou-se sobre a correlacdo entre ativos, que quanto mais proxima for
do valor de -1, menor serdo os seus riscos. Desta forma, além da diversificacdo, através da
selecdo de ativos de setores econdémicos diferentes, diminuir o risco da carteira, ao escolher os
cinco ativos que possuem as menores correlagfes, o risco do portfolio sera ainda mais

minimizado.

A seguir, na Tabela 5, ha a marcacdo de todos os valores de correlagdes negativas,

bem como os dos cinco ativos selecionados que tém os menores valores de correlacao.

Tabela 5 - Correlacéo entre os Cinco Melhores Ativos para a Formacéo da Carteira

ABEV3 | CIEL3 [CSAN3 |EMBR3| ITUB4 | PETR4 | VALES |DISB34 | LRENS [ RADL3
ABEV3 1
CIEL3 0,4428 1
CSAN3| -0,0852| 0,4392 1
EMBR3| -0,2305( -0,0442| 0,6190 1
ITUB4 0,2976| 0,7577| 0,6181| 0,2868 1
PETR4 | 0,0338] 0,7521| 0,4649| -0,1036( 0,7019 1
VALE 0,0701| 0,5000( 0,5294| -0,0303| 0,4654| 0,6343 1
DISB34( 0,1583| 0,4724| 0,3084 0,4855| 0,3594( 0,1162| 0,1277 1
LREN3 0,1920| 0,8957 0,4510| -0,1164| 0,6921| 0,8632| 0,6202( 0,4261 1
RADL3| 04973 0,8372| 0,1186(-0,1271| 0,5838| 0,6814| 0,4856| 0,3558( 0,7145 1

Nota-se entdo, através da tabela anterior, que os cinco ativos selecionados por terem
0s menores valores de correlacdo entre todos os dez séo: AMBEV (ABEV3), EMBRAER
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(EMBR3), PETROBRAS (PETR4), LOJAS RENNER (LREN3) e RAIA DROGASIL
(RADLS3).

Logo, a carteira formada a ser otimizada é a carteira composta pelos cinco ativos
descritos anteriormente e, na proxima secao serd mostrado como foi feita a modelagem desta
carteira em um problema de Programacéo Linear, para que pudesse ser otimizada através do

Método Simplex.

Para tanto, € importante que seja conhecido o risco individual de cada um desses
cinco ativos, dado pelo coeficiente de variagdo. A variancia de cada um deles é proveniente da
Tabela 4. O Desvio padrdo é calculado como a raiz quadrada positiva da variancia, como
mostrado no capitulo 7. A média de retorno é originada da Tabela 2 e o coeficiente de

variacdo é estabelecido como mostrado também no capitulo 7.

A seguir encontram-se cinco tabelas, cada uma indicando o célculo do risco

individual de cada um dos cinco ativos, representado pelo coeficiente de variagao.

Tabela 6 - Risco do Ativo ABEV3

Variancia| 0,0013
Desv. P. 0,0361
Média 1,1367%
Coef. Var. | 317,7633%

Tabela 7 - Risco do Ativo EMBR3

Variancia| 0,0026
Desv. P. 0,0514
Meédia 1,9683%
Coef. Var. | 261,3483%

Tabela 8 - Risco do Ativo PETR4

Variancia 0,0241
Desv. P. 0,1551
Meédia -2,1492%
Coef. Var. |-721,8370%




Tabela 9 - Risco do Ativo LREN3

Variancia| 0,0080
Desv. P. 0,0894
Meédia 1,5608%
Coef. Var. | 572,8119%

Tabela 10 - Risco do Ativo RADL3

Variancia| 0,0067
Desv. P. 0,0820
Média 3,3050%
Coef. Var. | 248,0788%

10. 2 Modelagem da Carteira de Investimento em Problema de Programacéo Linear

O problema a ser otimizado consistia em formar uma carteira composta por cinco
ativos diferentes, selecionados através de analises estatisticas, dentre dez ativos. Logo, tem-se

que

sendo n o nimero de ativos da carteira.

Considerando, entdo, que os ativos selecionados ABEV3, EMBR3, PETR4, LREN3
e RADL3 tém um retorno individual médio anual de R,, R,, R3, R, € Rs, respectivamente,

dado pelos valores da Tabela 2, entdo o retorno total da carteira (R,,) € dado por

Rp = WlRl + W2R2 + W3R3 + W4_R4_ + W5R5,

onde
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w;: € 0 peso do ativo ABEV3 na composigdo da carteira
w,: € 0 peso do ativo EMBR3 na composicao da carteira
ws: € 0 peso do ativo PETR4 na composicéo da carteira

w,: € 0 peso do ativo LREN3 na composicdo da carteira
ws: € 0 peso do ativo RADL3 na composicao da carteira,

pois o retorno de uma carteira é a combinagdo ponderada dos retornos dos ativos, como visto
no capitulo 8.

Desta forma, tem-se que:

R, = 0,011367w; + 0,019683w, — 0,021492w; + 0,015608w, + 0,033050ws.

O problema busca a maximizacao do retorno, de modo que a funcdo objetivo a ser

maximizada sera entdo dada por:

f:0,011367w, + 0,019683w, — 0,021492w; + 0,015608w, + 0,033050ws.

Logo, as variaveis de decisdo do problema de Programacdo Linear serdo 0s pesos
(w;, i =1,2,3,4e5) dos retornos individuais (R;) de cada ativo, que ao serem otimizados

através do Método Simplex, o retorno total da carteira serd maximizado.

Em seguida, deve-se estabelecer as restri¢cdes do problema.
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1) A primeira delas é composta pelas restrigdes de ndo negatividade, em que as varidveis
de decisdo, dadas pelos pesos, devem sempre ter um valor nulo ou positivo. De forma
que:

wy=20,w, 20,w;3=20,wy, =>20ews; =0.
2) A segunda é que a soma dos pesos deve ser igual a 1:
wy+wy, +ws+wy +ws =1,
Estas sdo as restriches essenciais para que o problema seja resolvido.

Montando um problema de Programacdo Linear com a fungdo objetivo dada pelo

retorno e com as duas restri¢des anteriores, ele teria a seguinte configuragéo:

Maximizar ~ f(w) = 0,011367w, + 0,019683w, — 0,021492w; + 0,015608w, + 0,033050w;
Sujeito a wi+wy,+ws+w,+ws =1

e W120,W220,W320,W420€W520.

A resolucdo deste problema através da aplicacdo do Método Simplex com o uso do

software MATLAB [12] e da linha de comando Linprog, seria
ws = 10uws =100%.
e a funcéo objetivo otimizada valeria
f =0,033050 ou f = 3,3050%.
Esses numeros sugerem que todo o capital deve ser investido no ativo RADLS3. Isso
se deve ao fato de que, individualmente, este ativo foi 0 que apresentou 0 menor risco

absoluto (dado por 248,0788%) e maior rendimento (dado por 3,3050%) entre os cinco ativos

selecionados, como pode ser observado nas Tabelas 6 a 10.
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Entretanto, por mais seguro e rentavel que um ativo seja do ponto de vista
matematico, investir todo o capital nele, também é altamente arriscado, visto que ndo esta
ocorrendo a diversificacdo dos investimentos. A empresa RAIA DROGASIL, detentora do
ativo RADL3 pode sofrer algum infortinio e culminar com um enorme prejuizo para o
investidor que depositou todo o seu capital nesta aplicacéo.

A fim de que o capital seja mais bem distribuido entre os ativos, outras restrigdes
podem formar o problema. Contudo, sabe-se que é praticamente impossivel modela-lo
perfeitamente, pois muitas caracteristicas ndo permitem esse trabalho e, caso seja possivel,
muitas vezes o proprio problema deixa de ser factivel.

Por exemplo, ao investir em uma carteira de acdes, formada por ativos escolhidos
pelo investidor, este deve contratar uma corretora, para que sua carteira seja negociada na
BOVESPA. Entretanto, as taxas de corretagem e custddia costumam variar de uma corretora
para outra, levando em conta até mesmo o valor que esta sendo investido. Deste modo, essa é
uma caracteristica dificil de modelar, visto que depende de fatores individuais de cada
investidor e de cada corretora.

Outra propriedade dificil de transformar em equacdo é a quantidade de impostos a
pagar pelo investimento, visto que as taxas variam de acordo com o montante a ser investido e
até mesmo em conformidade com o quanto foi vendido das a¢des no dia ou no més.

Enfim, alguns quesitos inerentes ao problema sdo dificeis de modelar, porém, outros
sdo possiveis e podem ser modelados de acordo com o perfil do investidor, auxiliando no
objetivo proposto, seja ele de maximizacdo ou minimizacdo da fungéo objetivo.

Neste trabalho, o problema trata-se de um investidor de perfil moderado que, sempre
que pode, busca minimizar o risco de seu investimento. Por esse motivo, 0 retorno é
maximizado e o risco € minimizado durante todo o processo da formacdo da carteira e
modelagem do problema.

Por esta razdo, as restricbes foram elaboradas pelo critério de tentar minimizar cada
vez mais o risco da carteira. E importante ressaltar que elas podem variar de investidor para
investidor, impondo limites diferentes aos ativos, de acordo com o perfil e pretensdes
requeridas.

Como dito anteriormente, observando as Tabelas de 6 a 10, percebe-se que o ativo
RADL3 era, individualmente, o mais seguro e rentavel. Uma das formas de limitar sua

participacdo na carteira pelos motivos ja citados seria considerar
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Wsg < 0,4

Limitar o ativo RADL3 ao méximo de 40% na composicdo da carteira é interessante
pelo fato que permite que um bom ativo como ele tenha uma participacao significativa, porém
permitindo a diversificacdo da carteira.

Outro fator que garante a diversificacdo da carteira é a participacdo de todos os
ativos, estipulando, obrigatoriamente, um valor minimo que cada um deles deve ter na
composicdo do portfélio. Escolheu-se supor que cada um tenha uma participacdo de pelo

menos 3% da carteira, entao:

wy = 0,03, w, = 0,03, ws = 0,03, w, > 0,03 e ws > 0,03.

Entretanto, observando as Tabelas 6 a 10, € notavel que o ativo PETR4 foi o Unico
que proporcionou um prejuizo, indicado pelo retorno médio negativo correspondente a
-2,1492%. Além disso, foi também o ativo de maior risco absoluto, dado por 721,8370%.
Deste modo, para minimizar o risco total da carteira, a participagdo do ativo PETR4 foi
limitada superiormente de forma que deveria representar menos que 5% da composi¢do da

carteira. Portanto,

W3 < 0,05

Observando a Tabela 5, percebe-se que a maior correlagdo entre 0s cinco ativos
selecionados para a formacdo do portfélio corresponde ao valor de -0,1036, que correlaciona
0 ativo EMBR3 e PETR4. Por ser o maior valor de correlacdo, € o que representa 0 maior
risco para a carteira, logo tanto EMBR3 quanto PETR4 devem ser limitados de forma a
minimizar o risco do portfélio. Além disso, observando as Tabelas 6 a 10, percebe-se que o
ativo PETR4 foi o Unico ativo que rendeu negativamente, gerando prejuizo para o investidor
no ano de 2015, e foi o ativo que teve o maior risco individual absoluto entre os cinco ativos
da carteira, como dito anteriormente. Ja a EMBR3 foi 0 segundo melhor ativo, tanto do ponto
de vista risco (dado por 261,3483%), quanto retorno (dado por 1,9683%), analisado
individualmente.

Portanto, parece interessante estipular um valor para a soma dos pesos de EMBR3 e

PETR4 que os limitem, mas sem restringir que um bom ativo como EMBRS3 possa ter uma
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composicdo interessante na carteira. Escolheu-se, entdo, que os ativos de EMBR3 e PETR4
deveriam representar no maximo 30% da composi¢do do portfélio, como representado a

sequir:

W, + W3 < 0,3

De maneira analoga, observando a Tabela 5, nota-se que a menor correlagdo entre os
cinco ativos selecionados corresponde ao valor de -0,2305, que correlaciona os ativos ABEV3
e EMBR3. Por ser o menor valor de correlacdo, é o que representa 0 menor risco para a
carteira, logo tanto ABEV3 quanto EMBR3 devem ter seus pesos ser valorizados, resultando
na minimizagdo do risco do portfélio. Uma dessas formas seria estipular um valor minimo

para a soma dos pesos de ABEV3 e EMBR3 na composicao da carteira. Escolheu-se,
wq + Wy = 0,4,
pois se os ativos fossem igualmente ponderados no portfélio, cada um teria uma participacdo

de 20%. Logo, € interessante considerar que a soma de dois dos melhores ativos seja maior
que 40%.

10.3 Problema de Programacao Linear a Ser Otimizado

Com todas essas restri¢cOes definidas na sec¢do anterior, formou-se entdo, o problema

de Programacdo Linear a ser resolvido através do Método Simplex, descrito a seguir:
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Maximizar  f(w) = 0,011367w;, + 0,019683w, — 0,021492w; + 0,015608w, + 0,033050ws
Sujeito a Wy +wy +ws+w, +ws =1

ws < 0,4

w; = 0,03

wy = 0,03

wz = 0,03

w, = 0,03

ws = 0,03

w3 < 0,05

w, + w3 <0,3
w; +w, =04

e W120,W220,W320,W4206W520.

10.4 Otimizacéo do Problema e Analise dos Resultados

Utilizando o software MATLAB [12], sob a linha de comando Linprog, para resolver
0 problema dado na secdo anterior pelo Método Simplex, a otimizacdo gera 0s seguintes

resultados:

F(w) = 0,02202072 ou f(w) = 2,202072%
w; = 0,1300 ou w, = 13,00%
w, = 0,2700 ou w, = 27,00%
ws = 0,0300 ou ws = 3,00%
w, = 0,1700 ou w, = 17,00%

ws = 0,4000 ou ws = 40,00%.

Observando os resultados anteriores e as Tabelas 6 a 10, algumas consideragoes

podem ser feitas.
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E interessante notar que o ativo RADL3, dado como o mais rentavel e seguro,
individualmente, entre os cinco ativos, foi 0 que teve maior participacdo na carteira,
correspondendo a 40% da mesma.

O segundo ativo mais bem avaliado em termos de risco e retorno, EMBRS3, foi o
segundo maior em termos de participacdo no portfélio, representando 27% da composi¢do do
mesmo.

O ativo com maior risco e menor retorno, PETR4, foi 0 que teve menor participacdo
na carteira, correspondendo a 3% da mesma. O que colaborou para isto foi o fato de estar
limitado inferiormente e superiormente a valores baixos, devido ao seu alto risco.

E entre os ativos ABEV3 e LRENS, a otimizacdo selecionou maior participacdo para
LRENS3, que possui maior risco que ABEV3, mas possui também maior retorno. Como o
problema trata-se de maximizacdo do retorno, é provavel que esta seja a causa. Desta forma,
os resultados indicaram que ABEV3 deve corresponder a 13% da composi¢édo da carteira e,
LREN3 a 17%.

Além disso, através da otimizacdo, maximizando o retorno total da carteira, tem-se
que este foi dado em 2,202072% ao final de 2015.

Para calcular o risco da carteira no MATLAB [12], um problema deveréa ser formado,

em que a funcdo objetivo sera

n

V= Z WinSij

n
=1 j=1

como dada no capitulo 8 e, as restriches deverdo ser as mesmas do problema que foi
otimizado. Porém, ndo é possivel resolver esse novo problema através do Método Simplex,
pois a funcdo objetivo ndo é linear. Ele deverd ser resolvido através da Programacéo
Quadratica, assunto que ndo é tema deste trabalho. Portanto, o risco foi calculado através do
Solver do Excel [11], selecionando a resolucdo através da Programacdo Linear e do Método
Simplex.

O Excel ofereceu os mesmos valores para 0s pesos dos ativos na composicdo da
carteira que o MATLAB. Entretanto, a funcdo objetivo teve uma pequena variagdo e foi dada
com o valor total de 2,202083%. O risco da carteira foi definido em 229,7307%, o que
representa um risco bastante grande.

A otimizagdo realizada com os dados do ano de 2015, produziu um resultado dentro

do esperado, visto que os especialistas sugeriam nédo investir em acOes e sim em renda fixa,



76

como apresentado no capitulo anterior. A renda fixa poupanca, por exemplo, rende cerca de
6% ano. Desta forma, ndo seria tdo vantajoso investir numa carteira de acdes num momento
de crise politica e econdmica como 2015. Entretanto, no geral, o investimento em carteira de
acOes € de alto risco, gerando a duvida de que se caso uma carteira composta pelos cinco
ativos aqui trabalhados e seus respectivos pesos, encontrados apds a otimizagdo, fosse
formada no inicio de 2016, sera que ao final deste ano o retorno seria semelhante? Essa € uma

questdo interessante que sera respondida na proxima secao.

10.5 Eficiéncia Pratica dos Resultados Obtidos

Para analisar a eficiéncia dos resultados obtidos na secdo anterior, deve-se calcular o
retorno total da carteira (R,,) ao final do ano de 2016, formada pelos cinco ativos utilizados no
presente trabalho: AMBEV (ABEV3), EMBRAER (EMBR3), PETROBRAS (PETRA4),
LOJAS RENNER (LREN3) e RAIA DROGASIL (RADL3), com suas respectivas
importancias (pesos) na composicdo da carteira encontradas ap6s a otimizacdo do problema,

dadas por:

w; = 0,1300
w, = 0,2700
ws = 0,0300
w, = 0,1700
ws = 0,4000.

Para tanto, foi necesséaria uma nova coleta de dados, mais especificamente, a coleta
das rentabilidades mensais dos cinco ativos durante o ano de 2016 e a média anual dessas
rentabilidades mensais. Essas informac6es estdo organizadas nas tabelas a seguir, de forma a

facilitar a compreensao dos valores trabalhados.



Tabela 11 - Rendimento Percentual Mensal dos Ativos ao Longo do Ano de 2016

Més ABEV3 EMBR3 PETR4 LREN3 RADL3
jan/16 4,51% -4,90% -27,76% 3,74% 16,58%
fev/16 -4,80% 5,02% 6,20% 1,47% 10,92%
mar/16 6,69% -21,06% 62,45% 15,50% 13,50%
abr/16 3,03% -13,78% 22,51% -0,10% 5,44%
mai/16 -1,44% -8,58% -21,41% 0,63% 4,91%
jun/16 -0,31% -6,82% 17,16% 13,35% 9,37%
jul/16 -1,31% -15,27% 26,01% 15,07% 4,97%
ago/16 2,07% -3,38% 8,26% -5,98% -9,95%
set/16 3,28% -2,10% 5,60% -4,53% 11,02%
out/16 -4,99% 22,41% 30,36% 10,34% 6,91%
nov/16 -8,92% -3,38% -9,55% -16,74% -9,00%
dez/16 -4,37% -3,62% -7,06% 3,07% -5,12%

Fonte: INVESTING. Dados Historicos. Disponivel em:

<https://br.investing.com/equities/brazil>. Acesso em: set. 2017.

Tabela 12 - Rendimento Percentual Médio dos Ativos no Ano de 2016

Ano ABEV3 EMBR3 PETR4 LREN3 RADL3
2016 -0,5467% | -4,6217% | 9,3975% | 2,9850% | 4,9625%
Fonte: INVESTING. Dados Historicos. Disponivel em:

<https://br.investing.com/equities/brazil>. Acesso em: set. 2017.
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Analisando a Tabela 12, percebe-se que o rendimento médio anual individual de cada

ativo (R;, 1 < i < 5) em 2016, correspondeu a:

R, = —0,005467
R, = —0,046217

R; = 0,093975
R, = 0,029850
R: = 0,049625.

Desta forma, o retorno da carteira é calculado por
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Rp = W1R1 + W2R2 + W3R3 + W4R4_ + W5R5,

como mostrado na se¢édo 10.2. Logo,

R, = 1,455458%.

Isso significa que utilizando os pesos calculados com os valores dos rendimentos
mensais de 2015, uma carteira formada no inicio de 2016, geraria ao final deste ano um
rendimento de 1,455458%. E um rendimento inferior ao esperado pela otimizacéo, que foi de
2,202072%. Entretanto, representa um rendimento positivo e ndo um prejuizo.

Para analisar se houve alteracdo com o risco da carteira, a tabela de variancia e

covariancia entre os cinco ativos trabalhados, representada a seguir, é bastante utilizada.

Tabela 13 — Variancia e Covariancia entre os Ativos

ABEV3 EMBR3 PETR4 LREN3 RADL3
ABEV3 0,0020
EMBR3 -0,0025 0,0110

PETR4 0,0032 -0,0047 0,0562
LREN3 0,0014 -0,0016 0,0127 0,0084
RADL3 0,0019 -0,0007 0,0042 0,0044 0,0069

O Excel [11] calculou, novamente através do Solver, um risco de 363,5192% para
esta nova carteira, um valor bastante elevado e maior que o da carteira formada com dados do
ano de 2015, onde o risco foi definido em 229,7307%.

Por tudo o que foi exposto até aqui, é possivel chegar a conclusdo de que o retorno
foi menor que o esperado e o risco foi maior que o desejado. Isso se deve ao fato de que o
investimento em acdes é de alto risco, podendo sofrer alteragbes imensas de um ano para o
outro, sem contar a crise politica e econdmica enfrentado pelo Brasil nos anos de 2015 e

2016. Além disso, o retorno obtido foi bem menor que a poupanga que rende cerca de 6%
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ano. Pode-se perceber que no ano de 2015 e 2016 era mais vantajoso investir em renda fixa,

como os especialistas da area da Economia sugeriram, assim como apresentado na sec¢éo 9.1.
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11 CONCLUSOES

Formar uma carteira de investimento composta por acdes negociadas na BOVESPA,
a primeira vista parece uma ideia muito convidativa. Os altos retornos mensais muitas vezes
camuflam entre si riscos menores. Riscos que, na pratica, podem representar um prejuizo

maior que o lucro obtido com uma taxa de retorno mais alta.

Investir o capital no mercado de agBes € um investimento de altissimo risco, pois
nunca € possivel ter certeza de como o mercado reagird a infortinios como um desastre
ambiental. Por exemplo, como o que ocorreu em Mariana-MG, em novembro de 2015,
provocado pela Samarco, empresa também controlada pela VALE, cujo ativo foi analisado
neste trabalho.

Desta forma, um ativo que é rentavel e seguro em um ano, no outro pode ndo ser e
vice versa, devido a inumeros fatores. Por exemplo, de acordo com a Tabela 1 (com dados de
2015), o ativo PETR4 teve rendimentos mensais significativamente baixos, gerando grande
prejuizo, porém de acordo com a Tabela 11 (com dados de 2016), observa-se que teve

rendimentos mensais significativamente altos, o que propiciou um alto lucro.

Com os dados do ano de 2015, viu-se na Tabela 5, que os ativos mais seguros para
formar uma carteira de investimento composta por cinco ativos eram: AMBEV (ABEV3),
EMBRAER (EMBR3), PETROBRAS (PETR4), LOJAS RENNER (LREN3) e RAIA
DROGASIL (RADL3). Entretanto, ao observar os valores das correlaces entre os dez ativos
dos quais os cinco anteriores foram selecionados, é possivel ver que em 2016 houve uma

mudanca neste cenario.

Nota-se que 0s investimentos mais seguros em 2016 (0s que apresentaram
correlagcBes entre si mais proximas de -1) foram: AMBEV (ABEV3), CIELO (CIEL3),
EMBRAER (EMBR3), WALT DISNEY (DISB34), LOJAS RENNER (LREN3) e RAIA

DROGASIL (RADL3). O que geraria outra carteira de investimento, com outra modelagem.

Além disso, a se¢do 10.5 mostrou que os valores otimizados baseados nos dados de
2015, obtiveram um resultado positivo, porem menor que a renda fixa poupanca, por
exemplo, sugerindo que este periodo talvez ndo fosse 0 mais vantajoso para investir numa

carteira de agdes, assim como afirmavam os especialistas.



81

Todavia, deve-se levar em conta, como dito ja anteriormente, que ndo € possivel
construir um modelo de carteira 6tima, pois cada uma delas é formada para um tipo de perfil
de investidor especifico. Desta forma, observa-se que a formacéo de um portfélio, bem como

sua modelagem, € algo extremamente subjetivo.

Por fim, investir em uma carteira aces pode ser vantajoso para aqueles que tém a
perspicéacia de saber dar os passos certos. Todo o estudo matematico presente neste trabalho
serve para que este fim seja alcancado. A Matematica ndo garante na pratica a rentabilidade
dada em seus resultados, porém direciona o investidor para o horizonte que almeja,

minimizando possiveis resultados indesejaveis ou catastroficos.
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APENDICE A

No intuito de facilitar a compreensdo do leitor acerca do trabalho de pesquisa
realizado até aqui, apresenta-se neste apéndice uma sintese da algebra associada as matrizes e
sua utilizacdo no processo de resolucdo de problemas envolvendo sistemas lineares e da
pesquisa operacional de modo geral.

A intencdo é facilitar o entendimento dos leitores que pouco conhecem desse assunto

ou que o estudaram a um tempo suficiente para que alguns detalhes devam ser relembrados.

Inicialmente, recorda-se que é possivel multiplicar duas matrizes A e B se, e somente

se, 0 numero de colunas de A for igual ao nimero de linhas de B.

Definigdo A.1 Seja A uma matriz n X m e B uma matriz m X p. A matriz produto de A e B,

indicada por AB, € uma matriz C, da forma n X p, cujas entradas c;; sdo

m
Cl] = Z alkbk] = ailblj + aiZij + -4 almbm]’
k=1
paratodoi =1,2,..,nej=1,2,..,p [13]. =
Exemplo A.1 Seja [13]
3 2
A:[—21 é (z)]eB: -1 1]-
6 4

Entdo

AB = 2(3) + 1(—-1) + 0(6) 22)+1(1))+04) ] _ [2 g]

S -13)+3(-1D+2(6) —1(2)+3(1) +2(4)
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Definicdo A.2 Seja A e B duas matrizes tal que o produto AB entre elas é possivel. Ndo ha

garantia de que o produto BA também seja possivel e caso seja, de modo geral, AB # BA. m

Definicdo A.3 Uma matriz quadrada tem o mesmo numero de linhas e colunas. Uma matriz
diagonal é uma matriz quadrada D = (d;;), com (dij) = 0 sempre que i # j. A matriz

identidade de ordem n, I, = (&ij), € uma matriz diagonal com entradas

5 = {1, sei =],
U |0,sei #j.
Quando o tamanho de I,,esta claro, essa matriz é geralmente identificada como I [13]. ]

Definicdo A.4 Uma matriz n Xn triangular superior U = (u;;) tem, para cada

j=1,2,..,n, as entradas
u;; = 0,paratodoi =j+1,j +2,..,n;

e uma matriz triangular inferior L = (l;;) tem, para cada j = 1,2, ..., n, as entradas

lij =0,paratodoi =1,2,...,j — 1[13]. |
Definicdo A.5 A matriz identidade I,, ¢ comutativa com qualquer matriz 4,,,,. L0ogo,

I,A=A=Al,. n

Definicdo A.6 Uma matriz A,,.,, € chamada ndo singular (ou invertivel) se existe uma matriz
Al o tal que AA™1 = A71A = I. A matriz A~ é chamada inversa da matriz A. Uma matriz

sem inversa é chamada singular (ou ndo invertivel) [13]. |

Um método para calcular a inversa de uma matriz A, ., consiste em formar uma

matriz estendida colocando a matriz I,, a direita de A, da seguinte forma:
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[A : 1]

Se através do escalonamento, obtém-se uma matriz identidade a esquerda, entdo a

matriz situada a direita é ndo singular, sendo o inverso da matriz A, dado por A1
1 : 471l

Se o inverso (A™1) da matriz A,,», for definido, pode-se resolver um sistema linear

na forma Ax = b da seguinte forma:

A™1(Ax) = A~ 1b
(A~ A)x = A~1b
Lx=A"1b
x=A"1b,

sendox = A~'b a solugio Gnica do sistema. E importante ressaltar que ao calcular
diretamente x na busca pela resolugcdo, em geral ndo é o método mais eficiente.

Apesar de esta ser uma maneira relativamente facil de resolver um sistema linear na
forma Ax = b com A~ conhecido, este ndo é o método mais vantajoso computacionalmente,
visto que para a determinagdo de A~1, da maneira descrita anteriormente, é dispensado um

elevado custo.

Teorema A.1 Para toda matriz A,,«, ndo singular [13]:
a. A~ éUnica.
b. A™1éndosingulare (47171 = A.
c. Se B também € uma matriz ndo singular n x n, entdo
(AB)"' =B~1A7L n

Definicdo A.7 A transposta de uma matriz A, xm, 4 = (al-j), é a matriz A%,,,, onde para
cada i, a i-ésima coluna de A" é igual a i-ésima linha de 4, isto é, A* = (a;;). Uma matriz

quadrada é chamada de simétrica se A = A* [13]. [ ]
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Teorema A.2 As seguintes operacdes envolvendo a transposta de uma matriz sdo validas

sempre que a operacao é possivel [13]:

a.

b.

C.

(A%t = 4,
(A+B)t = A" + B,
(4B)t = B*A,

d. Se A™1existe, entdo (A7)t = (AH) L. n

O determinante de uma matriz oferece resultados de existéncia e unicidade para

sistemas lineares que possuem o mesmo numero de equagles e incgnitas. Desta forma,

supondo que uma matriz denotada por A, seja quadrada, seu determinante é definido como

det A ou |A].
Definicéo A.8
a. Se A = [a] éumamatriz1 x 1, entdo detA4 = a.
b. Se A & uma matriz nXn, o menor M;; € o determinante da submatriz
(n—1) x (n—1) de A obtida eliminando-se a i-ésima linha e a j-ésima coluna da
matriz A.
c. O cofator 4;; associado com M;; € definido por A;; = (—1)"*/M;;.
d. O determinante de uma matriz A,,.,,, quando n > 1, é dado tanto por

n n
detd = Z al-jAl-j = Z(_l)H-]aUMU'L = 1, 2, e, n,
j=1 j=1
cOmo por

n n
detd = Z al-jAl-j = Z(—l)”]auMU,] =12,..,n [13] ]
i=1 i=1

L=

Teorema A.3 Suponha que A seja uma matriz n X n:

a.
b.

C.

Se qualquer linha ou coluna de A tem apenas entradas iguais a zero, entdo det A = 0.
Se A tem duas linhas ou colunas iguais, entdo det A = 0.

Se A é obtido de A pela operagéo (E;) « (E;), com i # j, entdo det A = — det A.

Se A ¢ obtido de A pela operagdo (AE;) — (E;), entdo det A = A det A.

Se A é obtido de A pela operagéo (E; + AE;) — (E;), com i # j, entdo det 4 = det 4.

Se B também é uma matriz de n X n, entdo det AB = det A detB.
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det At = det A.
Quando A~ existe, det A~ = (detA)™L.

i. A éndo singular se, e somente se, det A # 0.

j. Se A é uma matriz triangular superior, diagonal ou triangular inferior, entdo
detA =[]i-, a;; [13]. |

Teorema A.4 As seguintes afirmacdes séo equivalentes para qualquer matriz A, xn:
a. Aequacdo Ax = 0 tem a solugéo unica x = 0.
b. O sistema Ax = b tem uma Unica solucdo para qualquer vetor b n-dimensional em
coluna.
c. A matriz A é ndo singular; isto é, A~1 existe.
d. detd # 0.
e. A eliminacdo de Gauss com intercdmbio de linhas pode ser executada no sistema

Ax = b para qualquer vetor b n-dimensional em coluna [13]. ]

A eliminacdo de Gauss é um método bastante utilizado para resolucdo de sistemas
lineares de forma direta, sendo até mesmo empregado em outros métodos de resolucdo. Por
exemplo, para resolver um sistema da forma Ax = b, faz-se o uso da eliminacdo de Gauss a
fim de fatorar a matriz A em outras duas matrizes: L, uma matriz triangular inferior e, U, uma

matriz triangular superior, de forma que A correspondaa LU, isto é, A = LU.

A vantagem em resolver o sistema linear da forma Ax = b utilizando a fatoragdo
citada anteriormente, encontra-se no custo computacional, que é muito menor se comparado a

quando o sistema € resolvido unicamente pela eliminacao de Gauss.

Sabendo que a matriz A do sistema linear Ax = b seré fatorado de forma que sera

transformada em
LUx = b,

inicialmente, deve-se considerar

e resolver o sistema
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Ly=5»b

para y. Em seguida, j& com o valor de y, é facil resolver Ux = y, encontrando o valor de x,

que nada mais é que a resolucédo do sistema linear Ax = b proposto inicialmente.

O primeiro passo para fatorar uma matriz A em LU é realizar a eliminacdo de Gauss
sem intercambio de linhas na matriz A de forma que torne-se uma matriz triangular superior,

que é denotada por U. Para tanto, deve-se realizar, para cada j = 2,3, ..., n as operagoes

)
(B = mj1E;) > (), onde m; y = =5 [13].
11

Essas operacfes transformam o sistema em outro no qual todas as entradas na
primeira coluna abaixo da diagonal principal sdo iguais a zero. Este processo deve ser

realizado até que a matriz inicial se transforme em uma matriz triangular superior.

A matriz L serd triangular inferior, complementar a U e com todos os elementos da
diagonal valendo 1. Os elementos abaixo da diagonal serdo os multiplicadores utilizados na
eliminacdo Gaussiana para transformar o sistema linear Ax = b num sistema triangular
superior. Desta forma, os valores da primeira coluna serdo os multiplicadores da primeira
iteracdo, os valores da segunda coluna serdo os multiplicadores da segunda iteracdo e assim

por diante.

Teorema A.5 Se a eliminacdo de Gauss pode ser executada no sistema linear Ax = b sem
intercdmbio de linhas, entdo a matriz A pode ser fatorada no produto de uma matriz triangular
inferior L e uma matriz triangular superior U [13],

A=1LU,
® /O

onde my; = a;;"/a;;",
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) ©
W B [ -
v=[0 a 1 apleL=|T2 1 o i .
| : : an—l,n : ) 0
| 0 0 o | Mpy o+ Man-1 1
cee ann

Exemplo A.2 Considere o sistema linear

X1+ x5 +3x4 = 4,
2x1 +x; — X3+ x4 =1,
3X1 — Xy — X3 + 2x4 = =3,
—X1 + 2x5 + 3x3 — x4 = 4.

Ao fazer a eliminacdo de Gauss a fim de converter o sistema para um sistema triangular
superior, num primeiro momento, realizando a sequéncia de operagbes (E, — 2E;) — (E3),
(Es — 3Ey) = (E3), (E4 — (—1)E;) - (E,), obtém-se o seguinte sistema:

X1+ xy +3x4 =4,
—Xy — X3 — 5%, = =7,
—4x, — x3 — 7x, = —15,
3x, + 3x3 + 2x4 = 8.

Em seguida, através das operacbes (E; —4E;) = (E3), (E4 — (—=3)E;) = (E,), 0 sistema

torna-se triangular superior, dado a seguir:

x1+x2+3x4=4‘,

—X; — X3 — SX4 = _7,
3X3 + 13.X4, = 13,
_13.X4, = —13.

Os multiplicadores m;; e a matriz triangular superior produzem a fatoracao
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1 1 0 3 1 0 001 1 0 3
2 1 -1 1 2 1 0 ollo -1 -1 -5]|_

A=l3 1 1 2 3 4 1 0|lo o 3 13]|=LU
1 2 3 -1 lb1 23 0 dlo 0o o -13

Essa fatoragdo permite resolver facilmente qualquer sistema envolvendo a matriz A.

Resolvendo
1 0O 0 O01r1 1 0 3 X1 4
_ _12 1 0 0|0 -1 -1 =5{|[>f_1|1
Ac=LUx=13 4 1 ollo o 3 13[|x|T|-3
-1 -3 0 14Lo o0 0 —131Lxy 4

inicialmente introduz-se a substituicdo y = Ux. Entdo faz-se Ly = b, isto ¢,

1 0 0 0111 4
12 1 0 ol |1

Lux=Ly=13 4 1 oflys|=|=3]
1 =3 o byl L4

Esse sistema é resolvido para y por um processo de substituicdo retroativa simples, gerando

0s seguintes resultados: y; = 4,y, = —7,y; = 13 ey, = —13.

Entdo resolve-se Ux = y para x, 0 que € a solucdo do sistema original, isto €,

1 1 0 37m™ 4
0 -1 -1 —5||x2|_]|-7
0 0 3 13||x|T|13]
0 0 o0 -13lxd L3

Utilizando a substituicdo retroativa simples, obtém-se x, =1, x3 =0, x, =2 e x; = —1
[13]. [
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A seguir sera tratado sobre duas classes de matrizes (estritamente dominante em
diagonal e definida positiva) para as quais a eliminacdo de Gauss pode ser executada

eficazmente sem intercambio de linhas [13].

Definicdo A.9 A matriz A,,»,, € chamada de estritamente dominante em diagonal quando

n
la;;| > Z'aij|
J=1

J#i
é validoparacadai = 1,2,...,n [13]. [ ]
Exemplo A.3 Considere as matrizes
7 2 0 6 4 =3
A=1|3 5 —1] eB=14 -2 0 ]
0 5 -6 -3 0 1

A matriz ndo simétrica A € estritamente dominante em diagonal ja que |7| > |2]| + |0],
|5 > 3|+ | — 1] e |—6] > |0] + |5|. A matriz simétrica B ndo é estritamente dominante em
diagonal porque, por exemplo, na primeira linha o valor absoluto do elemento da diagonal é
|6] < |4] + |—3| = 7. E interessante notar que A’ ndo é estritamente dominante em diagonal,

assim Bt também ndo é [13]. n

Teorema A.6 Uma matriz A estritamente dominante em diagonal é ndo singular. Mais que
ISS0, nesse caso, a eliminagdo gaussiana pode ser executada em qualquer sistema linear da
forma Ax = b para obter sua Unica solugdo sem troca de colunas ou linhas, e os célculos serdo

estaveis com respeito ao crescimento dos erros de arredondamento [13]. ]
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Definicdo A.10 Uma matriz A é definida positiva se ela é simétrica e se x‘!Ax > 0 para todo

vetor n-dimensional x # 0 [13]. ]

A matriz 1 x 1 gerada pela operacdo x‘Ax tem um valor positivo para sua Unica

entrada, ja que a operacdo é executada como se segue [13]:

aj;r Az 7 Y
a a o Qon||x
xPAX =[x, Xp, s X ]| 28 22 : z
X
an1 Qdpz -+ Appn n
n .
2.,
j=1
2, »
a,iX;
= [x1, X2, v, X ] =1 7T = zzaijxi X |-
: i=1 j=1
n
J=1 a
Exemplo A.4 A matriz
2 -1 0
A=|-1 2 -1
0o -1 2

é definida positiva, para a suposi¢do de que x € qualquer vetor tridimensional de coluna.

Entdo

2 =1 01[*

xPAx =[x, x5, x3]|-1 2 —=1]|*2
0 -1 2I1Ix3

2X1 — Xy

—x1 + 2x2 - X3
—X, + 2x3

= [x9, %, xs]

= 2x% — 2x1x, + 2x3 — 2x,x5 + 2x2.
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Rearranjando os termos, tem-se

xtAx = xF + (xf — 2x1%5 + x5) + (x5 — 2x,%5 + x5) + x5

=xf 4+ (21 —x2)% + (xy — x3)* + x5

x2 4+ (x; —x)% + (x, — x3)% + x2 >0,

amenos que x; = x, = x5 = 0 [13]. |

Teorema A.7 Se a matriz A € uma matriz definida positiva n x n, entdo

a.
b.
C.
d.

A é ndo singular;
a; > 0,paracadai =1,2,..,n;
méxlsk,jsnlakjl < maxyci<nlail;

(a;;)* < aya;;, paracada i # j.

Porém, uma matriz, ainda que satisfaca as condi¢bes anteriores, nem sempre € definida

positiva [13]. [ ]

Defini¢do A.11 Uma submatriz condutora principal de uma matriz A € uma matriz da forma

aiq ai, alk
a a o Qg
A= |70 - |
Qg1 Qg2 -0 Qg
paratodo 1 < k < n [13]. ]

Teorema A.8 Uma matriz simétrica A é definida positiva se, e somente se, cada uma de suas

matrizes condutoras principais tem um determinante positivo [13]. ]
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Exemplo A.5 No exemplo 4 utilizou-se a definigdo para mostrar que a matriz simétrica

é definida positiva. Para confirmar esse fato utilizando o Teorema 8, faz-se [13]:

detA; =det[2] =2 >0,

2 -1,
detAz—det[_1 2]_4 1=3>0
(5]
2 -1 0
detA3=det[—1 2 —1]=2det[_21 _21]—(—1)det[_01 —21]
0o -1 2
=24-1D+(-2+0)=4>0. =

Teorema A.9 A matriz simétrica A sera definida positiva se, e somente se, a eliminacdo de
Gauss sem intercambio de linhas puder ser executada no sistema linear Ax = b com todos 0s
elementos pivés positivos. Mais ainda, nesse caso, 0s calculos sdo estaveis em relacdo ao

crescimento do erro de arredondamento [13]. |

Corolario A.1 A matriz A sera definida positiva se, e somente se, A puder ser fatorada no
formato LDL!, onde L é a triangular inferior com valores 1 em sua diagonal, e D é uma matriz

diagonal com entradas diagonais positivas [13]. [ ]

Corolario A.2 A matriz A sera definida positiva se, e somente se, A puder ser fatorada na

forma LL', onde L € a triangular inferior com entradas diagonais diferentes de zero [13]. |

Corolério A.3 Seja A uma matriz simétrica n X n para a qual a eliminacdo de Gauss pode ser
aplicada sem intercambio de linhas. Entdo A pode ser fatorada em LDL!, onde L é a triangular
. . . , . . 1

inferior com valores 1 em sua diagonal, e D € a matriz diagonal com a§1>, ...,aﬁl’,‘l) em sua

diagonal [13]. ]
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Exemplo A.6 A matriz [13]

4 -1 1
A=|-1 4,25 2,75]
1 2,75 35

é definida positiva. A fatoracdo LDL" de A é
1 0 0114 0 01 -0,25 0,25
A=LDL' =|-0,25 1 0[{10 4 offo 1 0,75},
025 0,75 1llo o 1llo 0 1

e 0 Algoritmo de Choleski produz a fatoracéo

2 —-05 0,5
A=LLf=|o0 2 15| n
0 0 1

A base para a iniciacdo do estudo de pesquisa operacional € o conhecimento a cerca
das maneiras de resolucao de sistemas de equacdes lineares.
Um sistema de equacdes lineares m X n composto por m equacdes e n variaveis €

representado da seguinte forma:

ai1xX1 + A12X2 + -+ alnxn = b1

alel + azzxz + -+ aann = bz
aAm1X1 + Ayp2Xo + -+ AmnXn = bm,
que representada na forma de uma matriz aumentada (matriz completa ou matriz ampliada),

isto ¢, aquela que contém tanto os coeficientes (a;;,1<i<m,1<j<n) e 0s termos

independentes (b;, 1 < i < m) do sistema, tem a seguinte configuracéo:
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ai; Q12 Qg b,
az1 Q22 *° ayy b,
aml amZ o amn bm

De forma mais generalizada, a matriz anterior pode ser interpretada como Ax = b,
onde A é a matriz dos coeficientes do sistema, x é a representacdo das varidveis
correspondentes a cada um dos coeficientes e b é a matriz dos termos independentes do
sistema.

Além disso, no que diz respeito a resolucdo, ha uma unica solucdo (quando o sistema
é possivel e determinado), nenhuma solucdo (quando o sistema € impossivel) ou infinitas
solucgdes (quando o universo € R™ e o sistema € possivel e indeterminado).

No caso em que o sistema é possivel e determinado, ou seja, apresenta uma Unica

solucdo, ndo ha problema de otimizacdo a ser resolvido, ja que a solugdo é Unica.

Definicdo A.12 Uma matriz A,,x, tem posto completo por linhas se o conjunto das m linhas

de A for linearmente independente. Denota-se posto(A) = m, sendo m < n [14]. [ ]

Para identificar a dependéncia linear de uma matriz, basta realizar a eliminacéo
Gaussiana (escalonamento por linhas). Se pelo menos uma das linhas for nula, entdo a matriz

é linearmente dependente.

Nos casos de sistemas na forma escalonada com posto completo por linhas, m
variaveis tém suas colunas como matriz identidade, de forma que o numero de varidveis
independentes (grau de liberdade) é n—m. E importante ressaltar que numa matriz
escalonada, as variaveis associadas as colunas ndo pivds sdo chamadas varidveis
independentes, podendo assumir quaisquer valores, ja as variaveis associadas as colunas pivos

sdo denominadas variaveis dependentes.



