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Resumo

Este trabalho objetiva estudar as curvas planas por meio de uma introducdo a geometria
diferencial, além de associa-los a limagon de Pascal. A escolha deste tema ocorreu durante
a busca por um assunto diferenciado daqueles vistos na graduacdo, mas que tratasse da
Algebra Linear que é uma disciplina de interesse. Encontramos entdo um tema que, além de
usar a Algebra Linear, também une contetidos como o Calculo e a Geometria. Utilizamos a
obra de Tenenblat (2008) como principal bibliografia ao se tratar da introdugdo a Geometria
Diferencial em R2, mas também foram utilizadas outras pesquisas com énfase neste tema e
a limacon de Pascal que nos deram suporte para o desenvolvimento deste trabalho. A
Geometria Diferencial ¢ uma ciéncia da matematica aplicada que se iniciou na Antiguidade
e nos permitiu realizar o estudo introdutorio das curvas planas. Expomos 0s assuntos que se
remetem as curvas parametrizadas planas: caracteristicas e propriedades, elementos
geométricos que as compdem e o estudo local das curvas. E por fim, vinculamos também os
conteudos estudados a limagon de Pascal com dois casos especificos desta: a circunferéncia
e a cardioide, atendendo nosso objetivo geral.

Palavras-chave: Curvas planas, geometria diferencial, limagon de Pascal.



Abstract

This work aims to study the plane curves by means of an introduction to the differential
geometry, besides associating them with the Pascal’s limagon. This theme choice occurred
during searching for differentiated subject from those seen at the undergraduate level, but
which dealt with Linear Algebra which is an interest subject. We find a theme that, in
addition to using Linear Algebra, also links contents such as Calculus and Geometry. We
use Tenenblat (2008) work as the main bibliography when it comes to the introduction to
Differential Geometry in IR2, but also other researches with emphasis in this subject and
Pascal’s limacon that gave us support for the development of this work. Differential
Geometry is an applied mathematics science that began in antiquity and allowed us to
perform the introductory study of flat curves. We present the subjects that refer to the
parameterized flat curves: characteristics and properties, geometric elements that compose
them and the local curves study of. And finally, we also link the contents studied to Pascal's
limacon with two specific cases of this: circle and cardioid, achieving our general objective.

Keywords: flat curves, differential geometry, Pascal’s “limagon”.
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Introducao e Objetivo

O assunto abordado neste Trabalho de Conclusdo de Curso consiste na Geometria
Diferencial Plana, motivado na busca de um tema diferente aos vistos na graduacdo, mas
que estivesse ligado a Algebra Linear que é uma disciplina estimada por mim. Assim,
encontramos a Geometria Diferencial, por sugestdo do orientador, que aléem de envolver a
Algebra Linear, também trata de outros contetidos, como o Calculo Diferencial e Integral e
a Geometria Plana. Como a Geometria Diferencial ndo pertence ao curriculo da
Universidade Federal de Sao Carlos e a maioria das bibliografias encontradas sdo de carater
mais formal e elaborada, foram necessarios muitos estudos e, por esse motivo, optamos por
um trabalho de categoria introdutéria. O desenvolvimento da teoria é construido,
principalmente, com base na obra de Tenenblat (2008) e realizamos diversas pesquisas para
obter o maximo de conhecimento para dar suporte ao desenvolvimento deste trabalho.

Segundo Coimbra (2008) no que se refere a geometria diferencial, que se sustenta no
estudo da geometria com o auxilio do célculo diferencial e integral, entende-se que seus
estudos foram iniciados na Antiguidade, com ideias primérias, provenientes das obras de
Euclides, Arquimedes de Siracusa e Apolonio de Perga. No entanto, os aspectos da
Geometria Diferencial que conhecemos hoje tiveram inicio com Carl Gauss e Riemann, com
suas respectivas obras do século XIX: “Disquisitiones generales circa superficies curva
(1828)” e “As hipdteses sobre as quais se baseiam os fundamentos da geometria (1854) .

O trabalho de Benetti (2009) aborda a teoria local das curvas, um dos temas classicos
presente na geometria diferencial, com o intuito de desenvolver um material de estudo que
se torne uma fonte de pesquisa. Discute a importancia do triedro de Frenet para o
desenvolvimento da teoria local das curvas até determinar por completo a forma de uma
curva.

Miyasaki (2017) apresenta tratamento diferente a Geometria Diferencial quando utiliza
o software GeoGebra para estudar curvas planas. Considera esse programa uma rica
ferramenta no ensino e aprendizagem da matematica. Aborda temas que incluem as curvas
planas parametrizadas até o estudo do referencial de Frenet, fazendo do GeoGebra um
importante meio de visualizacao.

O objetivo geral deste trabalho consiste no estudo introdutério da Geometria

Diferencial, assim como conectar os conceitos vistos a limagon de Pascal e dois casos
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especiais. A escolha desta curva se deu durante as pesquisas por acharmos interessantes e
conseguir liga-la a Geometria Diferencial.

Obijetivos especificos do nosso trabalho:

e Desenvolver o conceito de curvas parametrizadas;

e Caracterizar as curvas conforme os conceitos da geometria diferencial;

e Estudar a introducdo a teoria local das curvas a partir do referencial de Frenet;

e Estudar acurva limacon de Pascal e seus dois casos especificos: a circunferéncia
e a cardioide.

Como forma de organizagdo, dividimos essa proposta em cinco, sem contar com a
Introducdo e Objetivo. Para melhor compreensdo deste trabalho, consideramos que o leitor
tenha prévio conhecimento a respeito da Geometria Plana Euclidiana, do Céalculo Diferencial
e Integral e da Algebra Linear.

No primeiro capitulo escrevemos sobre Gaspard Monge, o pai da Geometria Diferencial,
e suas contribuicdes.

No segundo capitulo, apresentamos as curvas parametrizadas, assim como as curvas
parametrizadas diferenciais que constituem a base para o desenvolvimento dos demais
assuntos.

No capitulo trés, mostramos continuidade das curvas parametrizadas diferenciais; e
quando dissertamos sobre as curvas regulares, estudamos a obtencdo de curvas com mesmo
traco e a medida do seu arco.

No quarto capitulo, analisamos a teoria local das curvas a partir de seus componentes
geométricos para desenvolver o referencial de Frenet e entendermos o que é curvatura. Com
0 intuito de finalizar o estudo das curvas em R?, enunciamos 0 Teorema Fundamental das
curvas planas.

Dedicamos o ultimo capitulo para vincular os conceitos anteriormente estudados a curva
limacon de Pascal da qual selecionamos e apresentamos dois casos especificos para

trabalhar.



13

1. Gaspard Monge: Breve Historia

Gaspard Monge (Beaune, 9 de maio de 1746 — Paris, 28 de julho de 1818) iniciou seus
estudos na Oratorian College em Beaune, sua cidade de origem, considerada uma educagéo
mais liberal comparada as outras escolas religiosas. Aos 16 anos, continuou seus estudos em
Lyon e aos 17 anos tornou-se responsavel por ministrar o curso de Fisica.

No ano de 1765, Monge foi nomeado desenhista na Ecole Royale du Génie em Méziéres,
ocupacdo na qual ndo era possivel colocar em pratica seus conhecimentos matematicos. Ele
continuou desenvolvendo as ideias sobre a geometria, em tempo livre. Seus conhecimentos
foram sendo reconhecidos quando, um ano apos se tornar desenhista, elaborou técnicas para
um plano de fortificacdo de impedimento ao inimigo.

Em 1768, Monge foi eleito para Académie des Sciences e se tornou professor de
hidrodinamica no Louvre, deixando, assim, a Ecole de onde escreveu uma publicacio sobre
as evolucdes das curvas de dupla curvatura.

Em 1769, sucedeu o professor de matematica Bossut da Ecole Royale du Génie. Em
1770, ele recebeu um cargo adicional como instrutor de fisica experimental. Esse novo cargo
foi considerado uma boa conquista, porém seu interesse ainda estava voltado na matematica.

Monge teve mérito na Académie pela generalizacdo do calculo de varia¢bes, geometria
infinitesimal, a teoria de equac0es diferenciais parciais e combinatéria. Além disso, escreveu
muitos artigos para a academia sobre equacges diferenciais no ponto de vista geométrico.
Seu interesse se expandiu também para a fisica e a quimica.

Em 1780, teve menos tempo para se dedicar & Ecole em Méziéres, uma vez que se tornou
geografo na Académie des Sciences de Paris. Sendo assim, renunciou a seu cargo em
Meéziéres, em 1784, quando se tornou examinador de cadetes navais.

Com a Revolugéo Francesa, o curso da sua vida teve certas mudangas. Em 1792, a
monarquia foi abolida na Franca e a republica foi declarada e Monge se tornou Ministro da
Marinha no governo pela Convencao Nacional, cargo a que renunciou apds um ano.

Em 1794, participou da criacio da Ecole Centrale des Travauxs Publics e foi nomeado
para lecionar geometria descritiva treinando futuros professores da escola. Suas palestras
sobre geometria infinitesimal originaram sua obra: “Application of [’'analyse a la
géométrie”. A Ecole Normale foi criada também com o intuito de formar professores, na

qual Monge também lecionou geometria descritiva.
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De 1796 a 1797, Monge esteve na Italia em uma comissao para selecionar os melhores
tesouros de arte para 0s conquistadores e trazé-los para a Franga; foi quando se tornou amigo
de Napoledo Bonaparte.

De volta a Paris, Monge foi nomeado diretor da Ecole Polytechnique e, no ano seguinte,
retornou a Itélia envolvido na criagdo da Republica de Roma com um projeto para escolas
avancadas.

Em maio de 1798, juntou-se a forca expedicionaria de Napoledo rumo ao Egito e a Siria.
Durante os tempos dificeis ao lado de Napoledo, Monge continuou aperfeicoando sua obra
“Application of I’analyse a la géométrie” .

Napoledo abandonou seu exército e retornou a Paris em 1799, quando deteve o poder
absoluto na Franca. Ao retornar, Monge assumiu, novamente, o cargo de diretor da Ecole
Polytechnique, quando descobriu que seu livro “Géométrie descriptive” havia sido
publicado por sua esposa.

Durante o estabelecimento do Consulado na Franca, Napoledo nomeou Monge como
senador vitalicio. Nos anos seguintes, Monge continuou uma série de atividades mantendo
0 interesse pela pesquisa em matematica.

A partir de 1809, desistiu do seu cargo na Ecole Polytechnique, quando sua sadde
comegou a piorar.

Depois que Napole&o foi derrotado em Waterloo, Monge continuou a vé-lo, mas retornou
a Paris em marco de 1816. A partir de entdo, sua vida foi se tornando dificil, assediaram-no
politicamente e sua vida foi continuamente ameacada até sua morte.

Gaspard Monge €é considerado o pai da Geometria Diferencial devido a sua obra
“Application de l'analyse a la géométrie” onde introduziu o conceito de linhas de curvatura
de uma superficie no espaco tridimensional, desenvolveu um método geral de aplicacdo de
geometria para problemas de construcdo e introduziu dois planos de projecdo

perpendiculares entre si para a descri¢do grafica de objetos sélidos.
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2. Curvas

2.1 Pré-requisitos

Inicialmente, apresentaremos alguns resultados, sustentados no livro de Guidorizzi
(2007), que sdo pré-requisitos e nos dardo suporte para garantir o entendimento de conteiidos
posteriormente apresentados. Utilizaremos também contetidos sobre a Algebra Linear e a

Geometria Plana.

Definicdo 2.1. Sejam F:AcR—>R? e t,eA. F € continua em

ty<> limF () = F(t,) -

Definicéo 2.2. Sejam F:A—R2? e t, € A. Definimos a derivada de F em t,por

9F @) = tim FO=F ).
dt

> t—t,
Se F admite derivada em t,, entdo dizemos que F é diferenciavel em t;.
Teorema 2.1. F é diferenciavel em t;entdo F € continuaem t;.
Teorema 2.2. Seja F:AcR —R?, tal que F(t)=(x(t), y(t)). Entdo, F(t) é
diferenciavel se, e somente se x(t) e y(t) séo diferenciaveis.

As demonstracdes desses dois teoremas podem ser encontradas em Guidorizzi
(2007).

Exemplo 2.1. Seja F(t) = (sen(3t), eY).

Sendo x(t) =sen(3t) e y(t)=e", temos que x'(t) =3cos(3t) e y'(t) =2te".

Assim, pelo Teorema 2.2., concluimos que F(t) € diferenciavel e

F'(t) = (3cos(3t), 2te").

Definic&o 2.3. A aplicagdo F : A— R2 éditade classe C*, k=0, 1, 2,..., se F possui
derivadas até a ordem k e F® for continua em todo dominio.

Exemplo 2.2. Seja F: Ac R — R?, tal que F(t) =(sen(t), cos(t)). Sabemos que as

fungdes sen(t) e cos(t) sdo diferenciaveis em todas as ordens em R e sdo continuas. Dessa
forma, pelo Teorema 2.2., F(t) também ¢é diferenciavel em todas as ordens em R e, entdo,

podemos concluir que esta funcdo é de classe C” .
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Definicdo 2.4. Sejam U e V conjuntos abertos de R" e a fungdo f :U —V uma
bijecdo. Dizemos que f é um difeomorfismose f e f ' sdo diferenciaveis.

Definicdo 2.5. Seja f:U —V . Dizemos que f é um isomorfismo se f é uma
aplicacdo linear bijetora.

Definicdo 2.6. Dizemos que a fungdo fé difeomorfismo de classe ck

(respectivamente C*)se f e f sdo de classe C* (respectivamente C*).

Os teoremas enunciados a seguir podem ser encontrados na obra de Tenenblat (2008),
assim como suas demonstracdes que nao serdo realizadas neste trabalho.

A seguir enunciaremos 0 Teorema da Fungéo Inversa usada para indicar que uma
curva é diferenciavel.

Teorema 2.3. Teorema da Funcéo Inversa

Seja uma aplicagdo F:AcR™ - R" diferenciavel de classe C* (respectivamente
C")e p, €A tal que oF,, € injetora. Entdo existe uma vizinhanga U de p,, contida em A,
tal que F(U) é aberto em R" e a restricdo de F a U é um difeomorfismo de classe C*, de U
sobre F(U).

Podemos analisar se oF, € injetora de diferentes maneiras. Como oF, ‘R" >R"¢
uma aplicagdo linear, entdo consideramos equivalentes: oF, ser injetora, a matriz jacobiana

de Fem p, ter posto n, o jacobiano de F em p, ser ndo nulo ou se oF, (w) =0, entdo w=0.

Os exemplos 3.1. e 3.2. foram retirados de Tezoto (2014).
Definicdo 2.7. Seja F:R" —>R"™ definida por um vetor de componentes
F:R" >R ,i=1,.., m Asderivadas parciais dessas fun¢des podem ser organizadas numa

matriz m x n, que € denominada matriz jacobiana. O jacobiano € dado pelo determinante da

matriz jacobiana.
Exemplo 2.3. Seja F:R2—>R? tal que F(x, y)=(e*cos(y), e’sen(y)),
mostraremos que F € localmente invertivel, ou seja, dado qualquer ponto x, € R?, entéo

existe uma vizinhanga V com x, €V , na qual a F € invertivel.

Pelo Teorema 2.3., verificamos que o jacobiano de F ndo se anula, V(x, y) eR?:
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d(e*cos(y)) d(e*cos(y))|

;| dx dy | _|e*cos(y) —e'sen(y)| _
" de'sen(y))  d(e'sen(y))| |e*sen(y) e*cos(y)
dx dy

=e* cos2(y) +e*sen2(y) =e* #0.
Exemplo 2.4. Consideremos F definida por
F(X, y)=(C-2XYy2 xX+Y).

No ponto x, =(1, —1), o jacobiano é dado por

d(x3-2xy? d(x3-2xYy?

3x2—-2y? —4xy

=3X2-2Yy2+4xy,
1 1 y y

F(xj ~ dx dy B
y d(x+y) d(x+Y)
dx dy

logo F(L, -1)=3(1)?-2(-1)?+4(@)(-1) =-3#0.

Como F é diferenciavel, concluimos, pelo Teorema da Funcgdo Inversa, que num
conjunto aberto contendo x, a fungdo tem uma inversa F.

Como consequéncia do Teorema 2.3., temos mais um resultado, o Teorema da
Funcéo Implicita.

Teorema 2.4. Teorema da Funcdo Implicita

Sejam uma funczo diferenciavel de classe C*, F:AcR™™ - R", e K, F, funcoes

coordenadas de F. Denotamos por X=(X;,...,X.), Y=(Yp,..., ¥,) € (X, ¥) =(Xee 0 X0 Yireear V)

os respectivos pontos de R", R™ e R™™. Fixados (a, b) e A e ceR" tal que F(a, b)=c,

se a matriz dada por %(a, b), com i, j=1,..., n, tem posto n (determinante diferente de
i

zero), entdo existe uma vizinhanca U de b em R™ e uma funcdo Unica G:U c R" > R",

diferenciavel de classe C*, tal que G(b)=a e F(G(y), y)=c¢, VyeU.

2.2 Curvas parametrizadas

A Geometria Diferencial Plana é um campo da matematica que estuda a teoria de
curvas a partir do Calculo Diferencial combinado com a Geometria em R2. Dessa forma,

para darmos continuidade ao trabalho, entenderemos o que séo curvas.
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Segundo Benetti (2009) todos possuem pelo menos uma ideia intuitiva sobre curva.
Podemos pensar, entdo, uma curva como um conjunto de pontos no plano e com dimenséo
igual a um. Assim, por exemplo, uma curva pode ser o grafico de uma funcéo real de uma
variavel ou a trajetéria de uma particula ao longo do plano num intervalo de tempo. Uma
parébola, uma circunferéncia, uma elipse ou um traco qualquer podem ser considerados uma
curva.

Muitas curvas como estas podem ser descritas por meio de equacdes cartesianas, ou
seja, no caso das curvas planas, tomando-se y como uma funcgéo de x, y = f(x), escrevendo-
se x como uma funcgéo de y, x = g(y), ou conhecendo a relagdo entre x e y que considera y
implicitamente como uma funcgéo de x, f(x, y) = 0 (Benetti, 2009). Por exemplo, uma reta
pode ser representada pela equacgdo cartesiana y = x.

Como a curva pode ter varios formatos, nem sempre conseguimos escrevé-la por
meio de uma equacdo cartesiana. Assim, podemos considerar curvas descritas por funcdes
vetoriais, isto é, a fungdo tem como dominio o conjunto dos nimeros reais e sua imagem é
um conjunto de vetores.

Vejamos a Figura 1, se considerarmos x; pertencente a um intervalo | que descreve

a forma, percebemos que nesta abscissa ha trés saidas ordenadas distintas, y;, y, € y5. E

certo que retas verticais cortam a curva em mais de um ponto.

Figura 1. Representacdo de uma curva qualquer.

¥zl
Yap-----1
¥Yaf-——---

L

Fonte: Autor

Deste modo, como as coordenadas da particula variam de acordo com o tempo
percorrido, conseguimos representar cada ponto (X, y) que determina a curva em funcéo de
uma terceira variavel, o tempo, t. Efetuamos, entdo, x = f (t) e y = g (t) que sdo denominadas
equacdes paramétricas e que reproduzem a curva parametrizada (x, y) = (f (t), g (1)).

Exemplo 2.5. Parametrizando a reta r.
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Figura 2. Parametrizacdo da reta.

/
‘0

Fonte: Autor

A Figura 2 nos d& suporte para indicar a parametrizacdo da reta r. Sejam o ponto

P,=(% o), tal que P,er, o vetor V =(a, b) e C= (x, y) 0 ponto a ser determinado. O vetor

V indica a direcdo da reta e também pode ser escrito relativo & base candnica como
v =ae +be,, emque ¢ =(1 0) e e,=(0,1). Deste modo, temos, para teR,
PC=tV =C-P=tV =C=P+tV =C=(X,Y,)+t(ab) =
=C=(x,+ta, y,+th).

Logo, chamando
X (t) = x, +at,

{y(t) =y, +at.
obtemos as equacdes paramétricas da reta.

Definicdo 2.8. Seja uma curva « parametrizada em que

a:1cR->R?

t—a(t)=(x(t), y(1).

Essa curva parametrizada ¢ diferenciavel quando x(t)e y(t) sdo diferenciaveis de

classe C”.

Denominamos t € | e a(t), respectivamente, parametro e traco da curva. O traco de
a éaimagem a(l)={a(t)|te I}.

Graficamente, podemos representar uma curva parametrizada diferenciavel do plano

da seguinte forma.

Figura 3. Curva parametrizada diferencivel o(t).
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Xa Xp

Fonte: Autor

A curva utilizada no exemplo a seguir foi encontrada em Tenenblat (2008).
Exemplo 2.6. Sejaaaplicagéo y:1 c R — R2 tal que y(t) =(t, |t|) , vamos verificar

se essa curva é diferenciavel de classe C”em R.
Sendo x(t) = t e y(t) = |t|, pelo Teorema 2.2. podemos verificar x(t) e y(t)

separadamente.
Para x(t) = t, temos: x'(t) =1, x"(t)=0, x"({t) =0, x™(t) =0, ---
Logo, concluimos que x(t) = t é diferenciavel de classe C*em R, pois as derivadas

de todas as ordens existem e sdo continuas.
Para y(t) = |t| temos, por defini¢do de mddulo:

y(t):{t,se t>0,

-t ,se t<O.

Calculando

lim M:“m _t__O:_le lim M:“m ﬂ:]_

t—0" t-0 tso [— 0" t-0 0t 1—=0

como lim YOYO _ iy M entdo ndo existe lim yO=y(0) e,
t—0" - t—0* - O t—0 t — 0

portanto, y(t) ndo é diferenciavel em t = 0, ou seja, y(t) ndo é diferenciavel de classe C,

respectivamente C*, em R. Vemos ainda que:

lim y(t)=lim y(t)=lim y(t)=0.

t—0" t—0* t—0
Logo, y(t) € continuaem t = 0.
Deste modo, concluimos que y(t) =(t, |t|) ndo é uma curva diferenciavel do plano.

A Figura 4 mostra o trago de y(t) = (t, |t|) .

Figura 4. Traco da curva y(t)=(t, [t]) .
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-2

Fonte: Autor

Exemplo 2.7. Consideramos a aplicacéo
a:1cR —>R?
t—>a(t)=(2t]5t]).
Temos uma curva parametrizada do plano, uma vez que x(t) = 2t e y(t) = |5t| séo
diferenciaveis em todas as ordens no dominio, pois te R".

A Figura 5 mostra o trago de «(t) =(2t,|5t]).

Figura 5. Trago da curva a(t) =(2t,/5t), VteR.

Fonte: Autor

Exemplo 2.8. A aplicacdo a:R —>R? na qual para cada teR se associa
a(t)=(a,b),a,beR fixos, é considerada uma curva constante parametrizada

diferencidvel, cujo traco é representado pelo ponto (a, b).
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A Figura 6 mostra o traco de «a(t).

Figura 6. Traco da curva a(t)=(a, b).

et

(@b

a
Fonte: Autor

Exemplo 2.9. Na Figura 7, apresentamos o traco da curva diferenciavel
parametrizada a(t) = (sen?(t), sen(t)), em que t [-27, 27].

Figura 7. Traco da curva «a(t) = (sen?(t), sen(t)) .

_I_

Fonte: Autor
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3. Introducdo a Geometria Diferencial

Neste capitulo, mostraremos uma maneira de se obter curvas regulares com mesmo

traco e a fungédo que determina o comprimento do arco de uma curva regular.
Definic&o 3.1. Seja a aplicagdo « : | < R — R?uma curva diferencial parametrizada

tal que e (t) = (x(t), y(t)), Vt € | . Representamos o vetor tangente, também conhecido como
vetor velocidade, a « emt por «'(t) = (X'(t), y'(t)).

Com a finalidade de desenvolver uma introducdo a Teoria Local das curvas mais
adiante, ressaltamos a importancia da reta tangente a curva a(t),VteR. Deste modo,
devemos considerar que o0 vetor tangente ndo seja nulo para todo t.

Definicdo 3.2. Dizemos que uma curva parametrizada diferenciavel «:1 —R? é
regular se «'(t) = (0, 0), Vtel .

Exemplo 3.1. Seja a aplicacédo

7. IcR—>R?
t2,1?),se t >0,
ty(t) = (t )
(—t% t?) , se t<O0.
Vamos verificar se a curva parametrizada diferencidvel y é regular.
Sejam
X:IcR—>R
t2,se t>0,
tox(t)=
—12, se t<0.
E
y:IcR—->R
toy(t)=t2
Entéo,
X"IcR->R
, 2t,se t>0,
tox'(t)=
—2t, se t<0.
y'IcR—>R
t—oy'(t)=2t.

Assim, como y'(0,0) =(0,0), concluimos que y ndo é regular.
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Exemplo 3.2. Seja a aplicacéo
B:1cR—>R?

t— p(t)=(t, t).
A Figura 8 mostra o trago da curva f(t).

Figura 8. Traco da curva S(t) =(t, t3).

Fonte: Autor

O vetor tangente a B em t é dado por S'(t) = (1, 3t?) . E, assim, podemos concluir que
S éregular, pois S'(t)=(4 3t)=(0,0),VteR.

Definigio 3.3. Seja a: | — R? uma curva regular. A reta tangente a e em t, el é a
reta que passa por a(t,) na direcdo de «'(t,), logo, a reta tangente é dada por

g(r)=a(t,)+ra't,), re R. Como « é regular, entdo g(r) =0, vVreR.

3.1 Mudanca de parametro de uma curva

Com os recursos que a geometria diferencial nos dispde, temos a possibilidade de
obter curvas regulares com traco igual ao de outras curvas regulares a partir de um método

que estudaremos, denominado reparametrizacao da curva.
Definigdo 3.4. Vamos considerar | e J intervalos abertos de R, seja a: | — R’ uma

curva regular e h:J — | uma funcdo diferenciavel de classe C* com primeira derivada
diferente de zero para qualquer ponto pertencente a J e tal que h(J)=I. Entéo
f=aoh:J —>R?
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tem 0 mesmo traco de « e € uma curva regular denominada reparametrizacéo de « por h.
A funcédo h é a mudanca de parametro.

Podemos visualizar a reparametrizacdo por meio da Figura 9:

Figura 9. Reparametrizagdo 3 da curva

#'-: P Y
< P(e) = ah(s))

Fonte: Autor

A mudanca de parametro h é uma funcéo estritamente crescente ou decrescente, e
assim é bijetora. Temos que se # € uma reparametrizacéo de « por h, entdo podemos dizer
que « é uma reparametrizacdo de B por h™. O sentido do percurso do traco de « é dito

orientacdo desta curva regular « .

Dessa forma, se £ é uma reparametrizacdo de « por h, quando h é estritamente
crescente, entdo S e « tém mesma orientacdo. Ja quando h é estritamente decrescente; S
e « tém orientacdes opostas.

Exemplo 3.3. Sejam as aplicacoes, Vt, reR,

a:1cR—>R? eﬂ:JcR—)]RZ
to>a(t)=(t, 2t) r—pg(r)=02r+1 4r+2).

O traco dessas duas curvas € igual, como vemos na Figura 10:

Figura 10. Traco das curvas «(t) e A(r) .
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Fonte: Autor

Determinaremos a relacéo entre os pardmetros para que tenhamos a(t) = £(r), ou
seja, (t, 2t)=(2r+1 4r+2)=t=2r+1.
Sendo,

h:JcR—>IcR
r —>t=h(r).

A Figura 11 mostra as relagdes dos parametros @ € /.

Figura 11. Relacdo entre os parametros.

Fonte: Autor

Temos B(t) =a(h(r))=(a-h)(r).

Assim, como t=2r+1, entdo h(r) =2r+1.
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3.2. Comprimento de arco

Seguimos este capitulo com as ideias provenientes de Tenenblat (2008) e usamos a
proxima definicdo para indicar o comprimento do arco de uma curva regular, isto é, sua
medida dentro de um intervalo.

Seja uma curva regular «:[a, b] > RR?, fixamos um intervalo [t,,t.] em seu
dominio. Subdividimos arbitrariamente esse intervalo nos pontos
a=t, <t <---<t_, <t =b e unimos os pontos «(t_,) e a(t), com i =1, .., m, por

seguimento de retas obtendo uma linha poligonal sobre a curva, como mostra a Figura 12.

Figura 12. Linha poligonal.

Fonte: BENETTI, 2009

Quando os intervalos dos pontos forem menores possiveis, 0 comprimento da linha
poligonal inscrita a curva sera igual ao arco da curva no intervalo dado. Como a curva é

regular, podemos verificar que existe o limite superior do conjunto dos comprimentos dessas

- - - & tm
linhas poligonais e é igual a I
)

a'(t)|dt.

Definicdo 3.5. Seja a:I1—R? uma curva regular, tal que «a(t)=(x(t), y(t), a

aplicacdo diferenciavel de classe C”:

s) = 90 4t - [er®) dt=[ @R +(yOF dt
b ot t t

representa a fungéo comprimento de arco desta curva partindo de t, .
Exemplo 3.4. Seja a aplicacéo
a:[0,5] > R’
to>a(t)=(3t+7).
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A Figura 13 mostra o traco de « .

Figura 13. Trago da curva a(t) =(t, 3t+7).

251

201

Fonté: Autor

Vamos determinar o comprimento de arco desta curva em seu dominio, [O, 5] cR.

Assim, temos
a'(t)=(Y=]a'®) =179 =10
s(t) = [ ')

= (V10 dt =10 (5-0) = 5+/10.

Logo, s(t) =5+10.
Definic&o 3.6. Dizemos que uma curva « :1— R é parametrizada por comprimento
de arco se, Vt,, t, el emque t, <t s(t) =f1|a'(t)| =t —t,.
Como s(t)>0,vtel, o comprimento do arco depende de uma orientacdo em
v, b,
[t.. t,], posto que s(t):jto|a (t)|=—.[tl |a'(t)] -

Proposicdo 3.1. Definimos que uma curva regular o :1cR—R? encontra-se

parametrizada por comprimento de arco se, e somente se, |a'(t)| =1, para qualquer tel.
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Demonstracdo: Seja a« uma curva parametrizada por comprimento de arco s,

fixamos t, e l. Consideremos s:I—>R tal que s(t)zj‘tt ()], Vtel. Se t,<t entdo

s(t):J’tt la'(t)|=t—t, ; se t <t,, entdo —s(t)=—j:°|a'(t)|=j; |a'(t)| =t —t,. Portanto,

Vtel, temos s(t)=t —t,em que s’(z)=1. Como s'(t)=|a'(t)|, podemos concluir que
la'(t) |=1.
O
Proposicdo 3.2. Consideremos uma curva regular, a:1—>R?*, e a funcio
comprimento de arco de o apartirde t,, s:1— s(l) =R . Entéo existe a fungdo h, inversa
de s, definidaem J =s(l)tal que B =aoh é uma reparametrizacdo de « e f encontra-se
parametrizada por comprimento de arco.
Demonstracgdo: Como « é uma curva regular, temos que s'(t) =| '(t)|>0, logo s é

uma funcéo estritamente crescente. Assim, existe uma inversades, h:J —> 1.

h 0s
Como h(s(t))=t, Vtel, entdo 8_8_:1 e, portanto, a_h:i: L > (0. Concluimos
0s ot s s't) |a'(t)|
, N . op| |0aoh| | a'(t)
ue S) = h(s), seJ ¢ reparametrizacdo de ¢ e ainda |—|=|——|= =1.

Logo, f esta parametrizada por comprimento de arco.

O
Observamos que a parametrizacdo ndo é Unica, uma vez que h& dependéncia da

funcéo comprimento de arco e do t, fixado.
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4. Introducéo a Teoria Local das curvas

Com a finalidade de iniciar o estudo da teoria local das curvas, vamos apresentar

certos elementos geométricos das curvas parametrizadas diferenciaveis.

Vamos considerar uma curva a:1—>R® regular de classe C* tal que

a(s) =(x(s), y(s)), sel. Temos s como comprimento de arco desta curva parametrizada

por comprimento de arco.

4.1 Componentes geométricos

Como vimos anteriormente, dada uma curva parametrizada diferenciavel, «: | >R 0

vetor tangente a essa curvaem t € | é dado por a'(t).

Definicéo 4.1 Sejaa curva a(t): 1 >R?.

o)
0=z

é chamado de vetor tangente unitario.

Se «aft), Vtel, for uma curva parametrizada por comprimento do arco, entdo
T(s)=a'(s) =(x'(s), y'(s)) . De fato, uma curva parametrizada por comprimento de arco
tem |a'(s) |=1.

O vetor T'(S)=a"(S) é ortogonal ao vetor tangente unitario T(S), tal que o produto
interno desses vetores € igual a zero, isto é, <T (), T '(s)> = 0.Entretanto, devemos garantir

que o vetor T'(S) seja unitario e, para isso, precisamos normaliza-lo. Denominamos T (s) de

vetor normal.
T'(s) a'(s)

Definicéo 4.2. O vetor N(S)=———=—
T ()]

representa o vetor normal unitario auma

curva a(s): 1 - R?.
A base ortogonal de R’formada pelos vetores unitarios normal e tangente tem a
mesma orientago que a base candnica de R’ (e, = (L, 0) e, =(0, 1)), representado na Figura

14. Assim, N(s) =(=Yy'(s), x'(s)) .

4.2 Referencial de Frenet
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Definimos os conceitos dos vetores tangente e normal unitarios, com isso podemos
definir o referencial de Frenet.
Definicdo 4.3. O conjunto de vetores T(s)=(x'(s), y'(s)) e N(s)=(=y'(s), x'(s))
formam o referencial de Frenet da curva « em s, representado na Figura 14.
Temos que a reta normal a curva « em S,tem mesma dire¢do de N(S,) e passa por
a(s,) -

Figura 14. Referencial de Frenet.

I 3\'7{(5),
[ |

Fonte: Autor

4.3 Curvatura

A interpretagdo geomeétrica da curvatura é a medida do quanto uma curva se difere de
uma reta, ou seja, a curvatura mede a taxa em que varia a direcdo da tangente a curva num
ponto. Assim, precisamos que o comprimento do vetor tangente ndo se altere, por isso

usamos uma curva parametrizada por comprimento de arco.

Sabemos que T(S) e N(s) sdo funcdes diferenciaveis de classe C” e que correspondem
elementos de sel a R?; e ainda, T'(s) e N'(s) sdo combinagéo de linear de T(s) e N(s).
Entendemos que como T(S) é um vetor unitario, entdo T'(S) e T(S)sdo ortogonais e,
portanto T '(S) é proporcional ao vetor normal unitario N(s). Ao fator de proporcionalidade
denominamos curvatura (k(s)) da curva em s.

Definicéo 4.4. A funcéo k(s), s, definida por
k(s)=(T'(s), N(s))
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é denominada curvatura da curva « em s. O sinal da curvatura depende da orientacdo da
curva.

Dada a curva a(s) = (x(s), y(s)), se |, pela definicdo 4.4., observamos
k(s)=(T'(s), N(s)) ={a"(s), N(s)) =((x"(s), y"(s)), (=¥'(s), X'(5))) =
==Xx"(s)y'(8)+y"(s)x'(s) -
Assim,
T'(s)=k(s) N(s).
Da mesma forma, como (N(s), N'(s))=0 e N'(s) é proporcional a T(s), portanto
N'(s)=k(s) T (s).

Definicdo 4.5. Seja «: 1 — R? uma curva regular parametrizada por comprimento
dearcoem sel,

T'(s)=k(s) N(s) e N'(s)=k(s) T (s)
satisfeitos pelo referencial de Frenet, as equacfes acima sdo denominadas férmulas de
Frenet de uma curva plana.

A velocidade com que as retas tangentes mudam de diregdo é expressa pela funcéo
|k(s)|=| @"(9)]-

Vimos que toda curva regular admite reparametrizacdo por comprimento de arco,
contudo, neste momento, vamos definir a curvatura de uma curva regular sem ter a
necessidade de realizar tal parametrizacéo.

Definicdo 4.6. Sejam «:1 —R? uma curva regular de parametro r, Vrel e
1 = R?uma reparametrizagdo de o por comprimento de arco s, em que B(s(r)) = a(r).
Se T(s) e N(s) formam o referencial de Frenet de 3 (s), e k(s) a curvatura, entdo temos que
T(r)=T(s(r)), N(r)=N(s(r)) € o referencial de Frenet de « e k(r)=k(s(r)) é a curvatura.

Em seguida, apresentamos a curvatura de uma curva regular sem a ocorréncia de
reparametrizacdo por comprimento do arco.

Definicdo 4.7. Seja a(r)=(x(r), y(r)),rel uma curva regular, ndo

necessariamente parametrizada pelo comprimento de arco. Enté&o

T(r): (X'! yl) N(r _ (_yl! XI) e k(r)_ _X"yl+x y

JOOR+(y ) )= (xX)2+(y)? (R (y )R
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Demonstracdo: Consideramos uma reparametrizacdo S(s) de « por comprimento
de arco. Ao derivar Sos(r)=a(r), obtemos
op 0s

gaza'(r), 1)

e ainda, derivando mais uma vez,

2p(es\ opazs

LG Lo, @
tal que

oS ,

E—Ia(r)l- 3)

E entdo

o2s (a'(r), a"(r))

oz |a'(r)] @

De (1) e (3), sendo «a(r) = (x(r), y(r)) , temos

Tn=—2Y)

JX)2+(y)?
Sabemos também que, por definicdo, o vetor normal é dado por
N() =)

X2y

Da maneira que k(s(r)) = <882Tf(s(r)), N(r)> podemos concluir por (1) e (4)

_Xllyl+lell

k(r) = i
0= om0y

Esta demonstragdo foi encontrada em Tenenblat (2008).

4.3.1 Interpretacdo geomeétrica

Nesta etapa, estudaremos a interpretacdo geométrica da curva regular considerando

o sinal da curvatura.
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Definicédo 4.8. Seja uma curva regular parametrizada por comprimento de arco, tal

que a(s)=(x(s),y(s)),sel. Compreendemos que «"(s) é ortogonal a «'(s) onde
T(s)=a'(s). Supondo que k(s,) =0, fixado s, € |, temos que a reta tangente a curva em
Sy, T(S)=a(s,)+(s—s,)a'(s,) , divide o plano em dois semiplanos.

A expansdo em séries de Taylor de a(s)=(x(s), y(s)),s<l, em torno de s,

(S — 50)2
2

a"(s,)+R(S), em que lim R&)_— e, portanto,
S$—So

5—50)? -

a(s) =a(s)) +(s—sy) a'(s,) +

— 2
a(s)—T(s)=¥a"(so)+R(s), nos garante que como «(s)—T(s)é um vetor no

sentido do semiplano onde «(s)esta contido, sendo s tédo proximos a s, , entdo «"(s) tem o
mesmo sentido do semiplano que contém os pontos «(S).
Sendo k(s,) =({a"(s,), N(,)), concluimos que
a. Se k(s,)>0,entdo N(s,) ea"(s,) ttm mesmo sentido;

b. Se k(s,) <0, entdo N(s,) ea"(s,) tém sentidos opostos.

A Figura 15 mostra a interpretacdo do sinal da curvatura.

Figura 15. Interpretacéo do sinal de k(s,) .

k(so) <0 k(sg) >0
Fonte: Autor

Definicdo 4.9. Dada uma curva regular, «(s), com curvatura k(s) =0, o raio de

curvatura da curva em s corresponde a po(S) = | k(l I
S
1 1 .
e centro c(S) =a(s)+——N(s) é

O k(s)

chamado circulo osculador e c(s) € o centro de curvatura.

Definicdo 4.10. Um circulo de raio p(s) =
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Conforme a variacdo de s, 0 centro de curvatura descreve uma curva f dita a evoluta
de « . E dizemos que a involuta de uma curva regular S representa uma curva ortogonal as
retas tangente de /. Deste modo, se # é evoluta de «, entdo a é uma involuta de £.

Por fim, enunciaremos o Teorema fundamental das curvas planas.

Teorema 4.1. Teorema fundamental das curvas planas

Dada k(s) uma funcdo diferenciavel, com sel, existe uma curva regular
parametrizada por comprimento de arco s, «(S), cuja curvatura é k(s) e essa curva é Unica
ao fixar a(s,) = p,e a'(s,)=V,. sendo v, um vetor unitario do plano. Se duas curvas a(s)
e A(s) tiverem mesma curvatura, entdo elas diferem por sua posicdo no plano, ou seja, existe
um movimento rigido positivo, onde L é uma rotacdo; e T, translacdo no plano, tal que

a(s) = (LoT)(B(s)).

Demonstracao: Realizaremos a demonstragdo do teorema em trés partes.

Primeiramente, nosso objetivo é verificar se a curva a(s) = (x(s), y(s)) encontra-se

parametrizada por comprimento de arco s e sua curvatura € K(s).

Seja 9(s)=fsk(s)ds, fixando s,el. Vamos fixar também um ponto do plano
So
Po = (X Yo) € A€R. Umacurva a(s) = (x(s), y(s)) tal que x(s)=x0+j;cos(9(s)+l)ds

e y(s)=y,+ J: sen(O(s)+A)ds.

O referencial de Frenet é dado, entdo, por

T(s)=a'(s) =(cos(6(s) + 1), sen(6(s) + 1)),

N (s) = (—sen (6(s) + A), cos(6(s) + 1)) .
e, assim, temos |a(s)[=1. Logo a curvatura é dada por (T '(s), N(s))=0"(s)=k(s).

Nesta segunda etapa, vamos provar a unicidade da curva regular parametrizada por
comprimento de arco s quando fixados «(s,) = p, e «'(s,) =V,, com V, um vetor unitario

do plano.

Deste modo, dada uma curva regular parametrizada por comprimento de arco s,
a(s) =(x(s), y(s)). Segue que, a partir das equacdes de Frenet, (x y") =k(-y' X", ou seja,
X(s) e y(s) satisfazem

X"'=—ky",

y"=-kx'.
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Temos a garantia da existéncia de apenas uma solucdo, pelo Teorema da Unicidade

(Guidorizzi, 2007) para sistema de equagOes diferenciais. Assim, fixados «(s,)=p,e
a'(s,) =V, acurva a(s) € unica.

Por fim, sejam duas curvas com mesma curvatura, « e f. Dado s, fixo, existe uma
rotagio L e uma translacdo T de R’ tal que acurva a = LoT o S satisfaz a(s,) = a(s,)

e a'(s,) =a'(s,) . Logo, o =a e concluimos que o =LoTof.
O
O Teorema 4.1. mostra que uma curva parametrizada pelo comprimento de arco «
existe e € Unica, e depende apenas da sua curvatura. Caso existam duas curvas
parametrizadas pelo comprimento de arco com mesma curvatura, entdo diferem a posicao

no plano.
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5. Limacon de Pascal

Este ultimo capitulo sera destinado a limacon de Pascal e o estudo de dois de seus
casos especificos: a circunferéncia e a cardioide via a geometria diferencial plana, ou seja,
vamos utilizar os contetdos vistos nos capitulos anteriores para analisar essas curvas.

A limacon de Pascal, também conhecido como caracol de Pascal ou conchdide da
circunferéncia, € uma curva parametrizada plana que recebeu esta nomeacdo pelo
matematico francés Gilles de Roberval, em meados de 1630, quando as utilizou em uma de
suas obras que tratava sobre métodos de tracar reta tangente (Ferreto, 2003).

Roberval empregou o nome limagon de Pascal em homenagem ao pai de Blaise
Pascal, Etienne Pascal, o precursor do estudo sobre essas curvas. Essa nomenclatura tem
origem do latim limax que significa caracol.

A limacon de Pascal pode ser representado como uma curva polar na forma

r=b+acos(d), com a,beR e (96[0, 27[], mas como tratamos, neste trabalho, das

curvas parametrizadas, indicamos abaixo as equacdes paramétricas que representam a

limagon.

X(t) = (a+bcos(t)) cos(t),
{y(t) = (a+bcos(t))sen(t), ®)

comte[0,27]ea beR.

Exemplo 5.1. Seja a limagon de Pascal para a=5e b =10,

X(t) = (5+10cos(t)) cos(t)),
y(t) = (5+10cos(t))sen(t)),

com te[0, 277]. A Figura 16 mostra o trago desta curva.

Figura 16. Traco da limagon paraa=>5 e b=10.
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Fonte: Autor

Exemplo 5.2. Seja a limagon de Pascal para a=-3e b=-7,

X(t) = (=3—7cos(t)) cos(t)),
{y(t) = (—-3—"7cos(t))sen(t)),

com te[0, 27]. A Figura 17 mostra o trago desta curva.

Figura 17. Traco da limagon paraa=-3 e b=—7.

Fonte: Autor

Exemplo 5.3. Seja a limagon de Pascal para a=2e b=-8,

X(t) = (2—8cos(t)) cos(t)),
y(t) = (2—-8cos(t))sen(t)),

com t [0, 27]. A Figura 18 mostra o trago desta curva.

Figura 18. Traco da limagon paraa=2 e b=-8.

Fonte: Autor

Exemplo 5.4. Seja a limagon de Pascal para a=-5e b=11,
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X(t) = (-5+11cos(t))cos(t)),
{y(t) = (-5+11cos(t))sen(t)),

com te[0, 27]. A Figura 19 mostra o trago desta curva.

Figura 19. Traco da limagon paraa=-5 e b=11.

Fonte: Autor

Em seguida, vamos apresentar um estudo sobre a circunferéncia e a cardioide e
mostraremos também porque essas duas curvas podem ser consideradas uma limacon de

Pascal.

5.2 Circunferéncia

Uma circunferéncia é definida como um lugar geométrico formada pelo conjunto de
todos os pontos pertencentes ao plano que sdo equidistantes a um ponto dado.

Definicdo 5.1. Sejam Auma circunferéncia de raio r, centrada de O(X,, Y,) €

P e R?, entdo

P(X,y) €4 se (X=X 2+(y—Yo )2 =r2. (6)

Figura 20. Circunferéncia centrada em O(X,, Y,) e deraior.
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Yo

X X

Fonte: Autor

Por (6), temos

(253
r r

Q(u,u)d_

r r
Assim, a partir da equacdo (7) e de conhecimentos prévios da trigonometria, temos

X— X,

=cos(t),

(8)
% =sen(t).

Logo, das Equacdes (8), para todo ponto P (X, y) pertencente a circunferéncia, temos

as equacOes que parametrizam essa circunferéncia A de centro O(X,, Y,)e raio r:
X(t) = rcos(t) + X,,
y(t) =rsen(t) +v,.

Em seguida, estabelecemos que a circunferéncia &€ um caso especial de limagon de

©)

Pascal.
Sabemos que a limagon é representada pelas Equacfes (5) e quando utilizamos a
variavel b =0, obtemos:
{x(t) = (a+0cos(t)) cos(t),
y(t) = (a+0cos(t))sen(t).
Entéo,

{x(t) =acos(t),

y(t) = asen(t). (10)
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Notamos a partir das EquacBes (9) que as equacbes paramétricas descritas pelas

Equacdes (10) representam uma circunferéncia de raio a centrada em O (0, 0) .

Exemplo 5.5. Expomos o traco da circunferéncia representada por

A(t) = (20cos(t), 20sen(t)) com t [0, 2], ou seja, consideramos a = 20.

A Figura 21 mostra o traco da curva A(t) = (20cos(t), 20sen(t)) .

Figura 21. Trago da circunferéncia A(t) .

Fonte: Autor

5.2.1 Estudo da circunferéncia

Vamos considerar uma circunferéncia qualquer representada pela aplicacéo,
com a>0

2:[0, 2z] > R?
t — (acos(t), asen(t)) .
Derivando A(t) = (acos(t), asen(t)) em algumas ordens, temos
A'(t) = (—asen(t), acos(t));
A"(t) = (—acos(t), —asen(t));
A"(t) = (asen(t), —acos(t)) ;
AM(t) = (acos(t), asen(t));
AM(t) = (—asen(t), acos(t)).

Conforme o prosseguimento das derivadas, notamos que séo ciclicas, isto &, a partir

de um certo periodo ocorrem repeti¢cdes. Além disso, todas as ordens sdo compostas por
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funcgdes sen(t) e cos(t) que sdo continuas e diferenciaveis em todas as ordens para qualquer

numero real. Dessa forma, podemos concluir que A(t) =(acos(t), asen(t)) é uma curva
diferenciavel de classe C” em [O, 27;] cujo traco é uma circunferéncia de centro na origem e
raio igual aa, com a>0.

O vetor tangente da circunferéncia é expresso por A'(t) = (—asen(t), acos(t)).

Agora, vamos verificar se a circunferéncia A € uma curva regular, ou seja, se 0 vetor
velocidade ndo é nulo (A'(t) = (0,0)). Para isso, supomos que A'(t) =(0,0), entdo temos

(—asen(t), acos(t))=(0, 0). Logo,

—asen(t)=0 (—asen(t))?=0,
{acos(t)) =0 = {(a cos(t))?=0.

Entéo,

azsen?(t)) =0,

( (t) 1)
(a2cos?(t)) =0.
De (11) temos a2sen?(t) + a2cos?(t) =0 < a2=0; esse fato se reduz ao absurdo uma

vez que a=0. Assim, concluimos que A'(t) = (0,0) e, portanto, a circunferéncia € uma

curva regular.

Sabendo que A é uma curva parametrizada regular, entdo podemos definir a reta
tangente a essa circunferéncia para qualquer ponto pertencente aos reais. Desta forma,
VP, reR,

g(r) = (acos(p,), asen(p,))+r (-asen(p,), acos(p,)). (12)
Entdo, de (12) obtemos

g(r) = (a(cos(p,) —rsen(p,)), a(sen(py) +cos(p,))) -

que representa a reta tangente.
Seja h(s) =§, seRR e a>0. Areparametrizacdo de Apor h é acurva
£(s) =A(h(s)) = (acos(s/a), asen(s/a)) .
Ao considerarmos o intervalo [0, 27[], podemos ver, a seguir, 0 comprimento da

curva A(t) e de sua reparametrizacdo A(S).

s, = [, 18°)1ds (13)

- IOZ”J((—sen (sfa))2+ (cos (s/a))? ds
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=["1ds=sp"=27-0=27 (14)
E, ainda,

2z
%=L|zunm

= [ J-asen ()2 + (acos (D) dt
= ["Ja] dt=la]t p" = |a] (27 ~0) =[a[ 27 .
Por (13) e (14), S(s) é uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco,
uma vez que |S'(s)| =1.
Consideremos a curva A(r)=(acos(r), asen(r)), r e[O, 27r], para realizacdo do

estudo local das curvas; segue, portanto
T(r)=(—asen(r), acos(r));

N(r) = (—acos(r), —asen(r)) ;

acos(r)acos(r)+(—asen(r))(—asen(r) 1
\/(aZSenZ(r) +a2cos(r))’ a

k(r) =

Para sua reparametrizacdo, que vimos anteriormente, S(s) = (acos(s/a), asen(s/a))
, temos,

T(s) = p'(s) = (-sen(s/a), cos(s/a)) ;

N(s) = (—cos(s/a), —sen(s/a)) ;

k(s)=(T'(s), N(s)) = é(cos2 (s/a) +sen2(s/a)) = é .

Deste modo, podemos concluir que a curvatura da circunferéncia e sua

reparametrizacdo sao iguais, assim como seus raios de curvatura, tal que p(s)=|a|.

5.3 Cardioide

Abaixo temos um breve contexto historico sobre a curva chamada cardioide e seu
desenvolvimento.

A cardioide (do grego, kardia: coracdo e eidos: forma) € uma curva especial do
limacon de Pascal que teve caracteristicas estudadas por muitos matematicos, até mesmo
anteriormente aos trabalhos realizados por Etienne Pascal sobre os conchoides, por volta de

1630. O matematico e pintor Albrecht der Messung, em meados de 1525, realizou um estudo
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sobre maneiras de desenhar linhas na forma de carac6is com o intuito de aprimorar suas
obras. A cardioide também foi explorada com um novo olhar, em 1674, pelo dinamarqués
Ole Romer, quando relacionou a cardioide a uma engrenagem e suas denti¢cbes. Em 1708,
determinou-se o perimetro da forma; esse feito foi realizado pelo matematico francés
Philippe de La Hire. Até o momento, essa curva ndo era designada como conhecemos
atualmente, e no ano de 1741, o matematico Johann Castillon atribuiu 0 nome cardioide a
curva em sua publicacdo Philosophical Transactions of the Royal Society.

A cardioide se aproxima da forma de um coracéo e pode ser obtida a partir de duas
circunferéncias com mesmo didmetro, sendo uma fixa e outra mdvel. Marcamos um ponto
tangente (T) entre as duas circunferéncias e tracamos o desenho que esse ponto gera
conforme a circunferéncia gira em torno da outra. Este movimento esta descrito na figura a
sequir.

Figura 22. Formacéo da cardioide.

Fixa Movel

Fonte: http://www.estgv.ipv.pt

A limacon de Pascal, curva apresentada anteriormente, caracterizada pelas Equacgdes

(5), degenera-se para uma cardioide quando as variaveis a e b sdo iguais. Assim:

(15)

X(t) = (a+acos(t))cos(t),
{y(t) =(a+acos(t))sen(t),

com te [O, 27:] e aeR’. Consideramos a=0 para que essas equacdes ndo se reduzam ao

ponto (0,0). A partir das Equacdes (15), temos

X(t) = (1+cos(t)) acos(t),
{y(t) = (1+cos(t))asen(t).
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Exemplo 5.6. Traco de cardioides cada qual com um valor dado a variavel a. Sendo:
a=-10,a=-5ea=-1(Figura23) e a=1 a=5¢e a=10(Figura 24).

Figura 23. Tracos das cardioides para a=-10,a=-5ea=-1.

“

Fonte: Autor

Figura 24. Tragos das cardioides para a=1, a=5ea=10.

v

Fonte: Autor

As Figuras 23 e 24 nos indicam que a disposigéo do traco, relativo ao eixo Xoy, da

cardioide se diferencia quando a € positivo e negativo.
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5.3.1 Estudo da cardioide

Compreendemos que a cardioide € uma curva expressa pela seguinte aplicacgéo,
YaeR",

7:[0, 27] > R?

t — y(t) = ((a+acos(t))cos(t), (a+acos(t))sen(t)).

Assim, realizando derivadas em algumas ordens podemos fazer observagdes a
respeito.

y'(t) = (—2asen(t) cos(t) —asen(t), a(cos(2t) +cos(t))) ;

y"(t) = (—2acos(2t) —acos(t), —a(2sen(2t) +sen(t))) ;

y"(t) = (Basen(t) cos(t) + asen(t), —a(4cos(2t) +cos(t))) ;

y™(t) = (8acos(2t) + acos(t), a(8sen(2t) +sen(t))) .

Notamos uma padronizacao entre as derivadas de ordens pares, tanto quanto entre as

derivadas de ordens impares. Apesar dos coeficientes numéricos se alterarem, as funcdes

constituintes sdo as mesmas, tendo sen(t), cos(t), sen(2t) e cos(2t) que sdo continuas e
diferenciaveis em todas as ordens. E importante ressaltar, proveniente do célculo diferencial,
que a multiplicacdo e a soma de duas fun¢des continuas, resultam em funcdes ainda
continuas. Logo, podemos concluir que a cardioide é uma curva parametrizada diferencial
de classeC™.

O vetor p'(t) define a velocidade desta curva. Assim, temos

y'(t) = (—2asen(t) cos(t) —asen(t), a(cos(2t) +cos(t))) .

Vamos verificar, neste momento, que a cardioide € uma curva regular, isto é,
y'(t)=(0,0). Para isso, supomos que y'(t)=(x'(t), y'(t))=(0,0), sendo
X'(t) = —2asen(t) cos(t) —asen(t) e y'(t) =a(cos(2t) +cos(t))), te[0,27] e aeR’.

Assim, temos:

X'(t) =0« —2asen(t)cos(t) —asen(t) =0

=t=0ou t:%” ou t:%[ ou t=2r.

E
y'(t) =0 < a(cos(2t) +cos(t))) =0
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=t=x7 ou t:E.
3

Podemos ver que, Vte[0,2z], ndo existe t tal que x'(t)=y'(t)=0. Logo,
y'(t) = (0, 0) e, por tanto, a cardioide € uma curva regular.

Determinamos, entéo, a reta tangente a cardioide, Vt,,r e R:

g(r) =((a+acos(t,))cos(t,), (a+acos(ty))sen(t,)) +
+r(—2asen(t) cos(t) —asen(t), a(cos(2t) + cos(t))).

O comprimento do arco da cardioide considerando o intervalo [0, 2] é dado por
2z
5, = jo l7'(®)] dt

- [7"|(-2asen(t)cos(t) ~asen(t), a(cos(21)-+cos(t)] dt

= [ J(~2asen(t) cos(t) — asen (D) + (a(cos(2t) + cos())? dt

=2a2t+2a2sen(t) |;"=4a?x.
A curva regular:
B(s) =(r=h)(s) =((a+acos(s+1)) cos(s +1), (a+acos(s+1))sen(s+1)),
é a reparametrizacdo da curva y(t) = ((a+acos(t))cos(t), (a+acos(t))sen(t)), pois ocorreu

uma mudanca de parametro t para o parametro s por meio da funcéo h(s)=s+1.
Como uma curva regular ndo se encontra necessariamente parametrizada por
comprimento de arco, pela Defini¢do 4.7, temos T(t) e N(t) que formam o referencial de

Frenet. Considerando y(t) = ((a+acos(t))cos(t), (a+acos(t))sen(t)), temos:

(—2asen(t)cos(t) —asen(t), a(cos(2t) +cos(t))

T(t)=
\/ (—2asen(t) cos(t) —asen(t))? + (a(cos(2t) + cos(t))?
_ (—asen(t) —2acos(t)sen(t), acos(t)+acos?(t) —asen?(t))
B J2a2+2azcos(t) ’
e
N(t) = (—a(cos(2t) +cos(t), —2asen(t) cos(t) —asen(t))

- \/ (—2asen(t)cos(t) —asen(t))?+ (a(cos(2t) +cos(t))?

_ (—acos(t) —acos?2(t) +asen(t), —asen(t) —2acos(t)sen(t))
- J2a2+2azcos(t) '
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Por fim, a curvatura é dada por

K(t) = (—(—2acos(2t) —acos(t))(a(cos(2t) +cos(t))) + (—2asen(t) cos(t) —asen(t))(—a(2sen(2t) +sen(t))))

\/( (—2asen(t) cos(t) —asen(t))?+ (a(cos(2t) +cos(t))?)?

_ 3a2+3a2cos(t)
(2a2+2a2cos(t))¥?

1
3a2+3a2cos(t)
(2a2+2a2cos(t))*?

E o raio de curvatura da cardioide é dado por p(s) =
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6 Consideracoes finais

O presente trabalho de conclusdo de curso estabeleceu os propdsitos referidos em
nossos objetivos, trazendo uma nova experiéncia ao abordar conhecimentos que néo fizeram
parte da graduacgéo, incentivando-nos ainda mais com os estudos e pesquisas sobre o tema.
A Geometria Diferencial possibilitou a interdisciplinaridade de conteudos apreciados, como
a Geometria, 0 Calculo Diferencial e Integral e a Algebra Linear.

Como a literatura sobre esse tema é abordada de forma mais robusta, realizamos um
estudo introdutorio sobre a Geometria Diferencial Plana, expondo pré-requisitos necessarios
para o entendimento dos contetidos até o desenvolvimento introdutorio da Teoria Local das
Curvas. Utilizamos também a Histdria da Matematica para escrever sobre o homem
considerado pai da Geometria Diferencial: Gaspard Monge, um defensor da Revolugéo
Francesa com muitas contribui¢des sobre o tema do nosso trabalho.

Nosso desenvolvimento sobre a Geometria Diferencial teve principal suporte no livro
de Tenenblat (2008), por onde iniciamos nossos estudos com as curvas parametrizadas,
entendendo sobre a continuidade, as curvas regulares, a reparametrizacdo da curva e 0
comprimento do seu arco, para podermos falar sobre a Teoria Local das Curvas,
desenvolvendo o referencial de Frenet e o0 Teorema Fundamental das curvas planas.

E findamos nosso trabalho conectando a Geometria Diferencial a curva limagon de
Pascal com mais dois casos especificos que foram escolhidos: a circunferéncia e a cardioide.
Assim, nosso estudo evidencia que o contetdo foi compreendido.
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