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RESUMO

SANTIAGO, Tales Verdum. Teoria de Markowitz e Programacdo Linear para
Composicdo de uma Carteira Otima de Investimentos. 2018. 100 f. Trabalho de
Conclusédo de Curso (Graduacdo Licenciatura em Matematica) — Universidade
Federal de Sao Carlos, Sorocaba-SP, 2018.

Nesse trabalho se procurou desenvolver uma carteira de investimentos
Otima tendo como base a Teoria de Portfélio de Harry Markowitz. Utilizou-se para
tanto alguns conceitos de matematica como o estudo da Pesquisa Operacional e
Programacado Linear para resolucdo de problemas lineares através do algoritmo
Simplex. A carteira de investimento foi composta por a¢cées segundo indicagéo de
analistas do mercado financeiro entrevistados pela revista EXAME em setembro de
2018. O uso do software Matlab foi utilizado para os célculos de solucdo do Método

Simplex.

Palavras-chave: Markowitz. Pesquisa Operacional. Programacédo Linear. Método

Simplex. Portfélio.



ABSTRACT

SANTIAGO, Tales Verdum. Composing an Optimal Investment Portfolio through
Markowitz Theory and Linear Programming. 2018. 100 p. Monograph (Graduation in
Mathematics) — Federal University of Sado Carlos, Sorocaba-SP, 2018.

This work looked for develop an optimal investment portfolio using Portfolio
Theory of Harry Markowitz. Some Mathematics topics were studying like Operational
Research and Linear Programming to solve problems of linear function through the
Simplex Algorithm. The portfolio was composed of stocks according suggestions of
financial analysts interviewed by EXAME magazine in September 2018. Also was
used the Matlab software to solve Simplex Method.

Keywords: Markowitz. Operational Research. Linear Programming. Simplex Method.
Portfolio.
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INTRODUCAO

O objetivo proposto por este trabalho visa através dos conceitos da disciplina
de Pesquisa Operacional e Programacdo Linear compor uma carteira Otima de

investimentos embasada na Teoria de Portfélio de Harry Markowitz.

A Pesquisa Operacional € contextualizada em seu inicio no periodo da
Segunda Guerra Mundial quando da necessidade pelos paises aliados do
desenvolvimento de radares antiaéreos para combater as forcas inimigas alemas e
sua formalizacdo no periodo pds guerra como area de conhecimento para tomada
de deciséo envolvendo a otimizacdo de problemas reais. Destaca-se o periodo e as
condicBes de origem que propiciaram o desenvolvimento da Pesquisa Operacional,
remontando as revolugdes inglesas dos séculos XVIII e XIX caracterizadas pela

maior complexidade e especializacdo das organizagoes.

A Programacdo Linear como disciplina matemética é relacionada com a
otimizacdo de funcdes lineares que satisfaz um conjunto de equacbes e/ou
inequacdes denominadas restricbes também lineares. O inicio dos estudos da PL se
da com o matematico e economista russo L. V. Kantorovich por volta de 1939, porém
a concepcdo de problemas é atribuida ao matematico estadunidense George B.
Dantzig em 1947.

O Método Simplex serd apresentado como um algoritmo de resolucédo de
problemas de Programacéao Linear desenvolvido também por George B. Dantzig em
1949. Esse método busca através de regras de pivoteamento analisar solucfes para
o problema proposto determinando a solucdo que melhor satisfaca as restricdes e

condicdes de ndo negatividade.

Por fim, a Teoria de Portfolio de Harry Markowitz estruturada sob a
matematica estatistica sera mostrada sob aspectos relativos a risco e retorno que
investimentos em renda variavel podem estar submetidos, sendo utilizada de
premissa para a escolha de ativos para compor a carteira de investimentos que sera

otimizada.
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1. Pesquisa Operacional

“Pesquisa Operacional consiste no desenvolvimento de métodos cientificos
para analisar sistemas complexos, com a finalidade de prever e comparar

estratégias ou decisoes alternativas [1].”

1.1. Breve Historico

De modo sucinto podemos dizer que a Pesquisa Operacional € a ciéncia
matematica para tomada de decisdes.

Ou melhor, Pesquisa Operacional € a area de conhecimento que estuda,
desenvolve e aplica métodos analiticos avancados para auxiliar na tomada de
melhores decisGes nas mais diversas areas de atuacdo humana [12].

Segundo Hillier e Lieberman [11] a origem da pesquisa operacional remonta
ao advento da Revolucdo Industrial, onde o mundo presenciava um crescimento
extraordinario no tamanho e na complexidade das organizagdes. “As pequenas
oficinas de outrora evoluiram para as corporacdes bilionarias de hoje”.

Em decorréncia disso, a medida que aumentam a complexidade e a
especializacdo, torna-se cada vez mais dificil alocar os recursos disponiveis para as
diversas atividades da maneira mais eficiente para a organizagdo. Esses tipos de
problema e a necessidade de encontrar o melhor caminho para soluciona-los
criaram as condicfes necessarias para 0 surgimento da pesquisa operacional
(comumente referida como PO) [11].

As primeiras atividades formais de Pesquisa Operacional (PO) foram
iniciadas na Inglaterra durante a Segunda Guerra Mundial, quando uma equipe de
cientistas britanicos decidiu tomar decisbes com bases cientificas sobre a melhor
utilizacdo de material de guerra. Apos a guerra, as ideias propostas para operacoes
militares foram adaptadas para melhorar a eficiéncia e a produtividade no setor civil
[2].

As origens da PO remontam a décadas, quando tentou-se uma abordagem
cientifica da gestdo das organiza¢des. Porém, o inicio da atividade, denominada
pesquisa operacional, geralmente é atribuido as acdes militares nos primordios da

Segunda Guerra Mundial. Em razdo da guerra, havia a necessidade premente de
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alocar de forma eficiente os escassos recursos para as diversas operagdes militares.
Por consequéncia, os comandos britanicos e norte-americano convocaram grande
namero de cientistas para lidar com este e outros problemas taticos e estratégicos
[11].

O termo Pesquisa Operacional € uma traducéo (brasileira) direta do termo
em inglés operational research, que em Portugal foi traduzido por investigagéo
operacional e nos paises de lingua hispéanica, por investigacion operativa. Nos EUA
e em outros paises de lingua inglesa o termo usado é operations research, ou seja,
pesquisa ou investigacao de operagodes [1].

Esse termo foi criado por A. P. Rowe no cenario da Segunda Guerra
Mundial quando da criacdo pelos ingleses de radares para interceptar avides
inimigos [1].

Apés o final da guerra a Pesquisa Operacional se tornou um campo de
estudo evoluindo rapidamente na Inglaterra e nos Estados Unidos.

O sucesso da PO no empreendimento bélico despertou interesse na sua
aplicacdo fora do ambiente militar. A medida que o boom industrial pos-guerra
progredia, os problemas causados pela crescente complexidade e especializagao
nas organiza¢cdes ganharam novamente o primeiro plano. Tornava-se aparente para
um numero cada vez maior de pessoas, entre elas consultores de negocios que
trabalharam nas equipes de PO ou em conjunto com elas durante a guerra, que
estes eram basicamente os mesmos problemas que tinham enfrentado os militares,
porém, agora, em um contexto diferente. No inicio dos anos 1950, esses individuos
haviam introduzido a PO nas diversas organizac6es dos setores comercial, industrial
e governamental [11].

Em 1949 o matematico George B. Dantzig desenvolveu o método simplex
para resolver problemas de programacao linear. Desde entédo tem havido um grande
progresso dessa disciplina tanto em desenvolvimentos tedricos e computacionais
como na exploracao de novas aplicacbes de Programacéo Linear [4].

Em 1952, foi fundada a sociedade cientifica americana de pesquisa
operacional (ORSA - Operations Research Society of America) e, em 1953, a
sociedade inglesa de pesquisa operacional (ORS — Operational Research Society).
Em 1957, foi realizada a primeira conferéncia internacional de pesquisa operacional

em Oxford, na Inglaterra [1].
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A partir da década de 1950, a pesquisa operacional passou a ser aplicada
em varios ramos e atividades tais como mineracdo, metalurgia, construcdo civil e
militar; téxtil farmacéutico, bancario, transporte, agricultura, alimentacéo, atacadista,
automoveis, telecomunicacgdes, transportes [1].

Na década de 1960 o estudo e desenvolvimento da pesquisa operacional se
dava de uma forma mais restrita em cursos de pos-graduacdo. Posteriormente a
partir dos anos 1970 passou a ser objeto de estudos também de cursos de
graduacéo [1].

Existem hoje no mundo algumas importantes sociedades cientificas
interessadas na teoria e pratica da pesquisa operacional. Na Inglaterra a ORS; nos
Estados Unidos, o INFORMS (Institute for Operations Research and the
Management Sciences), criado em 1995; em Portugal, a APDIO (Associagao
Portuguesa de Investigacdo Operacional); na Alemanha, a GOR (German
Operations Research Society); no Canada, a CORS (Canadian Operations Research
Society) [1].

1.2. Pesquisa Operacional no Brasil

A Pesquisa Operacional no Brasil surge na década de 1960. O primeiro
simpasio foi realizado em 1968 no ITA, em S&o José dos Campos, SP. Mais tarde foi
fundada a Sociedade Brasileira de Pesquisa Operacional — SOBRAPO, com
publicacdo de dois periddicos cientificos Pesquisa Operacional e Pesquisa

Operacional para o Desenvolvimento [1].

A SOBRAPO tem por objetivo incentivar o desenvolvimento da Pesquisa
Operacional. Esta, por sua vez, compreende hoje um amplo panorama de métodos e
técnicas analiticas que visam apoiar processos complexos de tomada de decisédo
[13].

A Sociedade Brasileira de Pesquisa Operacional, SOBRAPO foi fundada em
1969, apos a realizacédo, em 1968, do | Simpdsio de Pesquisa Operacional, realizado
no ITA, em Sao José dos Campos, SP, por Oswaldo Fadigas Fontes Torres, Alberto

Ricardo Von Ellenrieder, Roberto Gomes da Costa, Ruy Vianna Braga, Alfredo Otto
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Brockmeyer, Mario Rosenthal, Ricardo Augusto Franca Leme, Sergio Ellery Giro
Barroso, Ramiro de A. Almeida Sobrinho, Joanilio Rodolpho Teixeira, Sigfrido Carlos
Mazza, Nelson Ortegosa da Cunha, Antonio Salles Campos Filho, Celso Pascoli
Bottura, Luiz José Fabiani, Itiro lida, Claus Warzharier, Sergio Grinberg, Pedro

Rodrigues Bueno Neto, Sergio Viana Domingues e Israel Grystz [13].

Desde entdo, tem reunido a grande maioria dos profissionais da PO no
Brasil, tanto nas universidades como nas empresas e em 0rgdos publicos diversos,

sejam eles federais, estaduais ou municipais [13].

1.3. Aplicacbes da Pesquisa Operacional

Embora tenha surgido a partir do esforco de guerra das Forcas Aliadas no
inicio dos anos 40, hoje a Pesquisa Operacional é aplicada no Brasil e no exterior
em areas de importancias estratégicas, tais como Energia, Prospeccao e Exploracéo
de Petréleo, Geréncia de Operacdes, Logistica, Financas, Marketing, Planejamento
e Gestdo de Sistemas de Servigos, Seguranca da Informacgéo, Administracao
Industrial, Gestdo da Qualidade, Andlise Locacional etc., além de inUmeras outras,

de interesses civil e militar [13].

1.4. Pesquisa Operacional na Solucdo de Problemas

A SOBRAPO mantém duas revistas: a revista Pesquisa Operacional, que

entra em seu 40° ano de publicacdo sob o titulo Pesquisa Operacional, e que é

indexada no International Abstracts in Operations Research da IFORS e desde 2002

ao SciELO e a Pesquisa Operacional para o Desenvolvimento (inicio em 2009), que

tem como objetivo promover a publicacdo de artigos de maximo interesse na solucao
de problemas nacionais e de paises vizinhos [13].

A SOBRAPO organiza, ainda, Simpdsios anuais, este ano (2016) ja em

sua 482 edicdo tendo uma média de 500 participantes por evento. As comunicagdes
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submetidas, aceitas apds criteriosa avaliagdo pelos pares, se apresentadas no

Simpodsio séo publicadas nos Anais do SBPO [13].
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2. Programacéo Linear

2.1. Introducéo

O termo Pesquisa Operacional, derivado do inglés Operational Research,
pode ser definido como o campo da ciéncia que se utiliza de ferramentas como a

modelagem matematica e técnicas de otimizac&o na resolucao de problemas.

A modelagem matematica carrega em si uma esséncia concretiva, sendo
considerada como a arte matematica de descrever fendbmenos. As técnicas de
otimizacdo empregadas em Pesquisa Operacional sdo representadas por algoritmos
que fornecem regras de calculo que sdo aplicadas repetidas vezes ao problema,
sendo que em cada repeticdo (chamada iteracdo) a solucdo se aproxima de sua
condicdo 6tima, ou seja, possuir o melhor valor de solu¢cdo dado o problema e suas

condicionantes de aplicacao.

O conceito de Otimizacao estd normalmente associado a decisdo estratégica
de quantidades limitadas de recursos entre atividades competitivas, de forma que a
solucdo produzida seja a melhor possivel. Notar que este processo surge com
frequéncia em estruturas organizacionais que envolvam alguma complexidade de
gestdo. Sdo exemplos de algumas aplicacdes praticas da Otimizacao, a distribuicéo
de matérias primas na producdo de bens de consumo, a selecdo de carteiras de
investimento, a selecdo de formas e trajetos de transporte, o planejamento agricola e

a idealizacéo de terapias baseadas em radiacdes [4].

Desse modo, ndo ha uma unica forma ou técnica de resolucédo de problemas
em Pesquisa Operacional. Sdo diversos os métodos utilizados que variam em

funcédo da relacdo de complexidade e do tipo de cada problema.

Dentro dessa perspectiva entdo podemos inserir a Programagéo Linear
como sendo uma técnica ou metodo de resolucao de problemas lineares relacionada
com a otimizacdo de uma funcdo linear satisfazendo um conjunto de

equacdes/inequacdes chamadas de restricbes, também lineares.
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A funcao linear representa algebricamente o problema a ser solucionado.
Nesse sentido, se 0 objetivo é otimizar a solugcédo, encontrar o melhor valor que
satisfaca o problema e suas restri¢cdes, isso significa que a funcdo linear também
chamada de fungéo objetivo sofrera um processo de minimizacdo ou maximizacao
de seu valor, dependendo do que se propde como problema em busca desse valor

otimo de solucéo.

A Programacéao Linear (PL) esta relacionada com a otimizacdo (minimizacao
ou maximizacao) de uma funcéo linear, satisfazendo um conjunto de equacdes e/ou
inequacdes (restricbes) igualmente lineares. Este problema foi inicialmente
concebido por George B. Dantzig em 1947 quando trabalhava como consultor
matematico da Unidade de Controlo da Forca Aérea Norte Americana. Apesar de
atualmente se saber que o matematico e economista soviético L. V. Kantorovich
formulou e resolveu previamente o0 mesmo tipo de problema em 1939, o seu trabalho
permaneceu ignorado até 1959. Por esse fato, é atribuida a Dantzig a concepcéo de
problemas de PL, sendo a denominagdo Programacado Linear usada pela primeira

vez pelo economista e matematico T. C. Koopmans em 1948 [4].

O desenvolvimento da programacao linear tem sido classificado entre os
mais importantes avancgos cientificos dos meados do século XX. Seu impacto desde
1950 tem sido extraordinario. Hoje é uma ferramenta-padrao que poupou muitos
milhares ou milhBes de ddlares para muitas empresas ou até mesmo negdcios de
porte médio em diversos paises industrializados ao redor do mundo; e seu emprego

em outros setores da sociedade se espalhou rapidamente [11].

A programacdo linear usa um modelo matematico para descrever o
problema em questdo. O adjetivo linear significa que todas as fun¢cdes matematicas
nesse modelo sdo necessariamente fungdes lineares. A palavra programagao, nesse
caso, ndo se refere a programacdo de computador; ela €, essencialmente, um
sinbnimo para planejamento. Portanto, a programacéo linear envolve o planejamento
de atividades para obter um resultado 6timo, isto €, um resultado que atinja o melhor
objetivo especificado (de acordo com o modelo mateméatico) entre todas as

alternativas viaveis [11].
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A modelacdo e andlise de um problema de Programacdo Linear
desenvolvem-se através de varios passos. A fase de formulagdo do problema
envolve um estudo detalhado do sistema e consequente recolha de dados, de modo
a identificar as suas restricdes ou limitacdes e a sua fungéo objetivo. O problema em
andlise pode, frequentemente, ser apenas uma parcela de um sistema mais global.
O passo seguinte envolve a identificacdo do problema através de um modelo
matematico. E necesséario algum cuidado para assegurar que o modelo seja
matematicamente tratdvel e represente satisfatoriamente o sistema em analise.
Assim sendo, deve-se ter em mente que as solugbes que se obtiverem
correspondem ao modelo e ndo necessariamente ao sistema, a ndo ser que o

modelo represente fielmente a situacao real [4].

O terceiro passo envolve a obtencdo de uma solucdo para a qual, deve ser
escolhido o método simplex ou uma sua variante ou uma técnica de pontos
interiores. A quarta fase envolve teste, analise e (possivelmente) reestruturacdo do
modelo. A solu¢do do modelo pode ser examinada, tal como a sua sensibilidade a
varios parametros do sistema, estudando o seu comportamento em VAarios cenarios
de hipoteses diferentes. Esta analise de sensibilidade permite um melhor
conhecimento do sistema e servird para averiguar a fiabilidade do modelo, através
da comparacdo dos resultados calculados com os resultados esperados, utilizando
experiéncia recolhida no passado ou através de um teste de regressao usando
dados histéricos. Nesta etapa, pode pretender-se enriquecer o modelo através da
incorporacdo de outros aspectos importantes do sistema, que tenham sido
anteriormente ignorados, ou mesmo optar-se por simplificar o modelo. O ultimo
passo envolve a implementacdo de todo o processo de modo a poder ser usado

interativamente pelo agente de decisao [4].
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2.2. Forma Padréo de Problemas de Programacéo Linear

Um problema de programacéo linear consiste em determinar o valor das n
variaveis da funcédo linear ou objetivo que sera otimizada num conjunto definido por

m restrigoes [4].
A funcéo objetivo é representada da seguinte forma:
Z = C1Xq + CrXo + -+ ChXp-

Onde séo classificados x; como as variaveis de decisdo do problema e c; os

coeficientes de custo do mesmo, sendoi=1,2, 3, ..., n.
As restricoes do problema possuem a formulacéo geral abaixo:

d11Xq + d12Xo + ...+ A1p Xy = bl;
dp1X1 + dprXo + ...+ don Xy = bz;

am1Xq + dm2X2 + ...+ ApmnXp = bm'

Em que a; sédo os chamados coeficientes tecnologicos que representam a
medida unitaria exigida pela variavel de deciséo xi. Os coeficientes b; sdo termos
independentes das restricbes e representam as limitacdes de recursos associados a

elas. Sendoj=1,2,3,..., m.

Em qualquer contexto as variaveis de decisdo devem possuir valores inteiro

positivos. Portanto, x; > 0.

Em resumo, a Forma Padrdo de um Problema de Programacéo Linear é

representada por:

Funcao Objetivo: 1
Z CIXI

7 =
i=1

a..

]1Xi =b],] = 1, e, M

Restricoes: z“:

i=1
x; =0,i=123,..,n.
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2.2.1. Variavel de Folga

Durante a resolucdo de problemas lineares é frequente o uso de variaveis de
folga [4].

Toda desigualdade aj;x; + aj;x, + -+ aj,x, < b; pode ser convertida numa
igualdade, através da introducdo de uma variavel adicional com condicdo de ndo

negatividade:
a]'le + aj2X2 + -+ aann + Xn+j = b]
com, x,4 = 0.

Do mesmo modo, a desigualdade aj;x; + aj;x; + -+ aj,x, = b; pode ser

escrita na forma
ajlxl + a]'zXZ + -+ aann - Xn+j = b]

em que, X4 = 0.

2.3. Forma Matricial de um Problema de Programacao Linear

Um problema descrito na Forma Normal

n

Maximize:
Z = Z CiXi'
i=1

Sujeito a: &
Zajixi =b],] = 1, e, M,

i=1
X =0,i=123,..,n

pode ser escrito em notacdo matricial, considerando os vetores c e x em R", b em

R™ e a matriz A em R™*" definidos por [4]:
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Cq X1 by a1 Az 413 QA

Cn Xn b, An1i Qo o QApp
como segue:

Maximize: c’x.
Sujeito a: Ax = b,

x > 0.

2.4, Regido Factivel (S)

Em problemas de programacéo linear que envolve duas ou trés variaveis a
solucdo pode ser encontrada de forma simplificada através de resolucao gréfica, o
que ndo serd caso quando se tratar de problema com mais variaveis, sendo
necessario recorrer até mesmo a outro modelo de resolu¢cdo como o método simplex
abordado no capitulo seguinte.

Para que um problema de programacéo linear possua solucao possivel, esta
deve satisfazer as restricbes e as condicoes de nao negatividade, sendo
denominada de solucao factivel.

Por Teorema temos definido que:

Teorema 1: O conjunto admissivel de um programa linear € um poliedro convexo [4].

Teorema 2: O conjunto admissivel de um programa linear € um conjunto fechado [4].

Considere o problema de otimizagéo linear:
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Maximizar f(xq,x;) = x1 + 2X,.
X1 + X < 4;
Xq < 2;

X, < 3;
X1 2 O,X2 > 0.

Denominamos a regido factivel por:

S={(x,xy) talque x; +x, < 4,x; <2,x; <3,%x; =0,x, =0} [1]

Desenhando a regido factivel (S):

Representamos inicialmente os pontos no plano (x;, X;) que satisfazem as

condicdes de ndo negatividade, x; = 0, x, = 0, isto €, o primeiro quadrante do plano.

Figura 1: Regido definida por x; > 0e x, > 0.

Fonte: ARENALES, M.; ARMENTANO, V.; MORABITO, R.; YANASSE, H. Pesquisa Operacional.
2. Ed. Rio de Janeiro: Elsevier, 2015. 723p.

Para representar 0os pontos no plano (xi, X2) que também satisfazem a
restricdo x; + Xz < 4, podemos proceder do seguinte modo:
¢ Inicialmente, identificamos os pontos que satisfazem a igualdade x; + x, = 4. Esta

equacao define uma reta no plano (uma reta € bem definida por 2 pontos, por
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exemplo, x; = 0, X, = 4 e x2 = 0, X3 = 4). Observe que os coeficientes da reta, o
vetor (1, 1)" é perpendicular & reta;

¢ Identificamos, a seguir, 0s pontos que satisfazem x; + X, < 4. Para identificar este
conjunto, observamos que o vetor (1, 1) aponta no sentido em que a funcdo x; +
X2 cresce (mostramos essa afirmacao a seguir). Portanto, os pontos no plano a
partir da reta, do “lado” para o qual o vetor (1, 1)" aponta, s&o tais que x; + X, > 4,
e os pontos do lado oposto aquele para o qual o vetor (1, 1)" aponta s&o tais que
X1 + X2 < 4. Estes Ultimos sdo 0s pontos que nos interessam. Uma outra maneira
simples de identificar qual € o lado da reta que nos interessa consiste em
verificar a factibilidade de um ponto qualquer fora da reta. Neste exemplo, a
origem (X, X2) = (0, 0) € um ponto bem conveniente para verificar sua
factibilidade. Notamos que 0 + 0 < 4, portanto, a origem (0, 0) € uma solucao

factivel, bem como todos os pontos que estdo do mesmo lado da origem [1].
A reunido dos pontos tais que X; + X, =4 e X; + X2 <4 é 0 que queremos

considerar. A figura a seguir ilustra esses pontos, ja considerando as condi¢fes de

nao negatividade (primeiro quadrante) [1].

Figura 2: Regido definida por x; + X, < 4,x; =0, x, = 0.

LA
|

—_— e
1

T T * ¥

T
5 A 7

llr\\
0o 1 2 3 4

Fonte: ARENALES, M.; ARMENTANO, V.; MORABITO, R.; YANASSE, H. Pesquisa Operacional.
2. Ed. Rio de Janeiro: Elsevier, 2015. 723p.
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De modo semelhante, desenhamos as regifes de pontos que satisfazem as

restricdes x; < 2 e xp < 3, e as restricdes de ndo negatividade [1].

Figura 3: Regido definida por x; < 2.

=

Ln
1

—_ b e s
1

01 2 3 4 5 6 7

Fonte: ARENALES, M.; ARMENTANO, V.; MORABITO, R.; YANASSE, H. Pesquisa Operacional.
2. Ed. Rio de Janeiro: Elsevier, 2015. 723p.

Figura 4. Regido definida por x, < 3.

]
1

Led
1

= [

Fonte: ARENALES, M.; ARMENTANO, V.; MORABITO, R.; YANASSE, H. Pesquisa Operacional.
2. Ed. Rio de Janeiro: Elsevier, 2015. 723p.
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A interseccdo de todas as regides representadas nas Figuras 1, 2, 3 e 4

define a regido factivel, ilustrada pela figura abaixo [1].

Figura 5: Regiéo factivel S.

;I'

| T PR S T =
T

T |r\\‘|||='l.'I
4 5 6 7

Fonte: ARENALES, M.; ARMENTANO, V.; MORABITO, R.; YANASSE, H. Pesquisa Operacional.
2. Ed. Rio de Janeiro: Elsevier, 2015. 723p.

2.4.1. Solucdao Factivel

Uma solucao viavel ou factivel € aquela que satisfaz todas as restricbes do
modelo, inclusive as de néo negatividade [14].
O conjunto de solucdes factiveis de um problema de programacéo linear é

representado por K. Dai surge o teorema:

Teorema 3

O conjunto K é convexo.

Definicdo: Um conjunto K é convexo quando todos os segmentos de reta
gue unem dois pontos quaisquer de K estdo contidos em K. Um conjunto convexo é

fechado se ele compreende a sua fronteira [14].
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Abaixo estédo representados um exemplo de figura de um conjunto convexo

e outro de um conjunto nao convexo.

Figura 6: Exemplo de conjuntos convexos e ndo convexos.

/f- _

Conjunto convexo  Conjunto nao convexo

Fonte: FAVERO, Luiz Paulo; BELFIORE, Patricia. Pesquisa Operacional para cursos de
Engenharia. 1. Ed. Rio de Janeiro: Elsevier, 2013. 546p.

2.4.2. Solucdo Otima

Como foi visto anteriormente, a regido factivel € aquela formada pela
interseccdo das restricbes dadas pelo problema, ou seja, uma regido poligonal
convexa que se limita pelas retas dadas pelas restricoes.

A regido poligonal convexa concentra as possiveis solu¢cdes do problema,
chamadas solucdes factiveis, que satisfazem as restricbes do problema e as
condi¢cBes de ndo negatividade.

Dentre as solugcdes do conjunto formado pelas solugbes factiveis, a que
tornar maior o valor da funcdo objetivo num problema de maximizacdo sera
chamada de solugdo o6tima. Ou, entdo, a que tornar minima o valor da funcao

objetivo num problema de minimiza¢do também sera chamada solucéo 6tima.
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Teorema 4

Para problemas de programacédo linear com uma unica solucdo otima, a
funcdo objetivo atinge seu ponto maximo ou minimo em um ponto extremo do

conjunto convexo K [4].
Determinando a solucéo otima (x*).

Retomando o exemplo do capitulo 2.4., a fungcdo objetivo f(xq,x3) = x4 +
2x,, definida no conjunto S, pode assumir infinitos valores. Por exemplo, na solucao
factivel x' = (x; x,)" = (0 0), a funcao objetivo vale f = f(x') = 0 e todos os pontos
(x1 x,) que atribuem este mesmo valor a funcao objetivo estdo na reta x; + 2x, =0
(o conjunto de pontos que atribui 0 mesmo valor a funcéo objetivo € chamado curva
de nivel, neste caso, f(x;,x;) = f ). Esta curva de nivel é representada na Figura 7
pela reta tracejada f* = 0. Como ja observamos, ao definir a regi&o factivel, o vetor
dos coeficientes (1 2)" (este vetor é chamado gradiente de f e denotado por
Vf(x1,x;)) € perpendicular a reta x; + 2x, = 0 (uma curva de nivel de f) e aponta no
sentido em que a fungéo f cresce. Com isso, podemos visualizar que qualquer ponto
de S atribui valor maior que zero a funcéo f. Como queremos maximizar f, podemos

concluir, graficamente, que a solucéo factivel x = (0 0)" ndo é uma solugdo 6tima

[1].

Analisemos outra solucdo factivel x = (x; x,)" = (2 0), em que a funcéo
objetivo vale f* = f(x') = 2 e a curva de nivel x; + 2x, = 2 esta representada, na
Figura 7, por f = 2. Como o gradiente n&o se altera, essa reta é paralela a anterior,
f' =0. Novamente, o gradiente aponta no sentido em que f cresce e podemos
identificar no gréfico outros pontos de S que atribuem valores maiores que 2 a

funcao objetivo. Logo, x' n&do é uma solucéo 6tima [1].

Continuando com este procedimento (de identificar pontos que atribuem
valores maiores a fungéo objetivo), chegamos a um extremo x* = (xfxg) =
(1 3)", para o qual f(x*) = 7. A curva de nivel x; + 2x, = 7 nos permite agora
observar que todos os pontos de S atribuem valores menores que 7 a funcao

objetivo, uma vez que o gradiente aponta no sentido de crescimento de f. De outra
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forma, para todo x € S, f(x), o que significa que x* que satisfaz todas as restricdes

simultaneamente e maximiza f(x) existe e € unica [1]:

X1 1
=) = 5}
X2 3
Figura 7: Determinando a solucéo 6tima x* (problema de maximizacéo).

~J. « Solucio
otima!

Fonte: ARENALES, M.; ARMENTANO, V.; MORABITO, R.; YANASSE, H. Pesquisa Operacional.
2. Ed. Rio de Janeiro: Elsevier, 2015. 723p.
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2.5. Solucao Grafica em Programacdao Linear

Segundo Taha (2008) o procedimento de resolugcdo grafica inclui duas

etapas:

1. Determinagéo da regido de solugdes factiveis.
2. Determinacao da solucédo 6tima entre todos os pontos factiveis da regido

de solucdes.

2.5.1. Modelo de Maximizacéao

Considere o problema linear de duas variaveis cuja funcdo objetivo e

restricbes estdo apresentadas abaixo.

Maximizar z = 5xq + 4x;.

6x; + 4x, <24 (1);
X1 + 2X2 <6 (2),
—X1 + X2 <1 (3);

Xy <2 (4);
X1 2 0 (5)'
Xy = 0 (6)

Inicialmente devemos analisar as restricbes do problema para determinar a

regido de solucgdes factiveis.

Aconselha-se o inicio dessa analise pelas restricbes de ndo negatividade x;
> 0 e x; = 0, pois séo de simples localizacdo no plano cartesiano em que x; é a
abscissa e x; a ordenada, limitando a regido de solu¢des ao primeiro quadrante do

plano.

As demais restricdes podem ser consideradas como igualdades, ou seja:
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6X1 + 4X2 = 24,

Xy + 2X; = 6;
—X1 +Xx; =1;
X2 = 2.

Isso facilita a determinacéo das retas que limitam a regidao de solugdes. Por
exemplo, pode-se substituir x; = 0 na equacdo 6x; + 4x, = 24 para encontrar X, = 6
formando a coordenada (0, 6) e x, = 0 para encontrar x; = 4 formando outra

coordenada (4, 0).

De posse de dois pontos podemos determinar uma reta no plano, nesse
caso a reta interceptard a abscissa no ponto (4, 0) e a ordenada em (O, 6),

determinando a reta referente a equacao 6x; + 4x, = 24.

Determinada a reta, considera-se novamente o efeito da desigualdade. A
reta fez dividir o plano (x1, X2) em dois semi-espacos, para descobrir qual deles faz
parte da regido de solucBes viaveis, basta identificar um ponto pertencente e aplicar
na desigualdade. O ponto referente a cada semi-espaco que satisfizer as condicbes

da inequacéo identificara qual deles representa a regiao de solucdes.

Ao adotar (0, 0), a condicéo € satisfeita. Logo, para a restricdo (1) o meio-
espaco pertencente a regido de possiveis solucdes é a que possui o ponto (0, 0).
Grosso modo, a regido abaixo da equacao 6x; + 4x, = 24 pertence a das solucoes.

Aplicando esse mesmo raciocinio para as demais restricées, encontramos o

gréafico exposto pela figura abaixo.
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Figura 8: Regido de Solucgdes Factiveis.

a}—-
Restrigoes:

6x) + 4vy; = 24 @

xp+ 2= 6 @

—X1 ¥+ Xp= 1 @

= 2 @

Xy = 00O

n= 0 ®

Espaco
/ F de solucoes
A

A 1 1 I o I >
0 1 2 3 an s 6 © 1

Fonte: TAHA, Hamdy A.; Pesquisa Operacional: uma visédo geral / Hamdy A Taha: traducéo Arlete
Simille Marques: revisao técnica Rodrigo Arnaldo Scarpel. 8. ed. Sdo Paulo: Pearson Prentice
Hall, 2008. 366p.

Portanto a area representada pelo poligono ABCDEF é a que representa a

regido das solucdes factiveis.

7

Como ja é conhecido o espaco de solugdes para o problema, o préximo

passo é encontrar a solucao 6tima, que torna maxima o valor da funcéo.

A determinacdo da solucdo oOtima requer identificar a direcdo na qual a

funcéo z cresce.

Isso pode ser feito atribuindo valores para z, z = 10 e z = 15, obtendo as
retas 5x; + 4x, = 10 e 5x; + 4x, = 15 e observar a diregcdo de aumento de z no

gréfico representado na figura seguinte.
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Figura 9: Representagdo do crescimento de z.

Fonte: TAHA, Hamdy A.; Pesquisa Operacional: uma visédo geral / Hamdy A Taha: traducéo Arlete
Simille Marques: revisao técnica Rodrigo Arnaldo Scarpel. 8. ed. Sdo Paulo: Pearson Prentice
Hall, 2008. 366p.

Portanto a solucéo 6tima ocorre no ponto C,onde x; =3 ex;=1,5e z=21.

Uma caracteristica importante de Problemas em Programacao Linear € que
a solucdo o6tima estd sempre associada a um ponto extremo da regido de solucdes.
Isso significa que a solucdo 6tima pode ser encontrada pela simples enumeracao

dos pontos extremos.

2.5.2. Modelo de Minimizacéo
Considere o seguinte problema de PL:
Minimizar z = 0,3x; + 0,9x%,.

Sujeitos a:

36



X1+ Xy = 800;
0,21x; — 0,30x, < 0;
0,03x; — 0,01x, = 0;

X1,X2 = 0.

Primeiramente, analisam-se as restricbes de ndo negatividade e determina-

se o primeiro quadrante do plano (X1, X2) como regido de solucdes factiveis.
Em seguida as demais restricbes podem ser analisadas como igualdades,

para atribuicdo de valores para localizacdo das respectivas retas no plano.
Posteriormente, considera-se novamente o efeito da igualdade para se

encontrar o espaco de solucdes determinado pelas restricdes do problema.
Em sequéncia ocorre a determinacdo da solucdo 6tima identificando a

direcdo na qual a funcdo z decresce, conforme figura a seguir.

Figura 10: Representac&o de uma PL de minimizac&o.
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Fonte: TAHA, Hamdy A.; Pesquisa Operacional: uma visdo geral / Hamdy A Taha: tradugdo Arlete
Simille Marques: revisdo técnica Rodrigo Arnaldo Scarpel. 8. ed. Sao Paulo: Pearson Prentice
Hall, 2008. 366p.

Portanto a solugdo 6tima ocorre no ponto de interseccdo entre as retas x; +
37

X2=800 e 0,21x;—0,3xo=0, onde x; =470,6 e x, =329,4 e z=437,64.



2.6. Método Simplex

2.6.1. Introducéo

O Método Simplex pode ser definido como um algoritmo de resolucédo de
problemas em Programacédo Linear. Foi desenvolvido em 1949 por George B.
Dantzig e atualmente possui grande aceitacdo devida ndo sé a sua simplicidade,

mas principalmente em sua capacidade de reproduzir solugdes em tempo aceitavel

[4].

O algoritmo simplex € um processo iterativo que permite melhorar a solucao
da funcdo objetivo em cada etapa. O processo finaliza quando ndo € possivel

continuar melhorando este valor, ou seja, quando se obtenha a solucao 6tima.

O método simplex é um procedimento algébrico iterativo que parte de uma
solucdo bésica factivel inicial e busca, a cada iteracdo, uma nova solugcédo basica

factivel com melhor valor na funcéo objetivo, até que o valor 6timo seja atingido [14].

Segundo Taha “Em vez de enumerar todas as solugdes basicas (pontos
extremos) do problema de PL, o método simplex investiga somente ‘algumas dessas

solugdes selecionadas™ [2].

O método simplex parte de uma solugéo factivel basica inicial e percorre a
regido convexa poligonal vértice a vértice até encontrar a solucao 6tima. A solucao

basica factivel inicial deve ser fixada como o ponto de origem.

A partir de uma solucéo bésica atual, uma varidvel ndo béasica entra na base
no lugar de outra variavel basica que passa a ser ndo basica, gerando uma nova

solucdo chamada solucgéo basica adjacente [14].

Se a solucéo basica adjacente atende as restricdes de ndo negatividade, ela

é chamada solucgéo basica factivel adjacente (SBF adjacente) [14].

Em resumo, cada iteracdo percorre os vertices do poligono formado pelas

restricbes a que esta sujeito o problema normalmente partindo do ponto A de origem
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onde x; =0 (i =1, 2, 3, ...), nesse ponto de partida o valor da fung&o objetivo Z é

zero, até chegar na solucédo 6tima de Z.

Além do mais, cada iteracdo do algoritmo simplex corresponde a um
conjunto de regras de pivoteamento associadas a transformacfes de matrizes e

resolucao de sistemas lineares conhecido como método de Gauss-Jordan.

2.6.2. Forma Escalonada de uma Matriz
Segundo Hefez e Fernandez, temos que:

(Definicdo). “Uma matriz m x n sera dita estar na forma escalonada se for nula, ou

Se:

1) o primeiro elemento ndo nulo de cada linha ndo nula é 1;

2) cada coluna que contém o primeiro elemento n&do nulo de alguma linha tem todos
0S Seus outros elementos iguais a zero;

3) toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas n&o nulas;

4) se Ly, ..., Lp séo as linhas nédo nulas, e se o primeiro elemento ndo nulo da linha

Li ocorre na coluna ki, entéo k; < ky < ... < kp” [6].

2.6.3. Escalonamento de Matrizes (Método Gauss-Jordan)

Verificaremos a seguir um algoritmo que reduz por linhas uma matriz dada

nao nula qualquer a uma matriz na forma escalonada em quatro passos.

Passo 1. Seja k; a primeira coluna da matriz dada com algum elemento nao nulo.
Troque as linhas entre si de modo que esse elemento n&o nulo apareca na primeira

linha, isto &, de modo que na nova matriz aq;, # O.

Passo 2. Para cada i > 1, realize a transformacao
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Aif

Li> L ——2L,.

A1k,

Repita os Passos 1 e 2 na matriz assim obtida, ignorando a primeira linha.
Novamente, repita os Passos 1 e 2 nessa nova matriz, ignorando as duas primeiras

linhas etc., até alcancar a ultima linha nédo nula.

Passo 3. Se Ly,...,L, sd@o as linhas ndo nulas da matriz obtida apds terminar o
processo acima e se ki & a coluna na qual aparece o primeiro elemento ndo nulo ay,

da linha L;, aplique as transformacdes

L - aiLi paratodo 1l <i <p.
ik;

Passo 4. Realize na matriz obtida até entdo as transformacdes
L,g - Lg — agkl_Ll-,{’ = 1, ,l - 1,

Para i = 2. Depois para i = 3, e assim por diante, até i = p. Dessa forma, obteremos

uma matriz na forma escalonada que é equivalente por linhas a matriz dada [6].

2.6.4. Solucédo Basica
Consideremos um sistema Ax = b com m equacdes lineares e n variaveis, de

modo que:
e Se m =n, o sistema apresenta uma Unica solucao;
e Se m > n, pelo menos n — m equacgdes devem ser redundantes;

e Se m < n, o sistema tera um numero infinito de solugdes [14].

E conveniente expressar o problema geral da PL na forma de equacdes
usando notacao matricial. Defina X como um vetor de tamanho n que representa as

variaveis, A como uma matriz (m x n) que representa os coeficientes das restri¢cdes,
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b como um vetor coluna que representa o lado direito e C como um vetor de
tamanho n que representa os coeficientes da fungao objetivo. Portanto, um problema

de PL é escrito como [2]:

Maximizar ou minimizar z = CX
sujeito a

AX = b,

Para encontrar uma solugdo para o sistema Ax = b, em que m < n,
primeiramente escolhe-se um conjunto de varidveis n — m de x, chamadas variaveis
ndo basicas (VNB), as quais sdo atribuidas valores iguais a zero. As m variaveis
restantes do sistema, chamadas variaveis basicas (VB), sdo entdo determinadas.
Essa solucdo € chamada solucdo béasica (SB). O conjunto de variaveis basicas é

chamado base [14].

Para formalizar a definicdo de uma solucédo basica, o sistema AX = b pode

ser expresso em forma de vetor da seguinte maneira:
n —
j=1P;% =Db.

O vetor P; € a j-ésima coluna de A. Diz-se que um subconjunto de m vetores

forma uma base, B, se, e somente se, os m vetores selecionados forem
linearmente independentes. Nesse caso, a matriz B € n&o singular. Se Xz é 0
conjunto de m variaveis associadas com os vetores da matriz ndo singular B, entéo

Xp deve ser uma solucéo béasica. Nesse caso, temos
BXg = b.
Dada a inversa B de B, obtemos a solugéo basica correspondente como
X =B 1b.

41



Se B™'b > 0, entéo X é viavel (ou factivel). A definicdo considera que as n —

m variaveis restantes sdo ndo basicas no nivel zero [2].

Se a solugcdo bésica atende as restricbes de ndo negatividade, isto €&, as
variaveis basicas sdo ndo negativas, a mesma é chamada solugcédo basica factivel
(SBF) [14].

Para o célculo da solucéo 6tima, basta calcular o valor da funcéo objetivo z
de todas as possiveis solu¢des basicas e escolher a melhor alternativa. O nimero

méaximo de solugdes basicas (viaveis e inviaveis) a serem calculadas é:

n!

Crrrll = (rrrlz) = m [14].

Teorema5

Toda solucao basica factivel de um problema de programacao linear é um

ponto extremo do conjunto K convexo [14].

2.6.4.1. Solucédo Basica Degenerada

Na resolucédo de problemas de programacao linear pelo método gréfico, a
solucdo degenerada € dada quando um dos vértices da regido factivel € obtido pela

interseccéo de mais de duas retas distintas [15].

Pelo método simplex, pode-se identificar um caso com solugdo degenerada
quando, em uma das solu¢bes do método simplex, o valor de uma das variaveis
basicas for nulo. Essa variavel € chamada variavel degenerada. Quando todas as
variaveis basicas assumem valores positivos, diz-se que a solucdo basica factivel é
ndo degenerada. Se a degeneragcdo ocorrer na solugdo Otima, tem-se um caso

conhecido como solucéo 6tima degenerada [15].
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2.6.4.2. Determinacdo de uma Solucédo Basica Factivel Inicial
Para que o método simplex possa ser aplicado, precisamos de uma solugéo
basica factivel inicial (fase | do algoritmo simplex). Algumas classes de problemas de

otimizacao linear oferecem naturalmente essa solucao basica factivel, por exemplo:
Minimizar f(x) = ¢ 'x
AX <Db
X =0,
emque b > 0 [1].
Apos a introducédo das variaveis de folga, digamos, x;, temos:
Minimizar f(x) = ¢'x
Ax +x;=Db
x=>0,x;=0,

de modo que a matriz dos coeficientes das restricdes agora € dada por [A |] e uma

particdo basica factivel é dada por:

e B =I: as variaveis basicas sao as variaveis de folga xg = X,

e N = A: as variaveis nao-basicas sdo as variaveis originais Xy = X,

e a solucao bésica factivel & dada por:

{XB:x]C:bZO .

xy=x=0
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2.6.5. Teorema Fundamental da Programacéao Linear (TFPL)

O Teorema Fundamental da Programacao linear € exposto como segue:

Teorema 6

Dado um problema de programacéo linear na forma padrdo onde A é uma

matriz m x n de posto m [16]:

i) se ha uma solucédo factivel, h4 uma solucéo bésica factivel;

i) se ha uma solucéao factivel 6tima, ha uma solucao basica factivel étima.

Prova de i [16].

Sejam a;, ay, ..., an 0S vetores da coluna da matriz A. Suponha que x = (X,
X2, ..., Xn) S€ja uma solugdo factivel. Entdo, em termos das colunas de A, esta

solucéo satisfaz:

X141 + Xoas + ... + Xpa, = b.

Suponha que exatamente p das x; variaveis sdo maiores do que zero e, por

conveniéncia, que elas sdo as p primeiras variaveis. Entao

X181 + Xo82 + ... + Xpap = b. (3.1)

Ha agora dois casos, dependendo se o conjunto ai, ay, ..., ap € linearmente

independente (LI) ou linearmente dependente (LD).
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Caso 1: Suponha que ai, ay, ..., 8, sdo linearmente independentes. Entéo
claramente p < m. Se p = m, a solucdo € basica e a prova esta completa. Se p < m,
entdo, uma vez que A tem posto m, m — p vetores podem ser encontrados nos n —p
vetores restantes, de modo que o conjunto dos m vetores é linearmente
independente. Atribuindo o valor zero para as m — p variaveis correspondentes,

produz uma solucédo basica factivel (degenerada).

Caso 2: Suponha que aj, a, ..., @, sdo linearmente dependentes. Entdo, ha
uma combinacao linear ndo trivial desses vetores que é zero. Desta forma, existem
constantes yi, Yz, ..., Yp, €m que pelo menos uma delas pode ser considerada

positiva, tal que

yiai + yoap + ... + Ypap = 0. (3.2)

Multiplicando (3.2) por um escalar € e subtraindo de (3.1), obtém-se:

(X1 — eyair + (X2 — ey2)az + ... + (Xp — €Yyp)ap = b. (3.3)

Esta equacao é vdlida para qualquer ¢ e, para cada &, 0S componentes Xx; —
gy; correspondem a uma solucédo de (3.3), embora elas possam violar a restricao X;

— ¢gy; = 0. Considerando y = (y1, Y2, ..., ¥p, 0, O, ..., 0), tem-se que para qualquer &,

X —¢ey (3.4)

€ uma solucao para (3.3). Para € = 0, x € a solucao basica factivel original. Quando &
cresce a partir de zero, as componentes de x podem aumentar, diminuir, ou

permanecerem as mesmas, dependendo se os valores correspondentes de y; s@o
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negativos, positivos ou nulos. Como se supde que pelo menos um dos valores de v;
€ positivo, pelo menos uma das componentes diminui quando € aumenta. Aumenta-

se ¢ até que uma ou mais das componentes tornem-se nulas, isto €, considera-se:
. (X
e =minqi—/y; > 0.
Vi

Para este valor de &, a solucdo dada por (3.4) é factivel e possui, no
maximo, p — 1 varidveis positivas. Repetindo este processo, se necessario, pode-se
eliminar as variaveis positivas até que se tenha uma solucéo factivel com as colunas
correspondentes que sdo linearmente independentes, situacdo onde o caso 1 se

aplica. [ ]

Prova de ii [16].

Seja x = (X1, X2, ..., Xn) Uma solucdo factivel 6tima e como no caso da prova
de (i) acima, suponha que ha exatamente p variaveis positivas Xi, Xz, ..., Xp.

Novamente, ha dois casos:
Caso 1 e Caso 2.

O Caso 1 corresponde a independéncia linear e é tratado exatamente da

mesma forma que o Caso 1 anterior.

O Caso 2 corresponde a dependéncia linear e também é tratado da mesma
forma que o Caso 2 anterior, mas ele deve mostrar que para qualquer &, a solugao

(3.4) é otima. Para isso, observa-se que o valor da solucdo x — ey é

c'x —ecly. (3.5)
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Para ¢ suficientemente pequeno, X — €y € uma solucéo factivel para valores
positivos ou negativos de ¢. Entdo, conclui-se que c'y = 0, pois se  c'y # 0, uma
valor pequeno de & com um sinal apropriado poderia ser determinado para fazer
(3.5) menor que c'x, mantendo a factibilidade. Isso violaria a hipétese de que x é

uma solugdo 6tima e, portanto, tem-se que c'y =0.

Tendo estabelecido que a nova solucao factivel com menos componentes

positivos também é Gtima, o restante da prova prossegue exatamente como na parte

0). n

Esse teorema reduz a tarefa de resolver um problema de programacéo linear

a de apenas procurar por solucdes basicas factiveis.

2.6.6. Exemplo de Aplicacdo do Método Simplex
Para compreendermos melhor o funcionamento do método simplex,

utilizaremos um exemplo de problema de Programacdao Linear.

Trata-se de um exemplo de maximizacdo retirado do livro Pesquisa
Operacional de Hamdy A. Taha (8 ed., p. 43).

O exemplo tratado em questédo tem a seguinte forma padrao:
Maximizar z = 5x; + 4%, + 0s1 + 0S5 + 0s3 + 0S4.
Restricdes:
6X1 + 4%z + 51 = 24;
X1+ 2Xy + S = 6;
-X1 + X2 + 83 =1;

Xo + S4 = 2.

47



X1, X2, S1, S2, S3, S4 = 0.

Sendo si, Sz, S3 € s, as variaveis de folga associadas as respectivas

restricoes.
Em seguida, escreve-se a fungéo objetivo como:
Z—5x1—4x2,=0.

Dessa forma, a tabela simplex inicial pode ser representada como segue:

Figura 11: Tabela das variaveis basicas, ndo basicas e Solugao.

Base z X, X, BSOS TS Solugio
z 1 -5 4 0 0 0 0 0 linha z
5, 0 6 4 BEIEE{l "] 24 linha s,
s, 0 1 2 EEUSIS (i 6 linha s,
5 £ =l 1 BEUEEEO ] () I linha s,
(2 0 0 1 Eeis{at) 1 2 linha s,

Fonte: TAHA, Hamdy A.; Pesquisa Operacional: uma visdo geral / Hamdy A Taha: traducéo Arlete
Simille Marques: reviséo técnica Rodrigo Arnaldo Scarpel. 8. ed. Sdo Paulo: Pearson Prentice
Hall, 2008. 366p.

Sendo x; e X, variaveis ndo basicas; s1, Sy, Sz € S4 variaveis basicas.

A tabela 1 acima representa a iteragcédo simplex inicial, em que (X1, x2) = (O,
0).

A solugéo imediata disponivel é:

z=0
s, =24
Sz=6
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Essa informacao € mostrada na tabela pela coluna Base e Solucao. A tabela
define o ponto extremo atual especificando suas varidveis bésicas e seus valores

bem como o valor correspondente da funcao objetivo z.

7

Os resultados gerados nessa primeira iteracdo mostram que é possivel

melhorar a solucéo, entdo segue-se a proxima iteracao.

Analisando a funcao objetivo z = 5x; + 4x, observamos que seu valor pode
ser melhorado aumentando x; ou x,. Como o coeficiente associado a x; € maior com
relagdo ao coeficiente unitario de x;, um aumento em X; corresponde um maior
aumento de z com relacao a x,. Portanto, X;, que tem o coeficiente mais positivo, é

selecionada como variavel a entrar na base, satisfazendo a condi¢do de otimalidade.

Em contra partida, a determinacdo da variavel que sai da base na tabela
simplex exige o calculo das razBes ndo negativas entre a coluna Solucdo e o
coeficiente de restricdo correspondente da variavel que entra, Xx;, como mostra a

tabela:
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Figura 12: Tabela da relagdo entre a coluna Solugéo e os coeficientes da variavel x;.

Entrando Razao
Base X, Solugao (ou intercepto)
: 24 o

5, 6 24 x, = — 4 «— minimo
o 1 () 1‘ = 9 =6
- 1
s -1 1 X, = 1 —1 (ignorar)
Y ey _VI = £
: - 2 e
S, O 2 X, = et (ignorar)

Fonte: TAHA, Hamdy A.; Pesquisa Operacional: uma visédo geral / Hamdy A Taha: traducéo Arlete
Simille Marques: revisao técnica Rodrigo Arnaldo Scarpel. 8. ed. S&o Paulo: Pearson Prentice
Hall, 2008. 366p.

Entdo, como se vé na tabela acima s; torna-se a variavel que sai da base

por apresentar a menor razao inteira positiva.
Assim, 0 novo conjunto de variaveis basicas e nao basicas passa a ser:
Variaveis ndo basicas: si, Xo.
Variaveis basicas: xi, Sz, S3, Sa.

O processo de troca é baseado nas operacGes de Gauss-Jordan, que
identifica a coluna da variavel que entra na base como a coluna do pivé, e a linha
da variavel que sai como a linha do pivd. A intersec¢do da coluna do pivé com
alinha do pivd é denominada elemento pivd. Essa representacdo pode ser

observada na tabela abaixo.
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Figura 13: Tabela de representacdo da coluna, linha e elemento piv6.

Entra
L
Base =z x X 5 % F 5 Soluglo
z I -5 <4 0 0 0 0 0
Sal pEMl 0 6 4 1 0 0 0 24 S
i do pivo
.. 0 1 2 0 1 0 0 6
s, 0 = 1 D0 L 0 1
5 0 0 . 0 X 2
Coluna
do pivo

Fonte: TAHA, Hamdy A.; Pesquisa Operacional: uma visédo geral / Hamdy A Taha: traducéo Arlete
Simille Marques: reviséo técnica Rodrigo Arnaldo Scarpel. 8. ed. S&do Paulo: Pearson Prentice
Hall, 2008. 366p.

Os calculos por Gauss-Jordan necessarios para produzir a nova solucéo
basica sédo de dois tipos.

1. Linha do pivé:
a. Substituir a variavel que sai da base na coluna Base pela variavel que
entra na base.

b. Nova linha do pivd = Linha do pivd atual + Elemento pivé.

2. Todas as outras linhas, incluindo z:

Nova linha = (Linha atual) — (Seu coeficiente de coluna do piv6) x (Nova linha

do pivo).

Esses calculos séo aplicados a tabela anterior da seguinte maneira:
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1. Substituir s; na coluna Base por x;:

Nova linha x; = Linha s; atual ~ 6

1
==(064100024)

21
=(01%-0004).
3 6

2. Nova linha z = Linha z atual — (— 5) x Nova linha x;
2 1
=(1-5-400000)—(—5)x(01§ 50004)

5
=(10-3 200020).

3. Nova linha s; = Linha s; atual — (1) x Nova linha x;
2 1
:(012001006)—(1)x(01§ 50004)

=005 —£1002).

4. Nova linha s3 = Linha s3 atual — (— 1) x Nova linha x;

=(0-1100101)~(-1)x (015 z0004)

5
=002 20105).
3 6

5. Nova linha s4 = Linha s, atual — (0) x Nova linha x;
2 1
:(00100012)—(0)(015 50004)

=(00100012).

A nova solucéo basica é (x1, Sz, S3, S4), € @ nova tabela se torna da seguinte

maneira;
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Figura 14: Tabela da segunda Solucéo.

Base z X, X, 5, s, ¥ 5, Solucio
z 1 0 Z 2 0 0 O 20
xx 0 1 = - 0 0 O 4
« s 0 0o 4 =2 1 0 0 2
s, 0 o0 =& < 0 1 0 5
s, 0 O 1 0 0 0 | 2

Fonte: TAHA, Hamdy A.; Pesquisa Operacional: uma visdo geral / Hamdy A Taha: tradug&o Arlete
Simille Marques: reviséo técnica Rodrigo Arnaldo Scarpel. 8. ed. Sdo Paulo: Pearson Prentice
Hall, 2008. 366p.

Ilgualando as novas variaveis ndo béasicas x, e s; a zero, a coluna Solugéo

da automaticamente a nova solucao basica:

X1=4
Sy =
S3=5
Sq4=2

O valor da funcao objetivo passa a ser z = 20.
- ~ - 2 5
Fazendo uma nova analise da funcéo objetivo, z = PRI + 20, vemos

que ainda cabe otimizacdo a funcao, pois o valor da funcdo aumenta se houver um
aumento na variavel x,.
Portanto, em uma proxima iteracdo a variavel que entra na base sera x..
Fazendo os calculos de razdo entre os valores da coluna Solugcédo e da

coluna da variavel x, que entra na solucdo temos o seguinte quadro.
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Figura 15: Tabela representativa dos valores da razao entre a coluna Solucdo e a

coluna variavel x,.

Entrando
Base X Solugao Razio
: 2 . 2
'l’ 3 <+ _\': =4 = -i- =6
s 2 4 o
5 ) < x,=2+ 5= 1.5 (minimo)
5 e
s, 3 5 T, G AR
3 3 X,=J+ 3=
§ [ 2 =224 1=2

Fonte: TAHA, Hamdy A.; Pesquisa Operacional: uma visdo geral / Hamdy A Taha: tradug&o Arlete
Simille Marques: revisao técnica Rodrigo Arnaldo Scarpel. 8. ed. Sdo Paulo: Pearson Prentice
Hall, 2008. 366p.

Como podemos observar da tabela acima, a menor razao inteira encontrada
refere-se a s,. Portanto s, seré a variavel a sair da base.
Substituindo s, na coluna Base por X, que entra, as seguintes operacdes de

fila por Gauss-Jordan sdo aplicadas:
. A . 4
1. Nova linha do pivé x, = Linha s; atual + 5;
2. Nova linha z = Linha z atual — (— %) x Nova linha x».

3. Nova linha x; = Linha x; atual — G) x Nova linha x».

4. Nova linha s3 = Linha s3 atual — (1) x Nova linha xa.

Nova linha s, = Linha s, atual — (1) x Nova linha X,

Esses calculos produzem a tabela da iteracdo 3, representada como segue.
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Figura 16: Tabela de representacéo da terceira iteragcdo do problema simplex.

Base 2 vy X5 51 55 53 54 Solugao
z 1 0 0 ; ;0 0 21
x; 0 1 0 i -3 0 0 3
n 0 0 | -1 i 0 0 3
ss 00 3 -3 0 :
s 00 s -3 0 ]

Fonte: TAHA, Hamdy A.; Pesquisa Operacional: uma visédo geral / Hamdy A Taha: traducéo Arlete
Simille Marques: reviséo técnica Rodrigo Arnaldo Scarpel. 8. ed. Sdo Paulo: Pearson Prentice
Hall, 2008. 366p.

Dessa forma a tabela simplex representada acima € Otima. Pois, ao

N I 3 1 -
observarmos a funcéo objetivo z = —7 s1 — 5 S2+ 21 verificamos que qualquer

aumento provocado tanto em s; quanto em s; indica uma diminuigdo no valor de z.

Ent&o, igualando as variaveis ndo basicas s; e s, iguais a zero, teremos 0s

seguintes resultados:
z=21
X1 =3
X2 = E
5
Sz = E

S_l
4=

Sendo z = 21 a solucdo 6tima do nosso problema.
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2.6.7. Representacdo Grafica do Problema Simplex

A solugcédo gréfica pode ser aplicada para a resolucdo de problemas de
programacao linear com duas ou, no méaximo, trés variaveis de decisdo (maior

complexidade) [14].

A representacdo grafica do problema linear de maximizacdo abordado

anteriormente € dado como mostra a figura a seguir.

Figura 17: Gréfico representativo do problema simplex de maximizacéao.

6 \- Mft\:ilhiZﬂl’: =5y + 4x,
sujeito a:
6x;+ 4 +5=24 (D
N+2n+5=6Q
“ntnis= 10
n+s=2 0@

nxn= 0

X

Fonte: TAHA, Hamdy A.; Pesquisa Operacional: uma visdo geral / Hamdy A Taha: traducéo Arlete
Simille Marques: reviséo técnica Rodrigo Arnaldo Scarpel. 8. ed. Sdo Paulo: Pearson Prentice
Hall, 2008. 366p.

Analisando a composicdo do grafico podemos notar o0s eixos de
coordenadas x; e Xy, as restricdes representadas pelas retas 1, 2, 3, 4, 5, as
restricdbes de ndo negatividade x;, X, = 0 e também a regido destacada em cinza
representando a area de possiveis regides de solucdo para o problema formada
justamente pela interseccdo das retas de restricdo e pelas condicdes de néo

negatividade.

Sabemos que a regido provavel de solucdo 6tima encontra-se sempre em

um ponto extremo da regiao de solucgdes.
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Desse modo, o algoritmo simplex percorre apenas 0sS pontos extremos da

regido poligonal representada no grafico em busca desse ponto 6timo.
O ponto de partida se da no ponto A, onde a fun¢éo tem valor z = 0.

Logo ap6s a primeira iteracdo o algoritmo se direciona ao ponto B e
posteriormente ao ponto 6timo em C conforme descrito no capitulo anterior pelas

figuras de tableau simplex.
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3. NocOes Estatisticas

Estatistica € o conjunto de métodos usados para coletar, organizar e analisar
informacdes numéricas [8].

Em sentido mais restrito, 0 termo estatistica é usado para designar o0s
préprios dados ou numeros deles derivados como, por exemplo, as médias. Assim
falamos em estatistica de empregos, de acidentes, etc [7].

Estatistica € a ciéncia que coleta, organiza, analisa, interpreta e apresenta
dados. Alguns especialistas preferem chama-la ciéncia dos dados [9].

Héa duas espécies principais de estatistica [9]:

e Estatistica descritiva corresponde a coleta, organizacdo, apresentacdo e
resumo de dados.
e Inferéncia estatistica refere-se a generalizar resultados de uma amostra

para uma populagdo, estimar parametros desconhecidos, chegar a

conclusdes e tomar decisdes.

Ao coletar os dados referentes as caracteristicas de um grupo de individuos
ou objetos, tais como as alturas e pesos dos estudantes de uma universidade ou os
nameros de parafusos defeituosos ou ndo produzidos por uma fabrica em um
determinado dia, € muitas vezes impossivel ou impraticavel observar todo o grupo,
especialmente se for muito grande. Em vez de examinar todo o grupo, denominado
populacao ou universo, examina-se uma pequena parte denominada amostra [7].

Uma populacdo pode ser finita ou infinita. Por exemplo, a populacdo
construida por todos os parafusos produzidos numa fabrica num determinado dia é
finita, enquanto a populacdo constituida de todos os resultados (cara ou coroa) em
sucessivos lances de uma moeda é infinita [7].

Se uma amostra € representativa de uma populacdo, conclusbdes
importantes sobre a populagdo podem normalmente ser inferidas de sua analise. A
parte da estatistica que trata das condi¢cdes sob as quais essas inferéncias séo
vélidas é denominada estatistica indutiva ou inferéncia estatistica. Como essa
inferéncia ndo pode ser absolutamente certa, a linguagem da probabilidade é

normalmente usada no estabelecimento das conclusdes [7].
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A parte da estatistica que busca somente descrever e analisar um
determinado grupo, sem concluir ou inferir algo de um grupo maior, € denominada
estatistica descritiva ou indutiva [7].

A Estatistica é uma parte essencial do pensamento critico, pois nos
permite testar uma idéia com base em uma evidéncia empirica. Ocorréncias
aleatdrias e variacbes ao acaso nos levam, inevitavelmente, a resultados ocasionais
gue podem sustentar um ou outro ponto de vista. Entretanto, a ciéncia da estatistica
nos diz se a evidéncia da amostra é convincente [9].

‘O pensamento critico significa ser capaz de avaliar a evidéncia, relatar o
fato a partir da opinido, enxergar lacunas numa argumentacao, verificar se a causa e
o efeito foram estabelecidos e detectar a incoeréncia.” [9].

Em particular, nesse trabalho, a utilizacdo dessa ferramenta matematica é
de fundamental importancia em andlises e desenvolvimento tedrico para
investimentos financeiros. A Teoria de Portf6lio de Markowitz que sera melhor
abordada nos capitulos seguintes apresenta uma relacdo muito estreita com o0s
principais conceitos da estatistica, pois postula de forma racional as relacbes
estabelecias entre risco e retorno de ativos dentro de uma carteira de investimentos.

Na elaboracdo de uma carteira de investimentos ha a utilizacdo de medidas
de centralidade para identificacdo do retorno esperado e medidas de disperséo sao

utilizadas para representar o risco de carteiras.

3.1. Medidas de Centralidade para Variaveis Quantitativa

Para uma dada variavel quantitativa, uma medida de centralidade € um
“valor tipico” em torno do qual se situam os valores daquela variavel [10].

A média é um valor tipico ou representativo de um conjunto de dados. Como
esses valores tipicos tendem a se localizar centralmente em um ponto de um
conjunto de dados ordenados segundo suas grandezas, as meédias também sé&o

denominadas medidas de tendéncia central [7].
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3.1.1. Meédia Aritmética

A média aritmética, ou simplesmente média, de um conjunto de N numeros

X1, X2, X3, ..., Xy € representada por X (leia-se “X barra”) e € definida por [7]:

Xl +X2 +X3++XN _Z}V=1ij _ZX

X= :
N N N

3.1.2. Média Aritmética Ponderada

Associando-se 0s numeros Xi, X», ..., Xk a certos fatores de ponderacdo ou
pesos wi, Wy, ..., Wk, que dependem do significado ou importancia atribuida aos

numeros. Tem-se,

W1X1 +W2X2 + "‘+WKXK _ ZWX
Wi+ wy + o+ wg >w o

X =

tem a denominacdo de média aritmética ponderada [7].

3.2. Medidas de Disperséo para Variaveis Quantitativas

Uma medida de dispersao para uma variavel quantitativa € um indicador do
grau de espalhamento dos valores da amostra em torno da medida de centralidade
[10].

O grau para o qual os dados numéricos tendem a dispersar-se em torno de

um valor médio & denominado de variagéo ou dispersao dos dados [7].
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3.2.1. Desvio Padrao

O desvio padrdo de um conjunto de N numeros Xi, Xz, ..., Xy € indicado por

s e definido por:

N (X, — X)? -X ———
SZ\/ j=1()§<l X) :\/Z(XN X)ZZ\/ZA),CZ: (X—X)Z.

em que x representa o desvio de cada um dos nimeros X; em relagdo a média X.
Assim, s é raiz média quadréatica (RMS) dos desvios, em relacdo a média ou, como é

muitas vezes denominado, o desvio da raiz média quadrética [7].

3.2.2. Variancia

A variancia de um conjunto de dados é definida como o quadrado do desvio
padrédo e &, deste modo, representada por s®. Quando é necessario distinguir entre o
desvio padrdo de uma populacio e o de uma amostra dela, adota-se

frequentemente o simbolo s para o ultimo e ¢ (letra minUscula grega sigma) para o

2

primeiro, assim s®> e ¢ representariam a variancia da amostra e a variancia da

populacao, respectivamente [7].

L - B2

2
S N

61



3.2.3. Coeficiente de Variagao

A variacao ou dispersao real, determinada a partir do desvio padréo (s), ou
qualquer outra medida de disperséo, é denominada dispersédo absoluta [7].

O coeficiente de variacdo ou de dispersao representa a dispersao relativa, é
indicado por V e dado por:

Coeficiente de variagéo (V) =

)

>i| «»

e geralmente expresso em porcentagem [7].

3.3. Correlacéo entre Variaveis Quantitativas

Para analisar o grau de interdependéncia linear entre duas variaveis
quantitativas X e Y utilizaremos a covariancia e o coeficiente de correlagao.

3.3.1. Covariancia

A covariancia € uma medida do grau de interdependéncia numérica entre
duas variaveis aleatérias.

A covariancia entre X e Y é calculada pela seguinte expressao:

s, =BG =Do-7)

n

62



3.3.2. Coeficiente de Correlagéo

E uma medida utilizada para verificar o grau de dependéncia linear entre

duas variaveis. E representada por:

em que

T,y . Coeficiente de correlagédo da amostra;

y

S,y . Covariancia da amostra;

y
S, : desvio padréo da amostra de x;

Sy desvio padrao da amostra de y.
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4. Teoria de Portfélio de Harry Markowitz

A Teoria de Portfdlio foi desenvolvida por Harry Markowitz em 1952 com o
intuito de se obter a maximizagdo dos lucros em uma carteira de investimentos

contrapondo a relag&o risco-retorno entre 0s ativos presentes nessa carteira.

4.1. Biografia de Harry Markowitz

Harry Max Markowitz nasceu em Chicago, lllinois. Durante o periodo
académico estudou violino e desenvolveu interesse por fisica e filosofia, influenciado
pelos trabalhos de David Hume e Charles Darwin.

Cursou economia pela Universidade de Chicago e se dedicou aos estudos
sobre “Economia da Incerteza”.

Em 1952 foi publicado seu artigo “Portfolio Selection” pelo The Journal of
Finance. Em 1955 recebeu o titulo Ph. D. pela Universidade de Chicago com sua
tese sobre a teoria de portfélio.

Harry Markowitz recebeu o Prémio Nobel em Economia pela teoria de
portfélio em 1990.

4.2. Teoria de Portfélio

Segundo Markowitz o processo de selecdo de um portfélio pode ser dividido
em dois estagios. O primeiro comega com a observacao e experimentagao e finaliza
com a crenga sobre o futuro desempenho dos titulos disponiveis. O segundo estagio
inicia-se com crencas relevantes sobre o desempenho futuro e finaliza com a
escolha do portfélio.

N&o se considera como regra para o investidor a escolha pela maximizagao

dos retornos esperados mas sim a expectativa por um retorno desejavel e a
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variancia de retorno como algo ndo desejavel. Essa regra servirh como base de
conduta para o investimento em relacdo a maximizacao e sobre hipéteses [17].

Contrariando o pensamento dominante a época, de que a melhor opcéo para
a composicao da carteira consistia ha concentragao de investimentos em ativos que
ofereciam os maiores retornos, Markowitz propds que seria possivel obter
combina¢cBes mais eficientes de alocacdo de recursos por meio da avaliacdo e
compensacao do risco dos ativos que compunham a carteira e, assim, estruturou as
bases sobre as quais se firmou a Teoria Moderna de Carteiras [18].

A Teoria Moderna de Carteiras pode ser considerada uma ferramenta que
permite ao investidor compor a carteira de investimento com diferentes ativos
financeiros e otimizar a relacéo entre retorno e risco do investimento [19].

N&o h& duvida que o investidor procura maximizar a sua utilidade esperada,
sendo assim, enfrenta a tarefa de compor uma carteira de ativos que maximize o
retorno esperado versus o risco oferecido pelo total de ativos componentes dessa
carteira [19].

O problema de composi¢do de carteiras esta intrinsecamente relacionado
aos conceitos de risco e retorno. Quando um operador do mercado financeiro ou
administrador de empresas compde uma carteira de ativos, o objetivo é basicamente
obter o0 maximo de retorno possivel, dado um nivel aceitavel de risco, ou obter o
minimo risco, fixando um nivel de retorno [19].

Considerando-se um conjunto de ativos que podem ser combinados em
diferentes propor¢cdes para a formacdo de carteiras de investimentos, € possivel
definir um conjunto limitado dessas carteiras de investimentos que sédo preferiveis
em relacdo a todas as outras carteiras do conjunto. Essas carteiras, que Sao
preferidas em relacdo as outras, sdo denominadas Carteiras Eficientes e o seu
conjunto forma um conjunto denominado Fronteira Eficiente [19] que era detalhada
em 5.2.6.

Markowitz (1952) propde que os investidores selecionem as carteiras nao
com base no desempenho individual de ativos, mas levando em consideragéo o
desempenho da carteira de forma agregada. A diversificacdo de carteiras pode levar
a construgao de carteiras “mais eficientes”, em razdo do efeito da correlagéo entre

os ativos [19].
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42.1. Retorno

Os retornos esperados e variancias sdo quase sempre estimados pelos
retornos passados. O pressuposto implicito quando se utilizam variancias historicas
€ de que distribuicbes passadas sdo boas indicadoras de distribuicbes futuras.
Quando esse pressuposto € violado, como acontece quando caracteristicas de
ativos mudam significativamente com o tempo, as estimativas historicas podem nao
ser boas medidas de risco [19].

O retorno de uma carteira de investimentos consiste na média ponderada
dos retornos esperados dos ativos que compdem a carteira. Para obter o retorno da
carteira basta, portanto, calcular a média aritmética dos retornos esperados dos
ativos ponderados pelas suas proporc¢des. A equacdo matematica para o retorno da
carteira é apresentada abaixo [18]:

Sendo:

Rp =retorno da carteira;

R; = retorno do ativo i;

n = nimero de ativos na carteira;

w; = peso do ativo i na composicéo da carteira.
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4.2.2. Coeficiente de Correlacdo ou Covariancia

Os estudos de Markowitz (1952) liquidaram a concepcdo de que as
estratégias ingénuas de diversificagdo, com a escolha aleatéria dos titulos, trariam
reducdo de risco na carteira. Para que uma carteira tenha riscos menores que 0s
ativos que a compdem individualmente, € necessario que os precos dos ativos nao
variem em conjunto na mesma direcdo e proporcéao [19].

Um menor risco na carteira depende da possibilidade dos retornos dos
ativos variarem em proporcoes diferentes ou que, enquanto alguns apresentem
retornos positivos, outros apresentem retornos negativos. Assim, na determinacao
do risco de uma carteira, deve ser estimado um indicador que relacione os retornos
dos titulos que compBem a carteira dois a dois. Esse coeficiente pode ser
representado pelo coeficiente de correlacdo ou a covariancia entre os titulos [19].

O coeficiente de correlacdo entre dois ativos € uma medida estatistica que
indica o grau de dependéncia linear entre as taxas de retorno desses ativos. Se 0s
rendimentos positivos de um ativo estdo associados aos rendimentos negativos do
outro no mesmo periodo ou vice-versa, o coeficiente de correlagdo tem valor
negativo. Se, por outro lado, os rendimentos positivos de um ativo estdo associados
aos rendimentos também positivos do outro ativo, ou negativos de um associado aos
negativos do outro, no mesmo periodo, o coeficiente de correlacdo tem valor
positivo. Caso sejam independentes, o coeficiente de correlacéo é igual a zero [19].

Esse coeficiente de correlacdo varia de +1 quando os resultados sao
perfeitamente correlacionados (sempre que um rendimento de um ativo é positivo, 0
do outro também €, assim como quando o rendimento de um € negativo, o do outro
também ¢é), até -1, quando a correlagdo é linear e perfeita no sentido inverso, ou
seja, sempre que um € positivo, 0 outro € negativo e vice-versa [19].

A covariancia € outra medida estatistica de dependéncia linear entre duas
variaveis no caso das taxas de retorno de dois ativos. Da mesma forma que o
coeficiente de correlacdo, quando as taxas de retorno ndo estdo relacionadas
linearmente, a covariancia entre elas € zero [19].

Quanto menor a covariancia entre os retornos dos dois titulos, menor o risco

da carteira e, mais, quando a covariancia for negativa, o risco da carteira sera menor
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do que a média ponderada do risco de cada um dos titulos que a compdem. Esse é

o grande segredo da diversificacdo eficiente proposta por Markowitz [19].

4.2.3. Risco

Para Markowitz, a obtencdo do risco de uma carteira é mais complexa do
gue a simples soma dos riscos inerentes aos ativos que a compdem. Para estimar a
dimensao do risco, existe a necessidade de se avaliar a correlacdo existente entre
os ativos [18].

Assim, neste conceito, o célculo do risco envolve, além dos riscos individuais
ponderados pela participacdo de cada ativo na carteira, consideracoes referentes a
correlacéo entre os ativos (covariancia) [18].

A quantificacdo se da por meio de medidas de dispersdo da Estatistica,
como variancia e desvio padréo [18].

A variancia do retorno é calculada como a diferenca entre cada retorno e a
média dos retornos, elevada ao quadrado e multiplicada pela probabilidade de o

evento ocorrer [18].

Sendo:
x; = evento que se analisa;

U, = média ponderada desses eventos;

P(x;) = frequéncia com que tais eventos ocorrem.

O desvio padrédo (o) é obtido por meio da raiz quadrada da variancia (Vo).

Para Markowitz, o desvio padrao representa a expectativa de risco que se tem sobre
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o retorno de um determinado ativo. Dessa forma, no ambito da Teoria Moderna de

Carteiras, risco de um ativo é dado pela variabilidade dos seus retornos [18].

42.4. Bindbmio Risco-Retorno

Markowitz pressupde que os investidores sdo avessos ao risco e, deste
modo, sempre que existirem dois ativos com 0 mesmo retorno esperado, 0S
investidores preferirdo o de menor risco. Por outro lado, os investidores somente
aumentardo o nivel de risco de sua carteira se forem compensados pelo aumento do
rendimento esperado [18].

Uma estratégia para melhorar o desempenho de uma carteira de
investimentos, portanto, € aumentar os ativos que apresentem um maior retorno,
dentro do mesmo patamar de risco desejado, substituindo os que tenham menor
retorno. Ou seja, melhorar a rentabilidade de uma carteira, sem afetar o seu risco.
Outra estratégia € substituir ativos que tenham maior risco por ativos que
apresentem um menor risco, dentro do mesmo patamar de retorno desejado. Assim,

melhora-se o risco de uma carteira, sem abrir mao do seu retorno [18].

4.2.5. Diversificacdo

De acordo com Markowitz, o risco de uma carteira pode ser reduzido por
meio da diversificacdo. Nao basta, todavia, somente diversificar. Segundo o autor,
para reduzir o risco, é importante que o coeficiente de correlagcéo entre os ativos que
compdem a carteira seja negativo [18].

A diversificacdo se torna importante para compensacao entre 0S riscos em
diferentes setores da economia. Uma carteira composta por ativos de setores

variados pode indicar um menor grau de risco a que o investidor estara exposto.
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De forma sintética podemos especificar dois tipos de risco a que uma
carteira pode estar inserida: (i) o risco préprio ou especifico e (ii) o risco sistematico
ou conjuntural.

@ O risco préprio ou especifico € aquele inerente ao préprio ativo e ao

subsistema no qual o ativo encontra-se inserido. Este risco é gerado
por fatos que atingem diretamente o ativo ou o subsistema ao qual o
ativo esta ligado e ndo atingem os demais ativos e seus respectivos
subsistemas [18].

(i) O risco sistemético ou conjuntural € aquele decorrente da conjuntura
politica, econdbmica e social, ou seja, o0 risco decorrente das
mudancas de conjuntura ou até mesmo das perspectivas de
mudancas de conjuntura politica, econémica e social. Este é o risco
de uma recesséo, de uma crise politica e de uma mudanca na taxa de

juros [18].

4.2.6. Fronteira Eficiente

“Um bom portfdlio € mais do que uma longa lista de acdes e titulos bons. E
um todo equilibrado, proporcionando ao investidor protecbes e oportunidades em
relagdo a uma ampla gama de contingéncias” [20].

A fronteira eficiente € o conjunto de carteiras cuja distribuicdo do peso dos
ativos apresenta, para cada patamar de risco, 0 melhor retorno possivel e, para cada
patamar de rentabilidade, o menor risco possivel [18].

Ou seja, a fronteira eficiente é determinada pelo conjunto de carteiras cuja
rentabilidade ndo pode ser mais incrementada sem que se aumente 0 risco, ou por
outro lado, pelo conjunto de carteiras cujo risco ndo pode ser diminuido sem que se
diminua a rentabilidade [18].

O risco de um ativo isolado é dado pelo seu desvio padrdo (o) histérico.
Enquanto o risco de uma carteira € dado pela varidncia (o?) entre os ativos

presentes nessa carteira.
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Plotando um grafico do risco do portfdlio oP (eixo X) pelo retorno esperado
do portfélio (eixo Y), o qual é dado pela ponderacdo do retorno esperado de cada

ativo pelo seu peso na carteira, teremos algo do tipo [20]:

Figura 18: Grafico representativo do modelo de carteiras da fronteira eficiente.

RATE OF RETURN

>

RISK TOLERANCE

Fonte: LIGA DE MERCADO FINANCEIRO FEA-USP. Diversifique! Disponivel em:
<https://www.ligafeausp.com/singlepost/2018/05/29/Diversifigue?ltemid=1017 &catid=90%3Aeventos

&id=138%3A27-08-private-equity-gp investimentos &option=com_content&view=article>. Acesso em:
setembro, 2018.

Portanto, existe um portfélio em especial, representado pelo ponto mais a
esquerda do grafico, em que é possivel alcancar o menor risco e, ainda, um retorno
maior em comparacdo com outros portfélios. Essa é a Carteira de Minima Variancia
(CMV), e seria a carteira de menor risco dentre todas possiveis envolvendo os ativos
A e B. A partir da CMV, todos os pontos que estdo sobre o grafico e possuem um
retorno mais elevado fazem parte da Fronteira Eficiente de Markowitz, sendo
maximizadores da relacao risco-retorno. A escolha entre as diversas possibilidades
de carteiras sobre a fronteira dependera da tolerancia ao risco de cada investidor
[20].
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4.3.  Indice de Sharpe

O indice de Sharpe € um indicador, criado pelo prémio Nobel de Economia
William Farsyth Sharpe (1990), cuja finalidade é a analise de desempenho estatistico
de carteiras de investimentos e fundos de investimentos.

De forma sintética podemos defini-lo como um indicador da relagcéo risco-
retorno que se estabelece em uma carteira de ativos ou em fundos de investimentos.

O indice Sharpe é definido como:

_ER)-R;
==

IS

Sendo:
E(R;): retorno esperado da carteira de mercado;

R¢: retorno do ativo livre de risco;

oc: volatilidade da carteira de mercado.

Com célculos cuja base esta na relagdo retorno/volatilidade, o indice de
Sharpe de um fundo representa 0 quanto ele esteve exposto a risco para alcancar
determinada rentabilidade, assim, quanto maior for o indice de Sharpe de um fundo,
maior a sua eficiéncia em assumir risco para atingir um determinado retorno. Nos
rankings de carteiras com base no indice de Sharpe, quanto maior o indice de
Sharpe do fundo, desde que positivo, melhor a sua classificagao [23].

O indice de Sharpe é dado pela relacdo entre a diferenca da média de
retorno esperada dos ativos da carteira ou fundo e do retorno do ativo livre de risco,
gue seria algum indexador adotado para compor o parametro de analise como a
taxa CDI ou mesmo o indice Bovespa, e pelo desvio padrdao do retorno da carteira
de ativos ou fundo de investimento.

Ou seja, o indice tem a funcdo de analisar a relacdo retorno excedente

Versus risco a que os ativos presentes na carteira estdo submetidos.
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Dessa forma, quanto maior o indice, maior a relagdo retorno frente ao risco,
entdo melhor avaliado sera a carteira ou fundo em questdo. Em contrapartida, se a
relacdo pender pra um aumento do risco frente ao valor de retorno médio ocorrera
fatalmente a diminui¢cdo do indice que implicard em uma menor eficiéncia da carteira
de ativos.

Ent&o de forma sucinta podemos avaliar que o indice Sharpe é um indicador

de quéo bem estruturado esta a carteira com relacéo a escolha dos ativos.
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5. Selecédo de Ativos

Para selecionar a melhor combinacdo ou carteira de titulos para fins de
aplicacdo, o investidor deve escolher uma carteira com um retorno esperado alto e

um desvio-padrao baixo. Pra isso, deve considerar:

1. Arelacédo entre retorno esperado de titulos isolados e o retorno esperado

de uma carteira formada por esses titulos.

2. A relagdo entre os desvios-padrdo dos retornos de titulos isolados, as
correlacdes entre os retornos desses titulos e o desvio-padréo do retorno

de uma carteira formada por esses titulos.

O retorno esperado de uma carteira é simplesmente uma média ponderada

dos retornos esperados dos titulos que a compdem.

A variancia de uma carteira depende das variancias dos retornos dos titulos
individuais e da covariancia entre os retornos dos dois titulos. A varidncia de um
titulo mede a variabilidade dos retornos desse titulo. A covaridncia mede a
associacao entre os retornos dos dois titulos. Dadas as variancias dos retornos dos
titulos, uma relacdo ou covaridncia positiva entre 0s retornos dos dois titulos
aumenta a variancia de toda a carteira. Uma relagdo ou covariancia negativa entre
os retornos dos dois titulos reduz a variancia da carteira. Esse resultado importante
parece ser confirmado pelo senso comum. Se um de seus titulos tende a valorizar-
se guando o outro se desvaloriza, ou vice-versa, os desempenhos de seus dois
titulos estdo compensando um ao outro. Estara sendo feito o que se chama de
hedge em financas, e o risco de sua carteira tendera a ser pequeno. Entretanto, se
ambos os titulos se valorizarem ou desvalorizarem em conjunto, ndo estara havendo

essa reducéo de risco. Portanto, o risco de sua carteira serd mais alto.

A interpretacdo do desvio-padrdo da carteira é idéntica a interpretacdo do

desvio-padrao do retorno de um titulo isolado.
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5.1. Acdes Recomendadas

Segundo levantamento do site EXAME, os papéis mais recomendados por
analistas para investir na Bolsa no més de setembro de 2018 esté&o listados abaixo.

As acdes ordinarias da Vale (VALE3) lideram o ranking das recomendacdes
de bancos e corretoras para setembro. Elas foram citadas em, dez das 17 carteiras

recebidas pelo site EXAME neste més.

Na segunda colocacdo, houve empate entre acbes preferenciais da
Petrobrads (PETR4), os papéis do Itat (ITUB4) e da Gerdau (GGBR4). Cada uma

recebeu nove indicagdes.

As recomendacdes para a Vale sdo por conta da estratégia de produzir mais

e a baixo custo da mineradora.

Ja a Petrobras continua sendo uma das a¢f6es mais indicadas porque, no
geral, as avaliacbes dos bancos e corretoras é de que a companhia nao tera

prejuizo financeiro em casos de pequenas alteracdes em sua politica de precos.

As acbes do Ital Unibanco (ITUB4) séo as preferidas dos analistas no setor
bancario, principalmente por conta do resultado operacional do banco, que,

historicamente, tende a surpreender a expectativa do mercado.

Os analistas seguem otimistas com os papéis da Gerdau, por alguns fatores:
a venda de ativos ndo estratégicos da empresa, que melhora a sua rentabilidade; o
controle incisivo dos custos e despesas observados nos ultimos trimestres; as
mudancas anunciadas na estratégia para a Ameérica do Norte, que devem
impulsionar os resultados da operacdo na regido; e a expectativa de retomada da

economia nacional.

A seguir seguem listados os papéis mais recomendadas para o més de
setembro de 2018 de acordo com a publicacdo segundo os melhores resultados

dessas empresas na visao das corretoras para o més de setembro.
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5.2.

Vale (VALES3);

Gerdau (GGBR4);

Itad Unibanco (ITUB4);
Petrobras (PETR4);

Via Varejo (VVARL11);
B2W Cia Digital (BTOW3);
Pao de Acucar (PCAR4);
Banco do Brasil (BBAS3);
Bradesco (BBDC4);

Fibria (FIBR3).

A N N N N N N NN

Formacgéo da Carteira

Com base nas agOes

listadas acima montaremos uma carteira de

investimentos. Entdo sera listada abaixo a cotacdo percentual mensal das acdes no

periodo dos ultimos 12 meses.

Tabela 1 — Rendimento percentual dos ativos no periodo dos Gltimos 12 meses.

Més | VALE3 | GGBR4 | ITUB4 | PETR4 | VVARIL | BTOW3 | PCAR4 | BBAS3 | BBDC4 | FIBR3
Outl7 | 0,73 -0,82 3,00 | 9,63 2,34 0,43 1,61 132 | -1,00 22,15
Novl7 | 9,48 1,19 185 |-830 | -3.20 19,03 | -8,13 13,10 | -5,80 -13,70
Dez17 | 1450 | 11,73 317 | 4,69 12,40 1926 | 1323 | 6,31 6,33 5,93
Janl8 | 2,94 16,32 2273 | 22,34 | 10,71 3,66 5,11 2470 | 20,44 | 14,69
Fevi8 | 8,69 15,42 360 | 8,95 1,00 11,95 | -9,39 5,34 -4.81 11,63
Marl8 | -523 | -6,74 185 |-023 | 10,67 7,78 2,83 184 | 193 5,44
Abrig | 1530 | 7,42 058 | 7,25 1,75 12,71 | 1892 |-1055 | -3,73 5,82
Mail8 | 1,11 11,11 | 15,74 | -17,41 | -21,51 12,28 | 1,36 17,25 | -15,62 | 3,56
Juni8 | -2,05 | -6,01 6,14 | -9,40 | -20,30 6,11 -2,03 566 | -7,78 2,53
Julls | 1058 | 19,91 11,55 | 14,69 | 14,40 4,65 6,75 13,44 | 1349 | 1,97
Ago18 | 0,60 -3,84 6,07 | -208 |-20,62 6,15 | -1,78 738 | -7,04 7,00
Setl8 | 10,63 | 4,74 1,99 | 317 -3,96 5,90 3,70 1,99 | 148 -5,28

Fonte: INVESTING. Dados Histéricos. Disponivel em: <https://br.investing.com/equities/vale-on-n1-

historical-data>. Acesso em: setembro, 2018.
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Sabemos que tanto os retornos esperados quanto as variancias sao quase
sempre estimados por retornos passados. Dessa forma, apesar de retornos
passados ndo significarem diretamente a certeza de retornos futuros, sdo bons
indicadores para se tomar de base para nos orientarmos, enquanto investidores,

guanto a expectativa de retorno futuro.

Entdo, da Tabela 1 dada anteriormente temos a rentabilidade média mensal
dos ativos que compordo nossa carteira de investimentos. Para prosseguirmos a
analise desses dados se faz necessaria a consideracdo do periodo sob o qual
registraremos o retorno médio do periodo de 12 meses, ou seja, calcularemos a
média aritmética dos retornos mensais do periodo de 12 meses, representados logo
abaixo:

Tabela 2 — Rendimento percentual médio dos ativos nos ultimos 12 meses.

Tempo | VALE3 | GGBR4 | ITUB4 | PETR4 | VVAR11 | BTOW3 | PCAR4 | BBAS3 | BBDC4 | FIBR3

12 5,61 4,02 0,36 2,78 -2,04 2,92 1,36 -0,78 -0,18 5,15

meses

O resultado obtido na Tabela 2, acima, sera de grande importancia na
formulacdo de nossa funcdo objetivo para otimizacdo de retorno dos ativos
presentes na carteira de investimentos. A principio, o retorno da carteira sera dado
pela ponderacgéo dos retornos médios mensais com suas respectivas participacdo na

carteira de ativos.

Além do retorno considerado esperado outro fator de extrema importancia
para a composi¢cdo de uma carteira de ativos se relaciona com a determinagéo do

risco a que estara exposta.

Para Markowitz o investidor ndo deve selecionar a carteira com base no
desempenho individual dos ativos, mas sim considerar o desempenho da carteira de

forma agregada.
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Isso significa observar o risco. E o risco é algo complexo de se analisar.

Entao, verificar a carteira de forma agregada significa também estimar o risco.

Assim, o calculo do risco envolve a ponderacao dos riscos individuais pela
participacdo de cada ativo na carteira e consideracdes referentes a correlacéo entre

oS ativos.

As ferramentas que séo utilizadas para a estimativa tanto do risco individual
de ativos quanto da carteira sdo dadas pela estatistica. S8o o desvio padrdo e a
variancia indicativos de medidas de dispersdo em torno da média de retorno
esperado que indica o quanto um ativo individual ou uma carteira de ativos estéao

dispersos.

Logo, o risco de um ativo isolado é dado pelo seu desvio padrdo (o)
histérico. Entdo, calculando o desvio padrédo de cada ativo de nossa carteira de

acOes temos os valores expressos na Tabela 3 abaixo relacionada.

Tabela 3 — Calculo do Desvio Padrédo de cada acdo dado periodo de 12 meses.

Tempo | VALE3 | GGBR4 | ITUB4 | PETR4 | VVAR11 | BTOWS3 | PCAR4 | BBAS3 | BBDC4 | FIBR3
12 6,74 10,20 9,60 11,06 13,06 10,84 8,37 11,79 9,87 9,10
meses

Com base nos resultados obtidos da Tabela 2 representada acima, podemos
de uma forma simplista analisar o comportamento de risco de cada ativo na carteira.
De forma isolada podemos verificar que dentre as acbes da carteira a que
representa o menor valor de desvio padrao para o periodo dos ultimos 12 meses foi
VALE3 com valor de desvio (o) igual a 6,74 e a maior foi a PETR4 com valor de

desvio igual a 11,06.

Esses valores sdo representativos da volatilidade das acdes neste periodo
de 12 meses. Entdo, a empresa Vale do Rio Doce com sua acdo VALE3 da nossa

carteira de estudo foi a que apresentou um comportamento mais estavel, o que traz
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maior seguranga para o0 investidor quando se observa de forma isolada o

comportamento da carteira.

Se, por outro lado, observarmos a Tabela 2, a VALE3 foi dentre as a¢0es
gue apresentou maior valor médio de retorno. Isso implica que esta acdo possui uma
alta confiabilidade pelos investidores, pois apresenta bons retornos ao mesmo tempo

com um risco comparado baixo com relagdo a outros ativos.

Porém, como estamos interessados no desempenho da carteira, ndo nos
basta a expectativa de risco de ativos individuais. Mas sim considerar o risco da

carteira como um todo.

Para isso, a estatistica nos fornece uma ferramenta de célculo e analise que
relaciona os ativos dois a dois de forma que seu resultado nos permite interpretacao

de risco voltado pra carteira.
Essa ferramenta é chamada de Coeficiente de Correlacdo ou Variancia.

O coeficiente de correlacdo entre dois ativos é uma medida estatistica que
indica o grau de dependéncia linear entre as taxas de retorno dos ativos. A
correlagdo pode variar num intervalo [-1; 1]. Se caso esse valor for igual a O,
dizemos entdo que ndo ha dependéncia linear entre os ativos, ou seja, 0s ativos sao

independentes e ndo ha relacéo entre eles.

Em contrapartida, o coeficiente de correlacdo tera valor positivo ]0; 1] se
houver uma correspondéncia inversa sob o retorno dos ativos, ou seja, se um ativo

com retorno positivo se relacionar com outro ativo de retorno negativo ou vice-versa.

Caso o coeficiente apresente valor de correlacdo negativo [-1; O[, ent&o
teremos uma relagcédo de forma direta sob os retornos, ou seja, 0s ativos positivos se
correspondem com ativos positivos ou ativos com retorno negativo se correspondem

com ativos de retorno negativo.

Quando o valor do coeficiente de correlagdao for +1 dizemos que o0s
resultados sé@o perfeitamente correlacionados (relacdo entre ativos de retornos

positivos ou entdo relacdo entre ativos negativos). Se o valor do coeficiente valer -1
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dizemos que a correlacdo € linear e perfeita no sentido inverso (um ativo de retorno

positivo e outro de negativo ou vice-versa).

Segundo Markowitz, para reduzir o risco de uma carteira € importante que o

coeficiente de correlacdo entre os ativos que compdem a carteira seja negativo.

Entdo, se a busca é por uma carteira que vise minimizar o risco a correlacao

negativa de coeficiente da carteira deve ser buscada entre os ativos presentes.

Tabela 4 — Célculo da Correlacéo entre as ac6es dado periodo de 12 meses.

Més VALE3 | GGBR4 | ITUB4 | PETR4 | VWARLL | BTOW3 | PCAR4 | BBAS3 | BBDC4 | FIBR3
VALE3 )

GGBRA | o cer )

ITUB4 0,216 | 0,737 1

PETR4 | 0309 | 0,828 0,840 1

WARLL 0370| 0,721| 0,775 | 0,737 1

BTOWS3 | 0315| 0487| 0,339| 0524| 0,509 1

PCAR4 | 0560 | 0,177 | 0,040| 0,147| 0,186| 0,486 1

BBAS3 | 0108| 0,778 | 0,883 | 0,862| 0,716 0,482 | -0,079 1

BBDC4 | 008| 0,739| 0976| 0852| 0821 0410| 0,111| 0,918 1
FIBR3 | 0299 | 0,142| 0,159| 0514 | 0142 0387 | 0040| 0423| 0,236 1

Como podemos depreender da Tabela 4 acima, as acbes que se
relacionaram de forma idéntica, ou seja, relacdo entre duas mesmas acoes, tiveram
valor de coeficiente de correlacdo igual a 1. Isso se deve ao fato de que os retornos

positivos se correlacionaram aos retornos positivos e 0s negativos aos negativos.

De forma geral, analisando a correlacéo entre os ativos, podemos afirmar
gue os valores se apresentaram altos e houve poucos casos de correlacdo negativa

entre as acoes.

Esse fato € um indicador de que os investidores nesse momento estao
buscando uma alta rentabilidade nas carteiras de agdes, pois assumem riscos nao
muito baixos segundo a Teoria de Portfélio e o0s resultados dos célculos

representados pelas tabelas.

80



A covariancia é outra medida estatistica de dependéncia linear entre duas
variaveis no caso das taxas de retorno de dois ativos. Quanto menor a covariancia
entre os retornos de dois titulos, menor o risco da carteira e quando a covariancia for

negativa, o risco da carteira sera menor do que a média ponderada do risco de cada

um dos titulos que a compdem.

Tabela 5 — Calculo da Covariancia entre as a¢gdes dado periodo de 12 meses.

Més VALE3 | GGBR4 | ITUB4 | PETR4 | VWARLL | BTOW3 | PCAR4 | BBAS3 | BBDC4 | FIBR3
VALEZ | 4165

GGBR4 | 4166| 9531

ITUB4 12,82 | 66,11 | 84,50

PETR4 | 2100 | 8557 | 81,72 | 112,05

WARLL | 2986 | 87,95| 89,04 | 97,54 | 156,26

BTOW3 | 51,12 | 4934 3235| 5755| 6605 107,66

PCARA | 7896 | 13,82| 291| 1245| 18,61 | 40,44 | 64,49

BBAS3 7,90 | 8572 | 91,57 | 102,91 | 101,04 | 5638| -7,15| 127,33

BBDC4 | 1566| 6819| 84,78| 8523 | 9698 40,17| 837| 97,87 | 8926
FIBR3 | 1678 | 12,10| 12,70| 47,38| 1545| 3501| 2,76| 41,55| 19,42 7585

Como podemos observar da Tabela 5, a covariancia espelha de forma

semelhante o coeficiente de correlagao.

Fazendo um comparativo entre as Tabelas 4 e 5, verificamos que ambos 0s
resultados apresentam uma mesma interpretacéo para os dados. De forma geral os
valores de covariancia foram altos e como no calculo do coeficiente de correlacéo
apenas dois ativos apresentaram covariancia negativa. Entdo, as conclusdes gerais

podem também ser as mesmas nos dois casos.

Isso de forma pratica indica que a carteira montada com o0s dez ativos
apresenta valores de variancia e correlagdo altos, impactando o risco da carteira e

elevando seus indices.

Com um risco maior, provavelmente o investidor esteja apostando em uma

estratégia mais arrojada nos retornos. Desta forma, precisariamos calcular a
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variancia dos ativos para verificarmos como se comportaria 0 risco da carteira de

investimentos.

Sabemos que o risco de um ativo isolado € dado pelo seu desvio padréao (o).
E que o risco de uma carteira € dado pela variancia (¢?) entre os ativos presentes

nessa carteira.
Entdo, teremos como valor de variancia da nossa carteira (¢%) 6,69.

Esse valor nos sugere que, ao compararmos com o0s valores de risco
individuais dos ativos dados na Tabela 3, verificamos que os ativos individuais

possuem risco maior que o da carteira.

Disso, aliado ao fato de que h& poucas correlacbes negativas no calculo do
coeficiente entre os ativos, podemos concluir que a carteira apresenta uma

composicao de ativos que contribuem com a elevacao do risco.

Diante desse fato entdo podemos de forma a tornar melhor a composicéao da
carteira alterar alguns ativos seguindo alguns critérios pré estabelecidos para que a

carteira se torne mais eficiente.

Os critérios adotados levam em consideracdo de que quando investimos
tendemos a ter receio do risco. Entdo, uma estratégia adotada para melhorar o
desempenho de uma carteira seria aumentar os ativos que apresentam um maior

retorno dentro de um mesmo patamar de risco desejado.

Outra estratégia seria substituir ativos de maior risco por ativos que

apresentem um menor risco, dentro do mesmo patamar de retorno desejado.

Esses procedimentos seriam adequados para reducdo do risco que
denominamos risco proprio ou especifico. Aléem desse risco, podemos analisar a
possibilidade de atenuar o risco a que chamamos de sistematico ou conjuntural, que
decorre de fatores externos como conjuntura politica, econémica e social do pais em

gue o mercado financeiro esté inserido.

Esse tipo de risco pode ser atenuado através da diversificagdo de ativos na

carteira. Essa diversificagdo proporia a escolha de ativos de setores econdmicos
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diferentes. Entao, desse modo a¢des do mercado primario como de extragdo mineral
ou de petrdleo poderia se contrapor ao setor bancario ou mesmo de varejo. Essa
diversificacao tentaria induzir na carteira um melhor valor para a correlacéo entre 0s

ativos e de forma agregada diminuir o risco da carteira, tornando-a mais confiavel.

5.2.1. Promovendo Melhorias na Carteira de Investimentos

Analisando de forma setorial nossa carteira de ativos observamos de forma
imediata trés ativos que compf&em nossa carteira pertencem a mesma area de
mercado, ITUB4 BBAS3 BBDC4. Sao ativos que compdem o setor bancario através
de suas empresas: Itat Unibanco, Banco do Brasil e Bradesco. Entéo, fazendo uma
analise setorial verificamos que como Markowitz propunha a diversificacdo em
carteira de ativos, seria mais interessante diversificar os ativos da nossa carteira de

estudos promovendo uma maior confiabilidade para o investidor.

Analisando o coeficiente de correlagéo dos trés ativos na Tabela 4, verifica-
se que o ativo BBAS3 é o Unico dentre esses que apresenta correlacao negativa
com outros ativos listados na carteira. Por esse fato, escolhemos este ativo para
permanecer na composicdo de nossa carteira. Além do mais, ao observar a
correlacdo dos outros dois ativos, ITUB4 e BBDC4, apresentam correlagdes altas, o

gue deve ser evitado para uma melhor estrutura da carteira.

Porém, sabemos que ndo basta diversificar. E necessario garantirmos além
de uma correlacdo baixa uma maior seguranca ao investidor. Isso pode ser
proporcionado alocando novos ativos com maiores retornos dado um mesmo

patamar de risco ou entdo um menor risco dado mesmo nivel de retorno.

Como nosso objetivo é trabalhar com a maximizacdo dos retornos da
carteira, buscaremos ativos de empresas cujo retorno seja maior dentro de um

mesmo padréo de risco na carteira.
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Tabela 6 — Rendimento percentual dos ativos no periodo dos ultimos 12 meses.

Més VALE3 | GGBR4 | USIMS | PETR4 | VVAR11 | BTOW3 | PCAR4 | BBAS3 | GOLL4 | FIBR3
Outl7 | 0,73 -0,82 13,24 | 9,63 -2,34 0,43 1,61 -1,32 3,75 22,15
Nov17 | 9,48 1,19 -2,84 -8,30 -3,20 -19,03 -8,13 -13,10 | 1,37 -13,70
Dez17 | 14,50 11,73 6,31 4,69 12,40 19,26 13,23 6,31 3,99 5,93
Janl8 | 2,94 16,32 29,78 | 22,34 10,71 3,66 -5,11 24,70 24,04 14,69
Fev18 | 8,69 15,42 3,90 8,95 1,00 11,95 -9,39 5,34 6,02 11,63
Marl8 | -5,23 -6,74 -11,41 | -0,23 10,67 7,78 -2,83 -1,84 12,76 5,44
Abrl8 | 15,30 7,42 0,28 7,25 -1,75 12,71 18,92 -10,55 | -10,30 | 5,82
Mail8 | 1,11 -11,11 -24,31 | -17,41 | -21,51 -12,28 1,36 -17,25 | -30,54 | 3,56
Junl8 | -2,05 -6,01 -11,27 | -9,40 -20,30 6,11 -2,03 -5,66 -22,76 | 2,53
Jull8 | 10,58 19,91 21,17 | 14,69 14,40 4,65 6,75 13,44 32,53 1,97
Agol8 | 0,60 -3,84 -9,02 -2,08 -20,62 -6,15 -1,78 -7,38 -18,83 | 7,00
Setl8 | 10,63 | 4,74 3,10 3,17 -3,96 5,90 3,70 -1,99 -1,43 -5,28

Fonte: INVESTING. Dados Histdricos. Disponivel em: <https://br.investing.com/equities/vale-on-n1-

historical-data>. Acesso em: setembro, 2018.

Como podemos observar na Tabela 6, o conjunto de acdes substituidas

pelas acdes da empresa Usiminas (USIM5) ligada ao setor siderdrgico com a

producdo de aco. Outra empresa se relaciona com a viagdo aérea a Gol Linhas

Aéreas Inteligentes (GOLL4) empresa brasileira sediada no Rio de Janeiro, fundada

e homologada em 2001.

Entao calculando o novo retorno médio dos ativos temos:

Tabela 7 — Rendimento percentual médio dos ativos nos ultimos 12 meses.

Tempo | VALE3 | GGBR4 | USIM5 | PETR4 | VWAR11 | BTOW3 | PCAR4 | BBAS3 | GOLL4 | FIBR3
12 5,61 4,02 1,58 2,78 -2,04 2,92 1,36 -0,78 0,05 5,15
meses
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E seus desvios padréo:

Tabela 8 — Calculo do Desvio Padrao de cada agdo dado periodo de 12 meses.

Tempo | VALE3 | GGBR4 | USIM5 | PETR4 | VVAR11 | BTOW3 | PCAR4 | BBAS3 | GOLL4 | FIBR3
12 6,74 10,20 15,02 | 11,06 13,06 10,84 8,37 11,79 18,54 9,10
meses

Podemos observar individualmente que os desvios padrao dos novos ativos

selecionados sdo maiores que o0s anteriores em sua média padrdao. Dessa forma,

vamos analisar como esse novo conjunto se comporta de forma agregada, se um

maior risco individual proporciona maior risco a carteira.

Tabela 9 — Célculo da Correlacéo entre as ac6es dado periodo de 12 meses.

Més VALE3 | GGBR4 | USIM5 | PETR4 | VWARLL | BTOW3 | PCAR4 | BBAS3 | GOLL4 | FIBR3
VALE3 )

GGBRA | (661 )

USIMS 1 0360 | 0,841 1

PETR4 | 0309 | 0,828| 0,931 1

WARILL | 9370| o0,721| 0,707 | 0,737 1

BTOW3 | 0315| 0487 | 0,334 0524| 0,509 1

PCAR4 | 0560 | 0,177| 0080 | 0,147| 0,186 | 0,486 1

BBAS3 | 0108| 0,778| 0861 | 0862| 0716| 0482| -0,079 1

GOLL4 | 0718| o0,748| 0821 | 0,804| 0915| 0,305 -0,065| 0,811 1
FIBR3 | 0299 | 0,142| 0360 | 0514| 0142| 0387| 0040| 0,423| 0,236 1

Em contra partida, pudemos melhor ajustar a correlagédo de coeficiente entre

0s ativos. Logo, espera-se que haja uma melhora no resultado da variancia.

Vamos, entdo, fazer o calculo da variancia de acordo com a Tabela 7 a qual

representa o retorno médio dos ativos em cima dos 12 meses ultimos restantes.

Logo, o valor da variancia dado € (¢?): 6,31.
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Podemos notar, que houve uma melhora no resultado com relacdo ao

calculo passado que expressou um calculo de 6,69.

Entdo, podemos comprovar de forma eficacia a Teoria de Portfélio que
orienta o investidor a buscar sempre a diversificacdo dos ativos dentro de um
conjunto de investimentos, buscar por uma menor correlacdo entre os ativos, se for
possivel negativa. E, por ultimo, adequar um menor risco com ativos mais rentaveis

ou diminuir o risco observando sempre um patamar de retorno esperado.
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6. Problema de Programacéao Linear

De posse da nova carteira de a¢des ja podemos formular nosso problema de
programacao linear através dos ativos escolhidos para essa composicao.

A carteira em questdo possui ao todo dez ativos, onde se buscou uma
melhor harmonizacéo através da diversificacdo de setores econdmicos dos ativos e
também uma analise segundo matéria da revista EXAME considerando os melhores

ativos para o més de setembro.

Dentro dessa perspectiva entdo, fizemos alteragbes em duas acOes que
compunham o setor bancério e verificamos uma melhoria quanto a variancia da

carteira, contribuindo para uma melhoria no risco da carteira.

6.1. Funcao Objetivo

De posse dessas informacdes, podemos entédo definir nossa funcéo objetivo.

Como visto na Teoria de Portfdlios, o retorno da carteira é dado pela média
ponderada dos retornos médios dos ativos.

Assim, como buscamos a otimizacdo desses retornos de ativos, entdo

elaboraremos nossa funcédo objetivo:

R =wiR; + WoR, + ... + WigR10.

Sendo que R representa a funcao objetivo e também o retorno da carteira, R;
o retorno médio de cada ativo no periodo de doze meses analisado e w; a
ponderacédo de cada ativo na carteira.

Tendo como base as ac¢0es listadas na Tabela 7, temos:

e R;=5,61representando o retorno médio da agao VALES;
e R, =4,02 representando o retorno médio da acdo GGBR4;

e Rj3=1,58 representando o retorno médio da agdo USIMS5;
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R4 = 2,78 representando o retorno médio da acdo PETR4;

Rs = -2,04 representando o retorno médio da acado VVAR11;

Re = 2,92 representando o retorno médio da agdo BTOWS;
e R;=1,36 representando o retorno médio da acdo PCAR4;
e Rg=-0,78 representando o retorno médio da acdo BBASS;
e Ry =0,05 representando o retorno médio da acdo GOLLA4;

e Rj0=05,15 representando o retorno médio da acédo FIBR3.

Entdo, formularemos nossa fungao objetivo como a expresséo abaixo:

R =5,61w; + 4,02w, + 1,58ws + 2,78w, — 2,04ws + 2,92wg + 1,36W; — 0,78wg +
0,05wq + 5,15w,.

6.2. Restricdes

Como todo problema de Programacao Linear, w;representa minhas variaveis
de decisdo e por isso a primeira condicdo que se apresenta € a de ndo negatividade

destas variaveis. Portanto:

W1, W2, W3, W4, Ws, We, W7, Wg, Wy, Wig = 0.

Um outro fator a ser levado em consideragcédo se refere ao fato de que as
variaveis de decisdo representam a ponderacédo de cada ativo na carteira, por isso

sua soma deve ser igual a 1:

W1+ W + W3 + Wa + W5 + Wg + W7 + Wg + Wg + Wyg = 1.
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6.3. Formulacao do Problema de Programacéo Linear

Podemos formular um problema de Programacéao Linear utilizando a fungao

linear e as restricdes apresentadas como segue.
Funcao objetivo:

R =5,61w; + 4,02w, + 1,58ws + 2,78w, — 2,04ws + 2,92wg + 1,36wW; — 0,78wg +
0,05wyq + 5,15w1g.

Restrigcdes:

W1, W2, W3, W4, Ws, We, W7, Wg, Wy, Wig = O;

W1+ Wso + W3 + Wa + W5 + Wg + W7 + Wg + Wg + Wig = 1.

Com a utilizacdo do Matlab e a linha de comando Linprog pudemos obter o
valor étimo do nosso problema de maximizacao.

Com as restricbes dadas acima o programa sugere como valor 6timo R =
5,6lew; =1

Este resultado nos mostra que em decorréncia das restricdes adotadas a
aplicacdo no valor de maior retorno, VALES, traria o resultado 6timo para funcgdo

objetivo R e, portanto, otimizaria o valor da funcao.

6.4. Melhorando a Distribuicdo de Ativos

A concentragdo de recursos em um unico ativo nem sempre se mostra a
melhor solugdo. Em tempos de intempéries ou instabilidades econémicas o risco que
se assume ao optar pela aplicacdo em um unico ativo é bastante alto.

Por esse motivo, uma carteira melhor distribuida tende em casos de

instabilidade afetar de forma mais suave os resultados de rentabilidade da carteira.
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Logo, a diversificagdo € uma boa opcao para que os resultados sejam mais
constantes ao longo do tempo. Markowitz em sua teoria de Portfélios sugere a
diversificacdo dos ativos em diferentes segmentos da economia para mitigar o risco
dos investimentos.

A solucéo encontrada para o problema apresentado anteriormente se mostra
um tanto fragil do ponto de vista do risco a que a carteira esta submetida. O que se
propde ao investidor entdo é a desconcentracdo do capital aplicado em um Unico
ativo, no caso o ativo VALES3.

Para tanto, vamos propor algumas restricdes para o problema e verificar o
comportamento da funcéo objetivo.

Analisando os dados da Tabela 7, verificamos que do conjunto dos ativos
apresentados, aqueles que apresentaram maior retorno médio expressivo foram os
ativos VALE3, GGBR4 e FIBR3. Entédo, vamos propor uma limitacdo nesses ativos
de modo que mantenham um alto percentual na carteira.

Assim, restringiremos:

wi < 0,5;
wy < 0,4;

Wig < 0,5.

Outras acbes que permitiram um retorno esperado foram os papéis USIM5,
PETR4, BTOW3 e PCARA4.

Para esses ativos vamos propor as seguintes limitagoes:

ws < 0,2;
Wy < 0,3;
We < 0,3;

Wy < 0,2

Analisando nossa carteira também encontramos ativos que tiveram um
retorno nao desejavel ou de certa forma ndo esperado. Os ativos VVAR11 e BBAS3
apresentaram retorno meédio negativo para o periodo; a GOLL4 obteve retorno

médio préximo de zero. Contudo, esses ativos se analisados quanto seus valores de
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desvio padrdo apresentaram valores altos se comparados com outros ativos na
carteira.
Entdo, vamos propor para esses ativos uma participacdo menor na carteira

de forma que haja um valor maximo permitido. Assim, teremos:

ws < 0,1;
wg < 0,1;

wy < 0,1.

Além disso, proporemos também que a soma dos coeficientes w, e ws seja
menor ou igual a 0,4. Como justificativa tomamos o fato de que os ativos que
correspondem as restricbes sdo de empresas de mesma &rea de atuacdo no
mercado. Entdo tenhamos:

wo + w3 < 0,5.

6.5. Novo Problema de Programacéo Linear

De posse de novas informac¢des podemos elaborar um novo problema de
Programacao Linear com as mesmas caracteristicas da funcdo objetivo e

acrescentando as novas restri(;(”)es. Dessa forma, temos:

Funcao obijetivo:

R =5,61w; + 4,02w, + 1,58ws + 2,78w, — 2,04ws + 2,92we + 1,36W7 — 0,78ws +
0,05wg + 5,15w1.

Sujeito a:
wi < 0,5;
wy < 0,4;
ws < 0,2;

wy <0,3;
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ws < 0,1;
we < 0,3;
wr < 0,2;
wg < 0,1;
wy < 0,1;
Wwio < 0,5;

wo + w3z < 0,5.

W1+ Wso + W3 + Wa + W5 + Wg + W7 + Wg + Wg + Wyg = 1.

W1, W2, W3, W4, Ws, We, W7, Wg, Wy, Wig = 0.

Utilizando o software Matlab e a linha de comando Linprog conseguimos
obter o valor de solucdo 6timo para o problema. Esse valor sugere a aplicacdo em
dois Unicos ativos: VALE3 e FIBR3, de forma que as restricbes se distribuem da

seguinte forma:

w;=0,5;
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Entdo, temos a fungéo objetivo otimizada representada por:

R =5,61.0,5 + 5,15.0,5.
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Resultando em:

R =5,38.

Do ponto de vista do investidor foi atingido um bom retorno para o periodo
analisado. Porém, a concentracdo em apenas dois ativos pde a carteira em uma
situacdo complicada devido ao risco. Pois sabemos que a diversificacdo € algo
importante para minimizacao do risco.

Dependendo do periodo que se analise, a economia, 0 resultado das
empresas podem impactar de forma diversas os ativos. Logo, uma carteira melhor

diversificada seria o ideal para que se garanta longevidade aos investimentos.
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6.6. Utilizando indice de Sharpe na Carteira Otimizada

Como visto no Capitulo 6, o indice de Sharpe tem esse nome em
homenagem a William Farsyth Sharpe prémio Nobel de Economia em 1990 e cuja
finalidade é a analise de desempenho estatistico de carteiras e fundos de
investimentos.

De forma sintetizada o indice representa uma relacdo entre o retorno e a

volatilidade da carteira. A férmula do indice de Sharpe € apresentada abaixo:

_ER)-R;
=—.

IS

E(R;) representa o retorno esperado da carteira de investimentos e Ry 0

retorno do ativo livre de risco, ou seja, um parametro que se adota para comparar o
retorno da carteira. Para nossa carteira elegeremos o indice Bovespa (Ibovespa)
como referéncia ao investimento da carteira, o, representa a volatilidade da carteira,
nesse caso sera representado pela variancia da carteira.

Para buscarmos o indice Bovespa vamos utilizar a média referente ao

mesmo periodo adotado de 12 meses para os ativos. Entao, Ry = 0,72% [25].

O parametro adotado para avaliar o desempenho da carteira pelo indice de
Sharpe se relaciona com a relacdo retorno excedente versus risco a que os ativos
estdo submetidos. Portanto, de forma simples podemos verificar que quanto maior o
valor do indice de Sharpe, melhor avaliada ser4 minha carteira.

Entéo, recompondo os numeros vistos no capitulo anterior temos o valor de
retorno otimizado da carteira E(R;) igual a 5,38. Ja a variancia o, da carteira sera

igual a 6,31.

5,38—0,72
Portanto, teremos como resultado IS = 31 =0,74%.

)

Esse resultado significa que para cada 1 ponto de risco que a carteira esteve
exposta, obteve-se retorno de 0,74. Isso mostra um fato positivo para nossa carteira,

pois se comparado com um ativo livre de risco como titulos privados de grandes
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bancos (CDB, LCI, LCA, etc.) lastreados pelo CDI, a taxa de retorno sera maior

levando em consideracéo a atual conjuntura politico-econdmica do pais.
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7. Conclusao

De forma didatica e pratica buscou-se o0 estudo de conhecimentos
matematicos na aplicacdo de otimizagcdo de carteiras de investimento.

O trabalho abordou a priori 0 conceito do campo de estudos da Pesquisa
Operacional procurando trazer um breve histérico da evolucdo da disciplina de sua
origem até as ultimas décadas e recentes estudos de aplicacdo dessa importante
area para o mundo moderno.

Buscou-se situar a localizagcéo de tempo e espacgo da Pesquisa Operacional
no ambito Internacional e sua introdu¢do como area académica no pais.

Concomitantemente buscou-se identificar alguns dos principais tépicos de
Programacao Linear, abordando sua importancia para a resolucéo de problemas de
funcdo linear. Pontuando temas como func&o objetivo, restricbes do problema,
formas de organizagdo padrdo e matricial, bem como caracteristicas conceituais de
Programacao Linear como regido factivel e tipos de solucfes: factiveis e Gtimas.
Ainda assim, foi tomado como exemplo alguns modelos de resolucdo de problemas
de maximizagéo e otimizagao.

Foi visto também a teoria sobre o Método Simplex para a resolucdo de
problemas lineares e caso pratico de resolucao por tabelas.

A teoria estatistica vista para embasar a Teoria de Portfolio de Harry
Markowitz relacionando os temos de retorno e risco de carteiras de investimentos
aos topicos de média, desvio padréo e variancia.

Por fim, buscou-se a selecéo de ativos através de pesquisa de empresas de
capital aberto com negdcios na bolsa de valores de Sao Paulo, B3, Bovespa e
BM&F, para compor a carteira de ativos.

Com a teoria vista foi aplicado um problema linear cujo objetivo visou a
otimizacao do retorno de uma carteira de ativos. De posse dos resultados, aplicou-se
o indice de Sharpe para avaliar a correspondéncia entre o retorno obtido e a
volatilidade apresentados na carteira dentro de um periodo proposto de 12 meses.

Chegou-se a um resultado positivo e satisfatorio a vista do investidor que
busca de certa forma compor sua relacdo de ativos com fim especifico de planejar

seu investimento no médio e longo prazo, levando em consideracédo as intempéries
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econdmicas, politicas e sociais que possam influir na questdo econémica do pais e

responsabilidade administrativa e social das empresas.
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