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Resumo

Nesse trabalho ¢ apresentado o método de Decomposicao em Valores Singulares. Ele esta
na base de alguns dos mais eficientes algoritmos de compressao de imagem. O armazenamento
e transmissao de dados tém um papel extremamente importante em diversas areas, e o es-
tudo das técnicas que permitam a sua execugao com o minimo espago de armazenamento e o
menor tempo de processamento cresce cada vez mais. Desenvolvemos alguns conceitos impor-
tantes como reflexoes de Householder, decomposi¢ao QR e decomposi¢ao em valores singulares,
fundamentais para a realizagao deste trabalho.

Palavras-chave: Reflexdes de Householder, Decomposi¢ao QR, Decomposi¢ao em Valores
Singulares, Compressao de Imagens.

Abstract

In this work the Singular Values Decomposition method is presented. It is at the basis of
some of the most efficient algorithms of image compression. The storage and transmission of
data have an extremely important role in many areas, and the study of techniques that allow
it’s execution with the minimum of storage space and less processing time gets more and more
important. We develop some important concepts as the Householder reflections, decomposition
QR and Singular Value Decomposition, which are fundamental for the accomplishment of this
work.

Keywords: Householder Reflection, QR decomposition, Singular Values Decomposition,
Image Compression..
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Capitulo 1

Introducao

As imagens digitais sdo indispenséveis em varias areas como, por exemplo, medicina, biologia e
astronomia. Geralmente, sao transmitidas na forma de matrizes enormes, que requerem muito
espaco de armazenamento. Devido a estas circunstancias, torna-se viavel pesquisar por mé-
todos eficazes que otimizem esses processos, acelerando a transmissao eletronica de imagens e
reduzindo seu espago de armazenamento, sem muita perda de informacao.

Um destes métodos é a Decomposigdo em Valores Singulares (SVD - Singular Values De-
composition), que pode ser aplicada a quaisquer tipos de matrizes: quadradas, retangulares,
singulares e nao singulares.

A Decomposi¢gao em Valores Singulares é um tema relativamente recente na Matemética
e consiste em fatorar uma matriz qualquer m X n em um produto de matrizes ULV7, onde
Umxims Vaxn € SZmxn. Ela foi descoberta independentemente por Beltrami (1873) e por Jordan
(1874), para matrizes quadradas reais. Em 1915, Autonne demonstrou a SVD para matrizes
quadradas complexas. Em 1936, Carl Eckart e Gale Young demonstraram para matrizes retan-
gulares gerais.

A SVD também é a base de muitos dos melhores algoritmos computacionais para resolugao
de sistemas lineares. Contudo, para compreender o método, foi essencial aprofundar conheci-
mentos de algebra linear. Por isso, o trabalho esté dividido da seguinte forma:

O segundo capitulo apresenta alguns conceitos basicos de algebra linear, como espago ve-
torial, subespaco, combinagao linear, conjunto linearmente independente e dependente, base,
vetor unitario, conjunto ortogonal e ortonormal. Além disso, traz defini¢oes e propriedades ba-
sicas para o estudo que segue, como Processo de Gram-Schmidt , espaco-linha, espago-coluna,
espago-nulo, posto, nulidade, posto completo, projecao ortogonal, autovalores, autovetores,
polinémio caracteristico, autoespago, multiplicidade algébrica e geométrica de um autovalor,
matriz semelhante e matriz diagonalizavel.

O terceiro capitulo trata de conceitos mais avancados, partindo de matriz ortogonal, pas-
sando por norma matricial, hiperplano, reflexdes de Householder, decomposi¢ao QR e chegando
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a decomposicao em valores singulares, tema deste trabalho.

Por fim, o quarto capitulo mostra uma aplicacao da SVD: a compressao de imagens digitais.

1.1 Importancia Histérica

A decomposicao em valores singulares foi originalmente desenvolvida por gedmetras estudando
geometria diferencial. Eles desejavam determinar se uma forma bilinear real pode tornar-
se igual a uma outra por transformacgoes ortogonais independentes dos dois espagos no qual
ela age. Fugenio Beltrami e Camille Jordan descobriram de forma independente, em 1873 e
1874, respectivamente, que os valores singulares das formas bilineares, representados por uma
matriz, formam um conjunto completo de invariantes para formas bilineares sob substitui¢oes
ortogonais. James Joseph Sylvester também chegou & decomposi¢ao em valores singulares
para matrizes quadradas reais em 1889, independentemente de Beltrami e Jordan. Sylvester
chamou os valores singulares de multiplicadores canénicos da matriz A. O quarto matematico
a descobrir a decomposi¢ao em valores singulares de forma independente foi Autonne em 1915,
que chegou a ela via a decomposicao polar.

A primeira prova da decomposicao singular para matrizes retangulares e complexas parece
ter sido realizada por Carl Eckart e Gale Young em 1936: eles viam a SVD como uma ge-
neralizacao da transformacao de eixo principal para matrizes hermitianas. Em 1907, Erhard
Schmidt definiu um conceito andlogo ao de valores singulares para operadores integrais (que
sdo compactos, sob certas premissas técnicas); parece que ele nao estava ciente do trabalho
paralelo de valores singulares para matrizes finitas. Essa teoria foi levada adiante por Emile
Picard em 1910, que é o primeiro a chamar os numeros de valores singulares.

De 1964 aos dias atuais, a drea de processamento de imagens vem apresentando crescimento
expressivo e suas aplicacoes permeiam quase todos os ramos da atividade humana. Em Medi-
cina, o uso de imagens no diagnostico médico tornou-se rotineiro e os avangos em processamento
de imagens vem permitindo tanto o desenvolvimento de novos equipamentos quanto a maior
facilidade de interpretagao de imagens produzidas por equipamentos mais antigos, como por
exemplo, o raio X. Em Biologia, a capacidade de processar automaticamente imagens obtidas
de microscopios, por exemplo contando o ntimero de células de um certo tipo presentes em uma
imagem, facilita sobremaneira a execugao de tarefas laboratoriais com alto grau de precisao e
repetibilidade. O processamento e a interpretagao automatica de imagens captadas por saté-
lites auxiliam os trabalhos nas areas de Geografia, Sensoriamento Remoto, Geoprocessamento
e Meteorologia, dentre outras. Técnicas de restauragao de imagens auxiliam arqueologistas a
recuperar fotos borradas de artefatos raros, ja destruidos. O uso de robos dotados de visao
artificial em tarefas tais como controle de qualidade em linhas de produgao aumenta a cada
ano, num cenario de crescente automacao industrial. Inimeras outras areas tao distintas como
Astronomia, Seguranga, Publicidade e Direito, vem sendo beneficiadas com os avangos nas
areas de processamento de imagens e visao por computador.
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1.2 Comentarios Adicionais

Neste trabalho é apresentado um algoritmo em Matlab que faz a compressao da imagem e o
calculo do SVD da matriz referida. O proximo capitulo apresenta uma revisao de algebra linear
em especial nos aspectos usados no decorrer do trabalho.
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Capitulo 2

Conceitos Basicos de Algebra Linear

Apresentam-se aqui algumas defini¢oes e teoremas bésicos, necessarios para a compreensao dos
proximos capitulos. Nao foram desenvolvidas maiores explicagoes, uma vez que estas nogoes ja
devem ser de conhecimento do leitor para entendimento desse trabalho.

A &lgebra linear constitui um ramo da Matemética na qual o foco esta em matrizes, espacos
vetoriais e transformacoes lineares. Historicamente, originou-se a partir de sistemas lineares de
equagoes. Além disso, ela ocupa importante papel em diversas areas - desde as ciéncias sociais
as ciéncias exatas - permitindo seu uso didrio em &reas como economia, aviagao, exploracao
petrolifera e circuitos eletrénicos.

Definigao 2.0.1 (Espago Vetorial) Seja V um conjunto nao vazio qualquer de objetos no
qual estejam definidas duas operacoes, a adi¢ao e a multiplicacao por escalares. Por adi¢do
entende-se uma regra que associa a cada par de objetos u e v em V um objeto u+v, denominado
soma de u com v; por multiplicacdo por escalar entende-se uma regra que associa a cada escalar
a e cada objeto u em V um objeto a.u, denominado mailtiplo escalar de u por . Se todos os
axiomas sequintes forem satisfeitos por todos os objetos u, v e w em V e quaisquer escalares o
e B, diz-se que V € um espago vetorial e que os objetos de V sao vetores.

1. Se u e v sao objetos em V, entao u+v é um objeto em V.
2. uF+v=v+u
3. u+(v+w)=(u+v)+w

4. Existe um objeto 0 em V, denominado vetor nulo de V, ou vetor zero, tal que 0+u=u+0=u,
com qualquer u em V.

5. Dado qualquer u em V, existe algum objeto —u, denominado negativo de u, tal que u +
(—u) = (—u) +u=0.

6. Se a for qualquer escalar e u um objeto em V, entao au é um objeto em V.
7. a(u+v) =au+ av

8. (a+ plu=au—+ pu
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9. a(Bu) = (aB)u
10. 1u=u

Os escalares de um espago vetorial podem ser niimeros reais ou complexos. Os espagos
vetoriais com escalares reais sao denominados espagos vetoriais reais, e aqueles com escalares
complexos sao ditos espagos vetoriais complexos.

Teorema 2.0.1 Sejam V um espaco vetorial, u um vetor em V e o um escalar. Entao:
1. 0.u=0
2. a.0=0
3. (-1).u=-u

4. Se a.u=0, entao =0 ou u=0

E possivel um espaco vetorial estar contido em outro espago vetorial. Neste caso, tais
espagos vetoriais denominam-se subespacos [9].

Definicao 2.0.2 Um subconjunto W de um espago vetorial V é denominado subespaco de V
se W for um espaco vetorial por si so com as operagoes de adigcao e multiplicagao por escalar

definidas em V.

Teorema 2.0.2 Se W for um conjunto de um ou mais vetores em um espago vetorial V, entdo
W é um subespaco de V se, e somente se, as condi¢oes sequintes forem satisfeitas.

1. Se u e v forem vetores em W, entao u+v estd em W.

2. Se alpha for um escalar qualquer e u algum vetor de W, entao au estd em W.

Em outras palavras, o Teorema acima diz que W é um subespaco de V se, e somente se, for
fechado na adigao e na multiplica¢ao por escalar [2].

Teorema 2.0.3 Se Wy, W, ..., W, forem subespacos de um espaco vetorial V, entao a in-
tersecao desses subespagos também serd um subespaco de V.

Definicao 2.0.3 Diz-se que um vetor w em um espaco vetorial V é uma combinag¢ao linear
dos vetores vy, vq,...,v,. em V se w puder ser expresso na forma

W = V1 + QU + ...+ QU

em que aq, s, ..., q, Sao escalares e denominados coeficientes da combinagao linear.
Teorema 2.0.4 Seja S = {wy,ws,...,w,.} um conjunto nao vazio de vetores em um espago
vetorial V.
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1. O conjunto W de todas as combinagoes lineares possiveis de vetores de S é um subespago

de V.

2. 0 conjunto W do item acima € o “menor”"subespago de V que contém todos os vetores de
S, no sentido de que qualquer outro subespaco de V que contenha todos aqueles vetores
contém W.

A definicao  seguinte  fornece a notagdo e a  terminologia  relevantes
relacionadas ao Teorema 2.0.4.

Definicao 2.0.4 Diz-se que o subespaco de um espago vetorial V que € formado com todas as
combinagoes lineares possiveis de vetores de um conjunto nao vazio S € gerado por S, e diz-se
que os vetores em S geram esse subespago. Se S = {wy,ws, ..., w,}, denota-se o gerado de S
por ger{wy, ws, ..., w,.} ou ger(S).

Teorema 2.0.5 As solugoes de um sistema linear homogéneo Ax = 0, com A, xn, € um su-
bespaco de R™.

O conjunto das solugoes de um sistema homogéneo em n incoégnitas ¢ um subespaco de R".
Diz-se que esse conjunto é o espaco solugao do sistema.

As solugbes de um sistema linear homogéneo Ax = 0 de m equagoes e n incognitas s?o
vetores em R".

Teorema 2.0.6 Se S = {vy,vq,...,0.} ¢ 5" = {wy,we,...,wx} sdo conjuntos nao vazios de
vetores em um espago vetorial V, entao

ger{vy,vg, ..., v} = ger{wy, wa, ... wy}

- . ~ . !
se, e somente se, cada vetor em S € uma combinacao linear dos vetores em S , e cada vetor
r, . ~ .
em S € uma combinagao linear dos vetores em S.

Definigao 2.0.5 Se S = {vy,vq,..., 0.} for um conjunto nao vazio de vetores em um espago
vetorial V, entao a equagao vetorial

k?l'lll—i—kfgl)g—l—...—l—k?rvr =0
tem pelo menos uma solugao, a saber,
kit =0,ke=0,...,k. =0

Diz-se que essa ¢é a solugao trivial. Se essa for a tnica solugao, diz-se que S é um conjunto
linearmente independente. Se existem outras solugbes além da trivial, diz-se que S é um
conjunto linearmente dependente.

Teorema 2.0.7 Um conjunto S de dois ou mais vetores é:

1. linearmente dependente se, e somente se, pelo menos um dos vetores de S pode ser ex-
presso como uma combinacao linear dos outros vetores em S.
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2. linearmente independente se, e somente se, nenhum vetor em S pode ser expresso como
uma combinagao linear dos outros vetores em S.

O teorema seguinte se refere & dependéncia e a independéncia linear de conjuntos de um ou
dois elementos e conjuntos que contenham o vetor nulo.

Teorema 2.0.8 1. Um conjunto finito que contenha 0 ¢ linearmente dependente.

2. Um conjunto de exatamente um vetor é linearmente independente se, e somente se, esse
vetor nao € 0.

3. Um conjunto de exatamente dois vetores € linearmente independente se, e somente se,
nenhum dos dois vetores € um multiplo escalar do outro.

O proximo teorema mostra que um conjunto linearmente independente em RR"™ pode conter,
no maximo, n vetores.

Teorema 2.0.9 Seja S = {vy,vy,...,v,.} um conjunto de vetores em R". Se r > n, entio S é
linearmente dependente.

Definigao 2.0.6 Se V for um espago vetorial qualquer e S = {vy,vs,...,v,} for um conjunto
finito de vetores em V', diz-se que S € uma base de V' se forem wvdlidas as duas condigoes a
Sequir:

1. S € linearmente independente.

2. S gera V.

Nem todo espaco vetorial tem uma base. Um exemplo é o espago vetorial nulo, que nao
contém conjuntos linearmente independentes e, portanto, nao tem base. Além disso, um espago
vetorial que nao pode ser gerado por um numero finito de vetores nao tem base. Este espaco
vetorial é de dimensao infinita, enquanto um que pode ser gerado é de dimensao finita.

Teorema 2.0.10 Se S = {vy,vs,...,v,} for uma base de um espago vetorial V', entdo cada
vetor em V' pode ser expresso de maneira unica como v = c1v; + CoUs + ... + CpUy,.

Definigao 2.0.7 Se S = {vy,vs,...,v,} for uma base de um espago vetorial V e se
V= U1+ CUs + ...+ CrU,

€ a expressao de um vetor v em termos da base S, entao os escalares ¢y, ca, . . ., ¢, sao chamados
coordenadas de v em relagio a base S. O wvetor (cy,ca,...,c,) em R™ construido com essas
coordenadas € denominado vetor de coordenadas de v em relagao a S e é denotado por

(v)s = (c1,02, ..., ¢n)
Definigao 2.0.8 Seja u = (z1, 9, ...,2,) as coordenadas de u na base v. Diz-se que u € um
vetor unitdrio se ||u|| =1 , onde ||u|| = Vz12 + 222 + ... + 1,2
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Definigao 2.0.9 Diz-se que dois vetores nao nulos u e v em R™ sao ortogonais (ou perpendi-
culares) se u.v = 0. Também convenciona-se que o vetor nulo em R"™ € ortogonal a cada vetor

em R™. Um conjunto S = {uy,ug,...,uy} € dito ortogonal se dois vetores distintos quaisquer
em S sao ortogonais, isto €, se u;.u; = 0 para i # j. Um conjunto ortonormal de vetores é um
conjunto ortogonal de vetores unitdrios, ou seja, S = {uy,usg, ..., ur} € ortonormal se u;.u; =0

para i # j eu;u; =1 parai=1,2,... k.
Um resultado importante sobre conjuntos ortogonais é dado no préximo teorema.

Teorema 2.0.11 Seja S = {uy,us,...,ux} um conjunto ortogonal de vetores nao nulos em
R™. Entao S € linearmente independente.

Corolario 2.0.1 Um conjunto ortonormal de vetores em R"™ € linearmente independente.

Definicao 2.0.10 Um conjunto ortonormal de n vetores em R™ € uma base para R". Uma
base ortogonal (respectivamente, ortonormal) para um espago vetorial é uma base que € um
conjunto ortogonal (respectivamente, ortonormal).

Teorema 2.0.12 Seja S = {uy,us,...,u,} uma base ortonormal para R"™ e seja v um vetor
qualquer em R™. Entao
V="T1U1 + ToUs + ...+ T Uy

onder; =v.au; (1 <i<mn).

Outro conceito basico e importante de Algebra Linear é o de projecao ortogonal, pois
permite obter um vetor que tem a menor distancia de um vetor considerado, critério que serve
de base para o método dos quadrados minimos.

Definicao 2.0.11 Seja u um vetor nao-nulo. Dado v qualquer, o vetor p é chamado projecao
ortogonal de v sobre u, e indicado por proj,v, se satisfaz as condigoes:

1. p paralelo a u (Notagao: p || u)
2. (v —p) ortogonal a u (Notagao: (v —p) L u)

Proposicao 2.0.1 Seja u um vetor nao-nulo. Qualquer que seja v, existe e € unica a projecao
ortogonal de v sobre u. Sua expressio em termos de u e v €

. v.Uu
pTOqu = —2u
lal
E a expressao de sua norma é
projuol] = 124
Tal

Teorema 2.0.13 (Processo de Gram-Schmidt) Seja W um subespago nio nulo de R™ com
base S = {uy,ug, ..., uy}t. Entao, existe uma base ortonormal T = {wy,ws, ..., wy,} para W.
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O processo de Gram-Schmidt para construir uma base ortonormal 7" = {wy, wo, . .., w,, } de

um subespaco nao nulo W de R™ com base S = {uy, u, ..., u,} é o seguinte:
Passo 1: Seja vy = uy.
Passo 2: Calcule os vetores vq, vs, ..., v, sucessivamente, um de cada vez, pela féormula
. U;. U1 Uj;. V2 U; . Vi1
Vi = U; — U1 — Wy — oo — | /| \Vi—1
V1.U1 V2.V2 Vi—1-Vj—1
O conjunto de vetores T* = {vy, vy, ..., v, } é um conjunto ortogonal.
Passo 3: Seja w; = Hj—iH'Ui’ com 1 < i < m. Entdo, T = {wy,ws,...,w,} é uma base

ortonormal para .

Exemplo 2.0.1 Considere a base S = {uy, uz,us} de R3, onde u; = (1,1,1),uy = (—1,0,—1)
eus = (—1,2,3). Use o processo de Gram-Schmidt para transformar S em uma base ortonormal
para R3.

Solugao:
Passo 1: Seja v; = u; = (1,1, 1).
Passo 2: Calculando vy e vs:

U92.V1 12 1
2=t <v1 v1> = <_§’ 3’ _5)

Multiplicando vs por 3 para eliminar as fragoes, tem-se (—1,2, —1), que utiliza-se agora como

vy. Entao:
us.v Uus.v
UgZU3—< 3 1).'[11—( 3 2>.’U2:(—2,0,2)
V1.01 V9.Vg

Logo, T* = {vy,ve,v3} = {(1,1,1),(—1,2,—-1),(—2,0,2)} ¢ uma base ortogonal para R?.
Passo 3: Sejam

Entao, T = {wy,wy, w3} = {(%, %, L), (—iﬁ,—ﬁ, —LG), (=0, %)} ¢ uma base orto-
normal para R3.

Definicao 2.0.12 Se A ¢ uma matriz m xn, entao existem trés espagos importantes associados
com A:

1. O espago-linha de A, denotado por lin (A), € o subespago de R"™ gerado pelos vetores-linha
de A.
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2. 0 espago-coluna de A, denotado por col (A), é o subespago de R™ gerado pelos vetores-
coluna de A.

3. O espago-nulo de A, denotado por nul (A), é o espago-solug¢iao de Ax = 0. Esse é um
subespaco de R™.

Definigao 2.0.13 A dimensao do espaco-linha de uma matriz A é denominada o posto de A
e € denotado por posto (A); a dimensao do espago nulo de A é denominada a nulidade de A.

Teorema 2.0.14 (Teorema do Posto) O espacgo-linha e o espago-coluna de uma matriz tém
a mesma dimensao.

Demonstragao: Suponha que A seja uma matriz m X n e que dim(lin(A)) = k. Isso significa
que a forma escalonada reduzida R de A tem k vetores-linha nao-nulos Ry,..., R;. Como A e
R tem o mesmo espago-linha, segue que os vetores-linha Aq,..., A,, de A podem ser escritos
como combinacoes lineares dos vetores-linha de R:

A1 = 011R1 + 012R2 + ...+ ClkRk,

Ag = 021R1 + CQQRQ + ...+ CQkRk,

Am = leRl + Cm2R2 + ...+ kaRk.

Isso implica que o j-ésimo elemento da linha A; é dado por
Aij = Cille + Cigjo + ..+ cikRkj_

Logo, a j-ésima coluna da matriz A é dada por

Alj C11 C12 Cik
Ags c c c
j 21 22 2k
. :le . +R2j . +...+Rkj
Amj Cm1 Cm2 Cmk

Portanto, o espago-coluna de A também é gerado por k vetores. Isto implica que
dim(col(A)) < dim(lin(A)), (2.1)

j& que nao sabe-se em principio se estes vetores sao linearmente independentes. Mas isso vale
para qualquer matriz, em particular também vale para transposta de A, logo também tem-se

dim(col(AT)) < dim(lin(A™)). (2.2)

Mas
dim(col(AT)) = dim(lin(A)),

dim(lin(AT)) = dim(col(A)),

22



logo (2.2) ¢ equivalente a
dim(lin(A)) < dim(col(A)). (2.3)

A partir de (2.1) e (2.3), conclui-se que
dim(lin(A)) = dim(col(A)).

Como consequéncia do teorema anterior, pode-se pensar no posto de uma matriz como a
dimensao do espago-coluna. Além disso, como a matriz transposta converte linhas em colunas
e vice-versa, uma matriz e sua transposta possuem o mesmo posto.

Teorema 2.0.15 Se A é uma matriz m X n, entao posto(A)=posto(AT).

O proéximo conceito é um instrumento importante no estudo de sistemas lineares nos quais
o nimero de equagoes e o nimero de incoégnitas nao sao necessariamente iguais.

Definicao 2.0.14 Diz-se que uma matriz A de tamanho m X n tem posto-coluna mdximo se
seus vetores-coluna sao linearmente independentes e tem posto-linha mdximo se seus vetores-
linha sao linearmente independentes.

Uma maneira alternativa para os conceitos de posto-coluna e posto-linha maximos ¢é a que
segue:

Teorema 2.0.16 Seja A uma matriz m X n.
1. A tem posto-coluna mdzimo se, e somente se, posto (A) = n.

2. A tem posto-linha mdzimo se, e somente se, posto (A) = m.

Sabe-se que o posto linha (coluna) de uma matriz A € R™*™ ¢ o ntimero de linhas (colunas)
linearmente independentes. Ainda, pelo Teorema do Posto, o posto linha é igual ao posto
coluna. Por fim, define-se posto completo.

Definigao 2.0.15 Uma matriz A de tamanho m X n tem posto completo se posto (A) =
min{m,n}.

Definigao 2.0.16 Se A for uma matriz n X n, entao um vetor nao nulo x em R™ € denominado
autovetor de A se Ax for um maltiplo escalar de x, isto €,

Ax = Mz

com algum escalar \. O escalar A € denominado autovalor de A, e diz que x € um autovetor
associado a A.

O proximo teorema fornece um procedimento para encontrar os autovalores de A [3].
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Teorema 2.0.17 Se A for uma matriz n X n, entao A € um autovalor de A se, e somente se,
A satisfaz a equagao

det(\] — A) = 0 (2.4)

Essa equagao € a equacao caracteristica de A.

Quando o determinante det(A — A) do lado esquerdo de (1.1) é expandido, resulta um
polinémio p(\) de grau n denominado polindémio caracteristico de A. Em geral, o polinémio
caracteristico de uma matriz n x n é da forma

pN) =N+ N e,

em que 1 é o coeficiente de A". Como um polinébmio de grau n tem, no maximo, n raizes
distintas, tem-se que uma matriz n X n tem, no maximo, n autovalores distintos.

Teorema 2.0.18 Se A for uma matriz n x n triangular (superior, inferior ou diagonal), entao
os autovalores de A sao as entradas na diagonal principal de A.

Teorema 2.0.19 Se A for uma matriz n X n, sao equivalentes as afirmacoes sequintes.
1. X € um autovalor de A.
2. 0 sistema (AN — A)x = 0 de equagoes tem solugdes nao triviais.
3. Existe algum vetor nao nulo x tal que Ax = Ax.

4. X € uma solugao da equagao caracteristica det(A\ — A) = 0.

Encontrados os autovalores de uma matriz A, deve-se encontrar os autovetores. Os auto-
vetores de A associados a um autovalor A sao os vetores nao nulos x que satisfazem Ax = Ax.
Equivalentemente, os autovetores associados a A sao os vetores nao nulos que satisfazem a
equacao

(M —A)x=0

Esse espaco é denominado autoespaco de A associado a A.

Exemplo 2.0.2 Encontre os autovalores e os autovetores de

4 20
A=] -1 10
01 2

Solugdo: O objetivo é encontrar vetores x € R? e escalares A € R tais que Az = .
O polinémio caracteristico de A é

A—4 =2 0
det\[ —A)=det| 1 AX—=1 0 =A% — TA% + 16) — 12
0 -1 A=2
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Logo, os autovalores de A satisfazem a equacao

N —TA2 160 —12=0 (2.5)

Para resolver essa equagao, deve-se procurar inicialmente solugoes inteiras. Para isto, basta
lembrar que todas as solugoes inteiras (se houver) de uma equagao polinomial

N+ Nt +e,=0

de coeficientes inteiros sao divisores do termo constante ¢,. Assim, as tnicas possiveis solugoes
inteiras de (1.3) s@o os divisores de —12, ou seja, +1, £2, +3, +4, £6, +12. Substituir cada
um desses valores em (1.3) mostra que A = 2 é uma raiz, e entao, A — 2 é uma solu¢ao inteira.
Dividindo A*> — 7TA? 4+ 16X — 12 por A — 2, tem-se que (1.3) pode ser reescrita como

(A—=2)(A*=5X+6)=0
Assim, as demais solugoes de (1.3) satisfazem a equagao quadratica
M —B5A+6=0

Assim, os autovalores de A sao A =2e A = 3.
Conhecendo os autovalores, pode-se encontrar os autovetores correspondentes. Resolvendo
Ax = A\x, para os casos:

o \=2
4 20 x x
-1 10 yl=2y
01 2 z z
dor + 2y =2
—xr+y=2y
y+ 2z =2z

A terceira equagao implica que y = 0. Assim, pela segunda equagao, tem-se que x = 0. Como
nenhuma equagao impoe uma restricao em z, os autovetores associados a A = 2 sao do tipo
(0,0, z), ou seja, pertencem ao subespago [(0,0,1)].

e \=3
4 2 0 x T
-1 10 y |l =31y
01 2 z z
dor + 2y = 3z
—r+y =3y
y+2z =3z
Tanto a primeira equagao quanto a segunda implica que x = —2y. E da terceira vem z = y.

Os autovetores associados ao autovalor A = 3 sao do tipo (—2y,y,y), ou seja, pertencem ao
subespago [(—2,1,1)].
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Definicao 2.0.17 Denomina-se multiplicidade algébrica de um autovalor a quantidade de vezes
que ele aparece como raiz do polindmio caracteristico.

Definigao 2.0.18 Denomina-se multiplicidade geométrica de um autovalor \ a dimensao do
subespaco Vy de autovetores associados a \.

No exemplo acima, o autovalor A = 2 tem multiplicidade algébrica igual a 2. Ou ainda, 2 é
uma raiz dupla do polinémio caracteristico. Ainda para o autovalor A = 2, os autovetores sao
do tipo (0,0, z). Note que {(0,0,2) € R3 2z € R} = {2(0,0,1) : z € R} =[(0,0,1)] e portanto
a dimensao deste subespaco ¢ 1. Logo, a multiplicidade geométrica é 1.

Uma vez obtidos os autovalores e autovetores de uma matriz A, é simples obter os autova-
lores e autovetores de qualquer poténcia inteira positiva de A.

Teorema 2.0.20 Se k for um inteiro positivo, X um autovalor de uma matriz A e x um
autovetor associado, entio \* é um autovalor de A¥ e x é um autovetor associado.

O teorema seguinte estabelece uma relacao entre os autovalores e a invertibilidade de uma
matriz.

Teorema 2.0.21 Uma matriz quadrada A € invertivel se, e somente se, A\ = 0 nao € um
autovalor de A.

Demonstracao: Suponha que A seja uma matriz n X n e observe primeiro que A = 0 é uma
solucao da equacao caracteristica

N+t 4e,=0

se, e somente se, o termo constante ¢, for zero. Assim, é suficiente provar que A é invertivel
se, e somente se, ¢, # 0. Mas

detN — A) = X"+ X"+ ..+ e,

ou, tomando A = 0,
det(—A) = ¢,

ou

(—1)"det(A) = ¢,

Segue da tltima equagao que det(A) = 0 se, e somente se, ¢, = 0 e isso, por sua vez, implica
que A é invertivel se, e somente se, ¢, # 0.

Definicao 2.0.19 Se A e B forem matrizes quadradas, diz-se que B ¢ semelhante a A se
ezistir alguma matriz invertivel P tal que B = P~YAP.

As matrizes semelhantes tém muitas propriedades em comum. Uma delas é que se B =
P~1AP, entdao A e B tém o mesmo determinante.
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Definicao 2.0.20 Uma matriz quadrada A € dita diagonalizdvel se for semelhante a alguma
matriz diagonal, isto €, se existir alguma matriz invertivel P tal que P~YAP ¢ diagonal. Neste
caso, diz-se que a matriz P diagonaliza A.

Teorema 2.0.22 Se A for uma matriz n X n, sao equivalentes as afirmagoes sequintes:
1. A € diagonalizdvel.

2. A tem n autovetores linearmente independentes.

O teorema anterior garante que uma matriz A de tamanho n X n com n autovetores line-
armente independentes é diagonalizavel. A seguir, apresenta-se um método para diagonalizar
A.

Passo 1: Certifique-se que a matriz é realmente diagonalizavel encontrando n autovetores
linearmente independentes. Um modo de fazer isso é encontrar uma base de cada autoespago
e unir todos esses vetores em um tnico conjunto S. Se esse conjunto possuir menos do que n
elementos, a matriz nao é diagonalizavel.

Passo 2: Forme a matriz P = [ pP1 P2 ... Pn | que tem os vetores de S como vetores
coluna.

Passo 3: A matriz P~!AP sera diagonal com os autovalores A;, \s, . .., A, correspondentes
aos autovetores py,ps, ..., p, como entradas diagonais sucessivas.

Exemplo 2.0.3 Encontre uma matriz P que diagonalize
0 0 =2
A=11 2 1
10 3
Solugao: Verifica-se que a equagao caracteristica de A é

A=1)(A=2)*=0

e encontra-se as seguintes bases dos autoespacos:

—1 0
e Para o autovalor A\ =2:p; = 0,po= 1|1
| 1] 0
o
e Para o autovalor A =1:p3 = 1
1

Tem-se um total de trés vetores de base. Logo, a matriz

-1 0 -2
P = 01 1
1 0 1
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diagonaliza A. Para conferir, basta verificar que

10 2 00 —2 -1 0 =2 2.0 0
P7lAP = 11 1 1 2 1 01 1(=]020
-1 0 -1 10 3 10 1 00 1

Vale ressaltar que, em geral, nao existe uma ordem preferencial para as colunas de P.
Note que no Exemplo 2.0.2, a matriz A nao é diagonalizavel.

Teorema 2.0.23 Se vy, vy,...,v; forem autovetores de uma matriz A associados a autovalores
distintos, entdo {vy, vy, ..., U} € um conjunto linearmente independente.
) 1, U2, y Uk

Teorema 2.0.24 Se uma matriz A de tamanho n X n tem n autovalores distintos, entio A é
diagonalizdvel.

Teorema 2.0.25 Se A for uma matriz quadrada, valem as afirmacoes sequintes:

1. Dado qualquer autovalor de A, a multiplicidade geométrica é menor do que ou igual a
multiplicidade algébrica.

2. A € diagonalizdvel se, e somente se, a multiplicidade geométrica de cada autovalor € igual
a multiplicidade algébrica.
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Capitulo 3

Algebra Linear Numérica

Neste capitulo, apresentam-se conceitos e teoremas mais avancados da Algebra Linear, como
matriz ortogonal, norma matricial, hiperplano, reflexdes de Householder, decomposicao QR e
decomposicao em valores singulares. Os tltimos dois tépicos sao de extrema importancia para
o proximo capitulo, pois permitem decompor matrizes de maneira eficiente e com baixo custo
computacional.

3.1 Matriz Ortogonal

Definicao 3.1.1 Seja A = [aij]nxn wma matriz real e A* sua transposta. Se A.A" = A" A =1,
(ou seja, A' = A1), diz-se que A é uma matriz ortogonal.

Como exemplo de matrizes ortogonais, tem-se

cos —sinf 0
] e B=| sinf cosf O

0 01

cosf@ —sinf
A= [ sinf  cos@

Para verificar isto, basta multiplicar cada uma pela sua transposta, obtendo assim a matriz
identidade. Para a primeira matriz, tem-se:

cosfl —sind cosf sing | |1 O
sinf  cos@ || —sinf cosf | |0 1
Com a proposicao a seguir, pode-se verificar se uma matriz é ortogonal ou nao.

Proposigao 3.1.1 Seja A = [a;j|nxn wma matriz. Sdo equivalentes:
1. A € ortogonal;
2. As colunas de A formam um conjunto ortonormal em R";

3. As linhas de A formam um conjunto ortonormal em R".

Considere agora trés propriedades das matrizes ortogonais.
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e Propriedade I: O produto de duas matrizes ortogonais é ortogonal.
Demonstragao: Para provar a afirmagao, lembre-se que (AB)" = B'A*. Sejam agora M e
N ortogonais. Logo:
(MN)(MN)" = MNN*M" = M(NN"YM' = MM" = I,
Portanto, MN ¢ ortogonal.

e Propriedade II: O determinante de uma matriz ortogonal é +1.
Demonstracgao: Seja A uma matriz ortogonal. Logo, A.A! = I.

Para provar esta afirmacio, é preciso lembrar das propriedades de matrizes que A’ e A
possuem o mesmo determinante e que o determinante da matriz identidade ¢ igual a 1.

Entéo, det(A.A") = det(I) e (detA).(detA?) = 1.
Mas, detA = detAt.
Assim, (detA)? = 1, ou seja, detA = +1.

e Propriedade II1:

1. Uma matriz é ortogonal se, e somente se, as colunas sao vetores ortonormais.

2. Uma matriz é ortogonal se, e somente se, as linhas sao vetores ortonormais.

Demonstragao: A prova dos itens (1) e (2) ¢ feita de maneira analoga. Seja

ayy a2 ... Qip

21 A2 ... Qop
A= ) ) )

Ap1 Ap2 ... Qpp

Na primeira parte da demonstragdao, o objetivo é mostrar que se A é ortogonal, isto
implica que
an Q1n

anl Qpn

sdo ortonormais (0 mesmo vale para as linhas). Para isto, calcula-se o produto de A pela
sua transposta:

aiy;p ... QAip a1 ... QAapi
AA = :
Qan1 Qnn Q1n Qnn |
2+ .+ ad? a1, + ... + ana (100
a“11 T ... nl 11A1n T - .. n1Qnn 0 1 0
@11 F -+ Qonln @’y + ...+ a? ;
a1y, wnGnl - - - n+ ... nn 0 0 1



pois A.A' = 1.

Nota-se que a?i; + ...+ a?,1 = 1. Mas isto quer dizer que

11

Gn1

é unitario. Da mesma forma, percorrendo a diagonal principal, observa-se que cada vetor
coluna da matriz A é unitario. Saindo desta diagonal, o elemento na posigao i,j (i # j)
¢ ay;a1; + ... + apan; € seu valor deve ser zero. Mas isto diz que o produto interno de

Qa1; ay;

Qpy a'nj

é nulo, ou seja, os vetores coluna sao dois a dois ortogonais quando i # j.

A volta da demonstracao é apenas uma adaptacao da prova dada acima.

3.2 Norma Matricial

Definicao 3.2.1 Uma norma matricial sobre o conjunto de todas as matrizes n X n € uma
fungao de valor real, ||.||, definida nesse conjunto e que satisfaz, para todas as matrizes A e B
den xXn e todos 0s nimeros reais o:

1. ||A]| > 0.

2. ||Al] = 0, se e somente se A é a matriz com todas as entradas nulas.
3. |leAll = [al [|A]l.

4. [[A+ Bl < ||All + 1| B]|.

5. [|AB|| < [|All [IBI].

Uma norma de matriz em n X n € compativel com uma norma de vetor ||x|| em R™ se, para
toda matriz Apx, € todo x em R™, tem-se ||Az|| < ||A]] ||=]]-

A distancia entre as matrizes A e B de n X n com relagao a essa norma matricial é ||A— Bl]|.
Seja A = (a;;) uma matriz n x n. Alguns exemplos de normas matriciais sao:

o [|Al|; = maxi<j<n(>i; |aij|) = A maior soma absoluta das colunas

o ||All2 = vV Amax = max{y/|\| : X é um autovalor de AT A} — Norma espectral

¢ ||A]loo = maxi<i<, ()= |as|) — A maior soma absoluta das linhas
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o ||Allr = />V;=1 laij|* — Norma de Frobenius

|| Az||p

Il

o |[Al[p = sup, — p-norma

E importante entender que a Norma de Frobenius e a p-norma definem familias de normas
- anorma-2 em R3*? ¢ uma funcao diferente da norma-2 em R5*%. A desigualdade

IABI|, < [[A[|,|Bll, com AeR™" BeR"™ (3.1)

¢ uma observagao sobre a relagao entre trés normas diferentes. Formalmente, diz-se que que
as normas ||A||1, ||A]]2 e ||A]ls em R™ 9, R™*" e R™ 9 sdo mutuamente consistentes se para

todo A € R™" ¢ B € R" tem-se ||AB||1 < ||Al]2||Blls
Nem toda norma matricial satisfaz a propriedade abaixo

|ABI[ < [|A[| [|B]] (3.2)

As p-normas possuem a importante propriedade que para todo A € R™*" e x € R" tem-se
|| Az||, < ||A||p||x]|p- Genericamente, para qualquer norma vetorial ||.||, em R" e ||.||s em R™
tem-se ||Az||s < ||Al|apl|z]|o onde ||A||4,p é uma norma matricial definida por

1Az
1ES]

Diz-se que ||.||a,s ¢ subordinada para as normas vetoriais ||.||, e ||.||3-
Para A € R™*", tem-se as seguintes propriedades:

|| Alla,s = 81;10) (3.3)

o [[Allx < [|A]lF < V/nl|All2
o max;;(|a;|) < [|A]]2 < vmnmax;; |ag)|
o =llAlloe < 4[]z < vml| Al

o Al < Allz < vallAlL

Teorema 3.2.1 Se ||.|| é uma norma vetorial de R", entdo
1Al = max || Az|]
ll|[=1

€ uma norma matricial.
Ela denomina-se norma matricial natural, ou induzida, associada com a norma vetorial.

Teorema 3.2.2 Se ||z|| € uma norma de vetor em R", entdo ||A|| = max), =1 ||Az|| define
uma norma matricial em M, ., que € compativel com a norma de vetor que a induz.
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Demonstragao: (1) Certamente, ||Ax|| > 0 para todos os vetores z, entdo, em particular, essa
desigualdade é verdadeira se ||z|| = 1. Assim, ||A|| = max|;=1 ||Az|| > 0. Se ||A|| = 0, entao
deve-se ter ||Az|| = 0 e, portanto, Ax = 0, para todo z tal que ||z|| = 1. Em particular,
Ae; = 0 para cada um dos vetores da base canonica e; em R"™. Mas Ae; é a i-ésima coluna de
A, logo, A = 0. Reciprocamente, se A = 0, tem-se que ||A|| = 0.

(2) Seja a um escalar. Entao:

|laAl] = max [[adz|| = max [af[[Az]] = |a| max |[Az]| = |af [|A]]
! ! o]l =1

3) Seja B uma matriz n X n e seja y um vetor unitario para o qual
(3) Sej ja y P q
14+ Bl = max [|(4+ B)al| = ||(A+ Byl
Entao:
[|A+ B|| = [[(A+ B)yl| = ||Ay + Byl| < |[Ay[| + [|Byl| < [|All +||B]|

Agora, se x = 0, a desigualdade ||Az|| < ||A|| ||z]| é verdadeira, ja4 que ambos os lados sao
nulos. Se x # 0, entao

A A
el _ o NAsl
[zl = w20 [[z]]

Portanto, [|Az]| < |A]| ||l

(4) Seja z um vetor unitario tal que ||AB|| = maxy=1 |[(AB)z|| = ||ABz||. Entao:

|AB|| = [|ABz[| = [|A(B2)[| < |[A[| [[B=][ < [|AI[ [[BI] [|]| = [|All [|BI|.

As desigualdades vém da defini¢ao de uma norma matricial ser compativel a uma norma vetorial.
Isso completa a demonstragao de que ||AB|| = max|j,)=1 ||(Az)|| define uma norma de ma-
triz em M, «, que é compativel com a norma de vetor ||z|| que a induz.

A decomposigao em valores singulares, que sera estudada adiante, tem um papel importante
na analise e resolucao de sistemas lineares que sao dificeis de resolver devido a sensibilidade a
erros de arredondamento. No caso de um sistema linear consistente (quando existe pelo menos
uma solu¢ao) Az = b, isso ocorre quando a matriz de coeficientes é “quase singular”; isto é, se
um ou mais de seus valores singulares estéd proximo de zero. Esses sistemas lineares sao ditos
malcondicionados. Uma boa medida de quanto os erros de arredondamento afetam a precisao
de uma solucao calculada é dada pelo quociente do maior valor singular com o menor valor
singular de A. Essa razao denomina-se nimero de condi¢ao de A e é denotada por

cond(A) = 7

Ok
Quanto maior o nimero de condigao, maior ¢ a sensibilidade do sistema a pequenos erros de
arredondamento.
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3.3 Hiperplanos

Definigao 3.3.1 O conjunto de pontos (x1,xs, ..., x,) de R" que satisfaz uma equagao linear
da forma
171 + ayxy + ...+ apT, =0 (a1, as,...,a, nem todos nulos) (3.4)

é denominado um hiperplano de R™.

Assim, por exemplo, retas sao hiperplanos em R? e planos sao hiperplanos em R3. Se b = 0
em (2.1), entdo a equagao simplifica para

a1 + ayxy + ...+ apx, =0 (ay,aq,...,a, nem todos nulos) (3.5)

e diz-se que o hiperplano passa pela origem.

Uma equacgao linear ayx + asy = b, na qual a; e ay nao sao ambos nulos, representa uma
reta no plano xy e uma equacgao linear a1z + asy + azz = b na qual ay, ay e a3 nao sao todos
nulos representa um plano no sistema xyz de coordenadas.

Quando for conveniente, pode-se expressar as equagoes (3.4) e (3.5) na notagao de produto
escalar como:

ax=>5b (a#0) (3.6)
e

ax=0 (a#0) (3.7)
respectivamente, onde a = (a1,aq,...,a,) e © = (x1,22,...,2,). A forma da Equagao (3.7)

revela que para um vetor nao-nulo a fixado, o hiperplano a.x = 0 consiste de todos os vetores
x de R™ que sdo ortogonais ao vetor a. Por isso, diz-se que (3.7) é o hiperplano pela origem
com vetor normal a ou entao o complemento ortogonal de a. Denota-se este hiperplano pelo
simbolo a™.

3.4 Reflexoes de Householder

Nesta secao, apresenta-se um método planejado por Alton Householder que tem uma extensa
aplicacao, como por exemplo, a aproximagao dos autovalores.

O método de Householder ¢ utilizado para encontrar uma matriz simétrica tridiagonal B que
seja similar a uma matriz simétrica dada A [3]. Sabe-se que A ¢é similar a uma matriz diagonal D
desde que exista uma matriz ortogonal () com a propriedade que D = Q' AQ = Q*AQ. Como
a matriz () (e consequentemente a matriz D) é geralmente dificil de ser calculada, o método de
Householder oferece uma solu¢ao. Apos este método ter sido implementado, métodos eficientes,
como o algoritmo )R, podem ser usados para aproximagcoes dos autovalores das matrizes
simétricas tridiagonais resultantes.
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Se v é um vetor nao-nulo em R? ou R3, entdo existe uma relacao simples entre a projecao
ortogonal sobre a reta ger{v} e a reflexao no hiperplano v* que ¢ ilustrada na Figura 3.1 em
R3. Denotando a projecao ortogonal de um vetor x sobre a reta por proj,z e a reflexao de x no
hiperplano por refl,.x, entao a figura sugere que x —refl,.x = 2proj,r ou, equivalentemente,
que refl,ox = x — 2proj,x.

ger{a]} 2>
g
1 |
pr()J.dX "\\
.
0 refl ;. X

—projyX

x —refl, X = 2proj,x

Fig. 3.1: Reflexao de Householder.

Motivados por esse resultado, apresenta-se a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.4.1 Se v € um vetor nao-nulo em R"™ e se x € um vetor qualquer em R", entao a
reflexdo de x no hiperplano v+ € denotada por refl,.x e definida por

reflyox = x — 2proj,x (3.8)

O operador T : R" — R" definido por T'(x) = refl,.x é denominado a reflexio de R™ no

hiperplano v+.

Sabe-se dos conceitos de Proje¢ao Ortogonal [9], [7] que:

reflpox=x—2 il (3.9)
|lal |
e que a matriz canénica H,. da reflexao refl,. é:
H, =1I- %aaT (3.10)
aTa
No caso especial que o hiperplano ¢ dado por um vetor unitario u temos u’u = ||u||? = 1

de modo que as Equagoes (3.9) e (3.10) simplificam para:
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reflyox =x —2(z.u)u (3.11)

Hyo=1—2uu” (3.12)

Por causa do trabalho pioneiro do matematico norte-americano Alton Scott Householder
na aplicacao de reflexdes em hiperplanos a algoritmos numéricos importantes, as reflexoes em
hiperplanos sao, muitas vezes, denominadas reflexoes de Householder ou transformacoes
de Householder em sua homenagem.

Definigao 3.4.2 Uma matriz n X n da forma

2
H=1- %aaT (3.13)

na qual a € um vetor nao-nulo em R", € denominada uma matriz de Householder. Geometri-

camente, H € a matriz canénica da reflexio de Householder no hiperplano a*.

Teorema 3.4.1 As matrizes de Householder sao simétricas e ortogonais.

O fato de matrizes de Householder serem ortogonais significa que as reflexoes de Householder
preservam comprimentos. O préximo teorema mostra que a reciproca é verdadeira, ou seja,
que dois vetores de mesmo comprimento sao relacionados por alguma reflexao de Householder.

Teorema 3.4.2 Sewv e w sao vetores distintos em R™ de mesmo comprimento, entdo a reflexao
de Householder no hiperplano (v — w)* leva v em w e reciprocamente.

O Teorema 3.4.2 é importante porque fornece uma maneira de usar reflexoes de Householder
para transformar um vetor dado em um vetor no qual algum componente especifico é zero. Por
exemplo, os vetores

tém o mesmo comprimento, de modo que o Teorema 2.4.2 garante que existe alguma reflexao de
Householder que leva v em w. Além disso, o escalar ||v|| poderia ter sido colocado em qualquer
lugar de w, de modo que existem reflexdes de Householder que levam v em um vetor com zeros
em quaisquer n — 1 posigoes selecionadas.
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Pode-se usar as reflexoes de Householder para construir decomposi¢oes (QR. Suponha, por
exemplo, que procura-se uma decomposicao QR de uma matriz 4 x 4 invertivel.

T11 T12 T13 T4
To1 Tz T2z Ta4
A— (3.14)
Tr31 X32 X33 T34
La1 X4z T4z Taa 1,4

Deve-se encontrar trés matrizes ortogonais (Q1,Q)2 e (3 tais que Q321 A = R seja uma matriz
triangular superior. Entao pode-se reescrever essa equagao como

A=Q'Q'Q5'R=Q{Q;Q;R=QR (3.15)
que serd uma decomposigao QR de A com Q = QTQIQT.
Seja ()1 a matriz de Householder de uma reflexao de Householder que “zera” as segunda,
terceira e quarta entradas da primeira coluna de A. Assim, o produto ()1 A é da forma

T11 Ti2 13 Ti4
0 92 w23 oy
0 @3 w33 w3
0 Ty Ty3 T4

onde as entradas representadas com um x nao precisam ser iguais aquelas em (3.11).

Agora, deseja-se introduzir zeros abaixo da diagonal principal na segunda coluna sem des-
truir os zeros ja criados em (3.13). Para obter isso, olha-se para a submatriz 3 x 3 no canto
inferior direito de (3.13) e toma-se a matriz de Houscholder Hy de tamanho 3 x 3 de uma refle-
xao de Householder que “zera” as segunda e terceira entradas da primeira coluna da submatriz.
Formando a matriz

1.0 0 0
o
Q2= 0! H
01

tem-se que (o é ortogonal e Q21 A é da forma

T11 T2 T13 T4
0 @32 23 T2

Q2 A = 0 0 s o

0 0 43 w44

(3.17)

Em seguida, olha-se para a submatriz 2 X 2 no canto inferior direito de (3.14) e toma-se
a matriz de Householder Hs de tamanho 2 x 2 de uma reflexao de Householder que “zera” a
segunda entrada da primeira coluna da submatriz. Formando a matriz

1 0,00
01'0 0
Qs = |- - -+ - = -=-
00|H
00 3



tem-se que Q3 é ortogonal e Q3021 A é da forma

T11 T12 T13 T14

| 0 T w3 wos

0 0 0 T4

(3.18)

A matriz R do lado direito dessa equagao é triangular superior, de modo que (3.12) é uma
decomposicao QR de A.

3.5 Decomposicao QR

Apresenta-se aqui um algoritmo que tem por base o processo de Gram-Schmidt, denominado
decomposigdo QR[8]. Este método tem alcangado, nos tltimos anos, importancia crescente
como o fundamento matemético de uma variedade de algoritmos numéricos, inclusive os de
calcular autovalores de matrizes grandes.

Teorema 3.5.1 Se A ¢ uma matriz m X n com colunas linearmente independentes, entao A
pode ser fatorada como A = QR, onde Q) € uma matriz m X n cujas colunas formam uma base
ortonormal para o espaco coluna de A e R é uma matriz triangular superior invertivel n. x n.

O procedimento para encontrar a decomposicao QR de uma matriz A,,x, com colunas
linearmente independentes ¢ o seguinte:

Passo 1: Represente as colunas de A por wuj,us,...,u, e seja W = R" o
subespaco de R™ que tem esses vetores como base.

Passo 2: Use o processo de Gram-Schmidt para transformar a base {uy,us,...,u,} para
W em uma base ortonormal {wq,ws,...,w,}. Seja Q = [ wy; Wy ... W, | a matriz cujas
colunas sao wq, wo, . .., Wy,.

Passo 3: Calcule R = [r;j], onde rj; = u;.wj.

3.6 Decomposicao em Valores Singulares

Nesta secao, apresenta-se uma extensao da teoria de diagonalizacao de matrizes n X n simétricas
para matrizes m X n arbitrarias. Os resultados que aqui sao desenvolvidos tém aplicagoes a
compressao, ao armazenamento e a transmissao de informacao digitalizada e formam a base
dos melhores algoritmos computacionais que estao atualmente disponiveis para resolugao de
sistemas lineares.

Qualquer matriz simétrica A pode ser expressa como A = PDPT, onde P ¢ uma matriz
ortogonal n X n de autovetores de A e D é a matriz diagonal cujas entradas diagonais sao
os autovalores associados aos vetores coluna de P. Diz-se que essa é uma decomposicao em
autovalores de A.
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Teorema 3.6.1 (Teorema de Schur) Se A é uma matriz n X n com entradas reais e au-
tovalores reais, entdo existe uma matriz ortogonal P tal que PTAP ¢ uma matriz triangular
superior da forma

Al Tz T3 .. Tin
0 )\2 T2z ... Xon
Plap=1 0 0 X3 ... x3,
L0 0 0 ... A
na qual A1, Mg, ..., Ay S@0 0s autovalores da matriz A repetidos de acordo com a multiplicidade.

Pode-se denotar a matriz triangular superior acima por S (de Schur), e entdo a equagdo pode
ser reescrita como A = PSPT, que ¢ denominada uma decomposicio de Schur de A.

Teorema 3.6.2 (Teorema de Hessenberg) Se A é uma matriz n X n nao simétrica, com
entradas reais, entio existe uma matriz ortogonal P tal que PTAP € da forma

11 Ti2 ... T1(n—2) T1(n-1) Tin

To1 T22 ... T2(n—2) T2(n-1) Ton

PTAP = 0 x3 - T3(n—2) T3(n-1) T3n
0 0 ... Zao)m-2) To-Dm-1) Z(n-1)n

Pode-se denotar esta matriz por H (de Hessenberg), e entao a equagao pode ser reescrita como
A = PHPT, que é denominada uma decomposicio de Hessenberg superior de A.

Em outras palavras, o Teorema 3.6.1 afirma que qualquer matriz quadrada A com autovalo-
res reais é ortogonalmente semelhante a uma matriz triangular superior que tem os autovalores
de A na diagonal principal, enquanto o Teorema 3.6.2 afirma que qualquer matriz quadrada
com entradas reais é ortogonalmente semelhante a uma matriz na qual cada entrada abaixo da
primeira subdiagonal é zero. Os elementos da primeira subdiagonal estao destacados na Matriz
3.6. Essa matriz ¢ denominada matriz de Hessenberg superior.
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T11 Ti2 T13 Ti4 T15
X @Tyy a3 Toy Tos
r31 X T3z T3y T3s
Ty Tyo X Ty Tys
Ts1 Tsz Tz X Tss

Matriz 3.6

As decomposi¢oes em autovalores, de Hessenberg e de Schur sao importantes em algoritmos
numéricos porque, além das matrizes D,H e S possuirem formatos mais simples do que A, as
matrizes ortogonais que aparecem nessas fatoragoes nao aumentam os erros de arredondamento,
j& que assim a matriz n?o possui elementos proximos de zero.

Teorema 3.6.3 Se A € uma matriz m X n, entdo
1. A e AT A tém o mesmo espaco nulo.
2. A e AT A tém o mesmo espaco linha.
3. AT e AT A tém o mesmo espaco coluna.

4. A e AT A tém o mesmo posto.

Teorema 3.6.4 Se A € uma matriz n X n, entdo as afirmagoes sequintes sao equivalentes:
1. A € ortogonalmente diagonalizdvel.
2. A tem um conjunto ortonormal de n autovetores.

3. A ¢ simétrica.

Teorema 3.6.5 Se A € uma matriz m X n, entao
1. AT A ¢ ortogonalmente diagonalizdvel.

2. Os autovalores de AT A sio ndo negativos.

Demonstragao (1): A matriz AT A, por ser simétrica, é ortogonalmente diagonalizavel pelo
Teorema 3.6.4.

Demonstragao 2: Como AT A é ortogonalmente diagonalizavel, existe alguma base ortonormal
de R™ consistindo em autovetores de AT A, a saber vy, vs,...,0,. Se A1, Ao, ..., \, forem os
autovalores correspondentes, entao, dado qualquer 1 <1 < n, tem-se

||AU,||2 = AU,’.A’Ui = UZ'.ATAUZ' = Uz’~)\ivi = )\z(vzvz) = )\z||'U7,||2 = )\z

Segue dessa relagao que A; > 0.
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Definicao 3.6.1 Se A for uma matrizm xn e A1, X, . .., Ay 05 autovalores de AT A, entdo os

numeros
0-1:\/>\17 0-2:\/>\27"'7 Un:\/>\n

sao demominados valores singulares de A.

Vamos supor que os autovalores de AT A sdo tais que A\; > Xy > ... >\, > 0 e, portanto,
que o1 > 09 > ... >0, > 0.

Antes de enunciar o resultado principal desta se¢ao, que diz respeito a uma maneira espe-
cifica de fatorar uma matriz A arbitraria de tamanho m x n, convém definir diagonal principal
para matrizes que nao sao quadradas.

Definicao 3.6.2 Define-se a diagonal principal de uma matriz mxn como a fileira de entradas
que comega no canto superior esquerdo e estende-se diagonalmente até onde for possivel. Diz-se
que as entradas nessa diagonal principal sao as entradas diagonais da matriz.

Teorema 3.6.6 Se A ¢ uma matriz m X n, entio A pode ser expressa como
A=UxVT"

em que U e V' sao matrizes ortogonais e X € uma matriz m X n cujas entradas diagonais sao
os valores singulares de A e as demais entradas sao nulas.

Essa fatoracao € denominada decomposicao em valores singulares de A e abrevia-se com
as iniciais em inglés Singular Value Decomposition (SV D).

O proximo teorema mostra que a decomposi¢ao em valores singulares de uma matriz A esta
relacionada com os quatro espagos fundamentais de A.

Teorema 3.6.7 Seja A = UXVT uma decomposicio por valores singulares de uma matriz
Apsen- Sejam oy, ..., 0, todos os valores singulares nao nulos de A e u; a coluna de U. Entdo:

1. O posto de A €ér.

2. {uy,us,...,u.} € uma base ortonormal para col(A).
3. {1, ... Uy} € uma base ortonormal para nul(AT).
4. {v1,v9,..., 0.} € uma base ortonormal para lin(A).
5. {vri1,- .., 0} € uma base ortonormal para nul(A).
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3.7 Compressao de dados usando Decomposicao em Valo-
res Singulares

A transmissao e o armazenamento eficientes de grandes quantidades de dados digitalizados tém

se tornado um dos maiores problemas do mundo tecnolégico. Discute-se aqui o papel que a

decomposi¢cao em valores singulares tem na compressao de dados digitalizados de modo que

possam ser transmitidos mais rapidamente e que ocupem menos espago de armazenamento [5].
O Teorema 3.6.5 tem sua versao expandida e reduzida. Nesta ultima versao, tem-se

op. 0 ... 0 vl
0 o9 ... O vl
A:[ul Ug ... Uk ? >
0 0 ... o vF

que ¢ denominada uma decomposi¢ao em valores singulares reduzida de A. Multiplicando o
lado direito da igualdade, tem-se

T T T
A = o1uvy + 02Uy + ..+ opUuRYg

que é denominada expansao em valores singulares reduzida de A. Esse resultado aplica-se a
qualquer matriz.
Detalhes desta aplicagao serao explicados no préximo capitulo.
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Capitulo 4

Aplicacao de SVD a Imagens

A decomposi¢ao por valores singulares é uma ferramenta extremamente importante, tanto
pratica quanto teoricamente. Neste capitulo, apresentam-se algumas de suas aplicagoes.

4.1 Posto

Até agora, nao ha preocupacao em calcular o posto de uma matriz sob um ponto de vista
computacional. O célculo é feito por reducao nas linhas para a forma escalonada e conta-se
o numero de linhas nao nulas [4]. No entanto, erros de arredondamento podem afetar este
processo, principalmente se a matriz for mal condicionada. Elementos que deveriam ser zero
podem ser niimeros muito pequenos, interferindo na capacidade de determinar com precisao o
posto e outras quantidades relacionadas a matriz.

Na pratica, o método SV D é frequentemente utilizado para encontrar o posto de uma
matriz, pois é muito mais confidvel quando ocorrem erros por arredondamento. A ideia é que
as matrizes ortogonais U e V de SV D preservam o comprimento e, portanto, nao introduzem
nenhum erro adicional, e qualquer erro que ocorrer tendera a aparecer na matriz X..

4.2 Norma de Matrizes

O método SV D pode fornecer féormulas simples para expressoes que envolvem normas de ma-
trizes. Considere, por exemplo, a norma de Frobenius para uma matriz. O teorema a seguir
mostra que ela ¢ determinada pelos valores singulares da matriz [6].

Teorema 4.2.1 Seja A uma matriz m X n e sejam oy, ..., 0, todos os valores singulares nao

nulos de A. Entao:
|A||lr =02+ ...+ o2

A demonstragao desse resultado depende do teorema abaixo:

Teorema 4.2.2 Se A ¢ uma matrizm xn e Q € uma matriz ortogonal m X m, entao

IQA[lr = [|Allr (4.1)
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Demonstragao do Teorema 4.2.1: Seja A = UX VT uma decomposicio por valores singulares
de A. Entao, utilizando a equagao (4.1) duas vezes, temos

1Al = [[USVT]E
= =V ==V
= WVEE =12 F =0l +...+0;

T

que prova o resultado.

4.3 Compressao de Imagem Digital

As decomposigoes em valores singulares também podem ser utilizadas para “‘comprimir” infor-
magcao visual com o objetivo de reduzir seu espago de armazenamento e acelerar sua transmissao
eletronica por satélite, fax, Internet ou semelhante. O primeiro passo na compressao de uma
imagem visual é representa-la como uma matriz numérica, a partir da qual a imagem possa ser
recuperada quando for necessério [1].

Por exemplo, uma fotografia em preto e branco pode ser escaneada como um arranjo retan-
gular de pixels (pontos) e armazenada como uma matriz A, associando a cada pixel um valor
numérico de acordo com seu tom de cinza. Se utilizar 256 niveis de cinza, sendo 0 = branco e
255 = preto, entao as entradas na matriz serao niumeros inteiros entre 0 e 255. A imagem pode
ser recuperada a partir da matriz A imprimindo ou exibindo os pixels com seus niveis de cinza
associados.

Se a matriz A for de tamanho m X n, entdo pode-se armazenar cada uma de suas mn
entradas individualmente. Um procedimento alternativo é calcular a decomposicao em valores
singulares reduzida

A= alulvlT + UQUQUQT + ...+ akukv,{

na qual o1 > 09 > ... > 0} e armazenar os numeros o, e os vetores u; e v;. Quando for
preciso, a matriz A pode ser reconstruida a partir da equacao acima. Como cada vetor u tem
m entradas e cada vetor v tem n entradas, este método requer espaco de armazenamento para

Em+kn+k=k(m+n+1)

nameros. Supoe-se, entretanto, que os valores singulares o,.1,...,0; sejam suficientemente
pequenos, a ponto de serem ignorados, e produzam, assim, uma aproximacao aceitavel

T

T T
A, = o1ugvy + 02u9v; + ...+ 0y U,

de A e da imagem que A representa. Diz-se que esta é a aproximacao de posto r de A. Essa
matriz requer espaco de armazenamento para apenas

rm+mm+r=r(m+n+1)
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numeros, ao contrario dos mn nimeros requeridos para um armazenamento “entrada a entrada”
de A. Por exemplo, uma aproximacao de posto 100 de uma matriz A de tamanho 1000 x 1000
requer espago de armazenamento para apenas

100(1000 + 1000 + 1) = 200100

nimeros, ao contrario de 1 milhao de ntimeros requeridos no armazenamento “entrada a en-
trada”, dando uma compressao de quase 80%.

Considere agora uma figura em preto e branco, de tamanho 340 x 280 pixels. Cada pixel
¢ um dos 256 tons de cinza, que pode-se representar por ntumeros entre 0 e 255. Pode-se
armazenar estas informacoes em uma matriz A 340 x 280, mas transmitir e manipular esses
95200 niimeros é muito caro. A ideia por tras da compressao de imagens é que algumas partes
da figura s@o menos importantes que outras. Por exemplo, em uma fotografia de alguém em
pé ao ar livre, pode haver muito céu de plano de fundo, enquanto o rosto da pessoa contém
muitos detalhes. Provavelmente, pode-se evitar uma transmissao de um pixel a cada dois ou
trés pixels no plano de fundo, mas desejando manter todos os pixels na regiao do rosto.

O menor valor singular na SV D da matriz A provém das partes “menos interessantes” da
imagem, e pode-se ignorar a maioria delas. Suponha, entao, a SV D de A na forma de produto
externo

A= alulvf +... .+ arurv?

Seja k < r e defina
A = alulvlT + ...+ akukvg

Entao, Ay é uma aproximacao de A que corresponde a manter somente os k primeiros valores
singulares e os correspondentes vetores singulares.

Vale ressaltar que este procedimento reduz o ntimero de colunas das matrizes U e V necessé-
rias para reproduzir uma aproximacao de A, e consequentemente, reduz a quantidade de dados
para sua representacao. Porém, ha uma diretriz, mas nao uma metodologia para selecionar os
valores de ¢ a serem ignorados: isto esta mais relacionado & pratica do usuario.

Os valores singulares tornam-se rapidamente pequenos da primeira para a tltima coluna nas
matrizes diagonais. O primeiro valor singular de cada matriz da imagem possui um valor muito
alto, e consideravelmente maior que todos os demais. Por este motivo, ele é o valor singular que
“guarda” mais informagoes da imagem e, visivelmente, é o principal formador desta. Por outro
lado, a maior parte dos valores singulares sao bem pequenos e, em consequéncia disto, a(s)
matriz(es) da imagem pode(m) ser apromimada(s) por outra(s) de posto muito menor. Isto
ocorre porque geralmente os valores de um dado elemento desta(s) matriz(es) estdo proximos
dos valores dos elementos vizinhos. Em outras palavras, uma “linha de pixeis” qualquer na
imagem ¢, normalmente, muito parecida a “linha de pixeis” vizinha.

Para o exemplo de 340 x 280, é suficiente transmitir somente os dados correspondentes aos
20 primeiros valores singulares. Em vez de transmitir 95200 ntimeros, precisa-se enviar somente
20 valores singulares mais os 20 vetores w1, .. ., us de R3? e os 20 vetores vy, . .., vy de RO,
o que da um total de

20 4 20.340 + 20.280 = 12420

nameros. Isso representa uma economia substancial de quase 99%!.

45



Exemplo 4.3.1 A foto do matemdtico Gauss é uma imagem em 340 x 280 pizels. Ela tem 256
tons de cinza, portanto, a matriz A correspondente € 340 x 280, com elementos entre O e 255.

A matriz A, portanto, tem posto 280. Aproximando A por Ay, obtém-se uma imagem que
corresponde aos k primeiros valores singulares de A. A figura a sequir mostra vdrias dessas
imagens para valores k de 2 a 256. De inicio, a imagem estd muito embagada, mas ela toma
forma muito rapidamente. Note que Aso jd deu uma aprorimacao bem razodvel para a imagem
real (a qual vem de A = Asg ).

Alguns dos wvalores singulares de A sao o1 = 49,096,016 = 22,589,035 = 10,187,064 =
484, 01908 = 182,095 = 5 € 0980 = 0,5. O menor valor singular contribui muito pouco para a
mmagem, o que € a razao de a aproximacao rapidamente parecer tao proxima da original.

Fig. 4.1: Gauss.
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O processamento digital da imagem foi realizado em Matlab. Para iniciar ¢ feita a leitura
da foto, onde uma variavel recebe uma "matriz"m x n x 3, onde m e n sao a dimensao da figura
em pixels. Cada elemento (i, j, k) representa a quantidade do k-ésimo tom no pixel da posigao
i,7 (um inteiro entre 0 e 255). Para k = 1 tem-se a quantidade de vermelho, k = 2 de verde
ek = 3 de azul.

Entao ¢é realizado o calculo da SVD para cada uma das matrizes de diferentes tonalidades,
e seu posto é calculado. Quanto maior o posto da matriz, melhor sera a nitidez da imagem e
maior o custo computacional de sua transferéncia.

A foto original é uma imagem em 893 x 1230 pixels. A matriz A, portanto, tem posto
893. Aproximando A por A, obtém-se uma imagem que corresponde aos k primeiros valores
singulares de A. De inicio, a imagem esta pouco nitida, mas note que quanto maior o valor de
k, mais proxima da imagem original a imagem reproduzida esta.
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posto=1 posto=2 posto=3

posto=4 posto=5 posto=6

posto=7 posto=8 posto=9

Fig. 4.2: Teste 1.
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posto=97 posto=193 posto=289

posto=385

matriz original
posto=893

Fig. 4.3: Teste 2.
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Conclusao

As imagens digitais sdo muito importantes na aplicacdo em diversas areas. Elas sdao transmi-
tidas na forma de matrizes extensas, que exigem muito espago de armazenamento. Por isso,
¢é necessario o estudo por métodos que acelerem a transmissao eletronica de imagens e utili-
zem menos espago de armazenamento, através da compressao de imagem. Um destes métodos
é a Decomposigao em Valores Singulares (SVD - Singular Values Decomposition), aplicada a
quaisquer tipos de matrizes.

A Decomposicao em Valores Singulares tém aplicacbes a compressao, armazenamento e
transmissao de imagens digitais. Ela esté relacionada ao problema matematico de aproximar
uma matriz por outra de posto menor.

Os objetivos deste trabalho foram revisar conceitos de algebra linear, discutir a teoria da
Decomposigao em Valores Singulares, estudar uma aplicagao da SVD e verificar a eficiéncia
da SVD através de um algoritmo no software MATLAB. Considera-se que todos os objetivos
estabelecidos foram alcanc¢ados devido aos resultados obtidos mediante a aplicagdo do método
proposto.

Para a compressao de uma imagem digital qualquer, faz-se necessaria sua representacao em
forma matricial, onde cada elemento da matriz equivale ao pixel de posi¢ao correspondente na
imagem, e o valor do elemento representa a intensidade luminosa do pixel. Apds o processo de
representacao da imagem digital em forma matricial, pode-se iniciar o processo da compressao
por SVD propriamente dita. Foi desenvolvido um programa no software MATLAB que rea-
liza a decomposicao em valores singulares de uma matriz e armazena apenas as informacoes
de maior relevancia, ou seja, os valores singulares de maior modulo. A operacao da SVD é
expressa da seguinte forma: A = UXV7T onde U e V sao matrizes ortogonais e ¥ é uma matriz
diagonal de valores singulares. Essa expressao também pode ser escrita na seguinte forma:
A = oyugvl + ogugvd + ...+ o,u,vl onde oy, u; e v; 30 a i-ésima coluna das matrizes o, U e
V', respectivamente.

A compressao por SVD foi testada com imagens coloridas, mas é possivel realiza-la utili-
zando somente tons de cinza.

Neste trabalho, observamos a eficiéncia da SVD como ferramenta de compressao de imagens
e algumas relagoes entre quantidade de dados armazenados e fidelidade da imagem comprimida.

Vale citar que o trabalho que aqui se conclui exigiu uma série de conhecimentos, de carater
diverso, para que os objetivos fossem alcangados.

Este trabalho também exigiu conceitos mais avancados de Algebra Linear. Por isso, ressalta-
se o aprendizado obtido por meio deste, ja que foi possivel estudar e compreender assuntos que
nao foram abordados no curso de licenciatura em matematica.
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No entanto, nao foi possivel aprofundar o tema de maneira computacional. Contudo traba-
lhos futuros podem abordar este problema, com o desenvolvimento de algoritmos mais eficientes.

Por fim, acrescento que a experiéncia de pesquisa, producao de relatérios, orientacao e
apresentacao, ao lado de todos os contetidos aprendidos no decorrer do trabalho, forneceu base
necessaria para um possivel mestrado em Matematica Aplicada.
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Apéndice A
Programa em Matlab

O MATLAB (abreviagao de “laboratoério de matrizes- Matrix Laboratory) é um sistema para
calculos matematicos e matriciais, o qual pode ser imaginado como uma espécie de linguagem
de programacao. Todas as varidveis sao tratadas como matrizes pelo MATLAB, com uma
caracteristica especial: sao dimensionadas automaticamente, fato que facilita sobremaneira a
implementacao de algoritmos matriciais. Outra vantagem do uso do MATLAB é o seu extenso
conjunto de rotinas de representagao grafica.

Uma caracteristica bastante util e pratica do MATLAB ¢é a de que as suas varidveis nao
precisam ser dimensionadas antes de serem usadas. As varidveis sao geradas e dimensiona-
das automaticamente ao serem referenciadas pela primeira vez em uma atribuicao de valores,
permanecendo na memoria de trabalho até que esta seja limpa.

A toolbox do MATLAB permite trabalhar com 4 tipos de imagens:

e imagens indexadas;
e imagens de intensidade;
e imagens binarizadas e

e imagens RGB.

As imagens indexadas requerem duas matrizes: uma delas tem as dimensoes da imagem e
cada ponto desta matriz especifica um indice que serve para pesquisar em uma segunda matriz,
que contém o mapa de cores, quais sdo os componentes R (Vermelho - Red), G (Verde - Green)
e B (Azul - Blue) de cada pixel.

A.1 Programa

O programa utilizado nesse trabalho ¢é apresentado a seguir:
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A=imread(’arquivo.jpg’);

A=double(A); Converte a matriz para double

M=max(max(A)); M ¢é um vetor de 3 componentes que contém a tonalidade
maxima de cada cor.

Z=zeros(size(A));

U1, 51, V1] = svd(A(:,:, 1));

[U2,52,V2] = svd(A(:,:,2)); calcula a decomposidao SVD de cada uma das
(U3, 53, V3] = svd(A(:,:,3)); matrizes de diferentes tonalidades.
r=min(size(S1));

while (S1(r,7) < tol)|(S2(r,r) < tol)|(S3(r,r) < tol)

r =r — 1; calcula o posto da matriz de menor posto, dentre as trés.

end

cols = 3;

s = floor((r — 2 % cols?)/cols* — 1); sdo impressas 3 péaginas de figuras:

de posto 1 até cols?, de posto cols? + 1 até 2 * cols® e

de posto maiores que 2 * cols? com um passo de tamanho s.

k =0; cont = 0;

figure(1)

forj=1:r

Z(:,51) = Z(,:,1) + 51(5,7) * UL( ) % VI 5)'s
Z(:,:2) = Z(:,:,2) + 52(4,) * U2(:, ) * V2(:,4)';

Z(:,:4,3)=2Z(:,:,3)+ 53(7,7) «U3(:,5) * V3(:, 5);

para cadaj, Z é a matriz de posto j mais proxima de A
if ((j <= 2x cols?)|(mod(j, s) == 1))&(cont < 3 x cols* — 1)
k = mod(k,cols®) + 1;

subplot(cols,cols,k)

fort=1:3

maxZ = max(max(Z));

W (1) = (M(i)/255) * abs(Z(:,:,4))/(maxZ(1));

end

image(W);

cont = cont + 1;

title(|'posto=" num2str(j)|)

if j==cols?

elseif j==2 x cols®

figure(3)

subplot (cols,cols,cols?)

image(A/255); a ultima posi¢ao contém a figura original.
for i=length(num?2str(r)):5

aux—|aux " '|;

title(|'matriz original’; * posto=" num2str(r) aux]|);
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