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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo realizar o estudo do Teorema do Ponto Fixo de Banach.
Sao apresentadas varias definigdes e teoremas sobre espagos métricos, espacos normados e
espacos de Banach. Todos eles pré-requisitos importantes para o estudo e entendimento
deste teorema. Sao apresentadas também algumas aplicagoes a teoria da Andlise Numérica

onde o Teorema do Ponto Fixo de Banach se faz presente.

Palavras-chaves: Analise Funcional. Espacos de Banach. Teorema do ponto fixo de

Banach. Andlise Numérica.



ABSTRACT

This work aims to conduct the study of Banach Fixed Point Theorem. Several definitions
and theorems on metric spaces, normed spaces and Banach spaces are presented. They
are important prerequisites for the study and understanding of the Banach Fixed Point
Theorem. Also we discuss some applications of this important theorem to Numerical

Analysis.

Key-words: Functional Analysis. Banach Spaces. Banach Fixed Point Theorem. Numerical

Analysis.
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INTRODUCAO

Analise Funcional é um ramo abstrato da Matematica que se originou da Analise
Classica. Seu desenvolvimento teve inicio aproximadamente no comeco do século XX,
e atualmente os métodos analiticos funcionais e seus resultados sdo importantes em
vérios campos da Matemética e suas aplicacdes. O impeto veio da Algebra Linear, das
Equacoes Diferenciais lineares ordinarias e parciais, do Calculo de Variac¢oes, da Teoria
da Aproximacao e em particular das equacoes integrais lineares, cuja teoria teve grande

impacto no desenvolvimento e promocao das ideias modernas.

Este trabalho tem por objetivo principal estudar o Teorema do Ponto Fixo de
Banach, um importante teorema da Analise Funcional. Para tanto foi necessario a realizagao
de um estudo introdutorio de alguns conceitos da Analise Funcional. Neste estudo nos
deparamos com conteidos que nao estao presentes na grade de nosso curso de Licenciatura
em Matematica. Realizamos neste trabalho o estudo de varias defini¢bes e teoremas
de espagos métricos, de espacos normados e espacos de Banach. E verificamos algumas
aplicacoes onde os resultados sdo consequéncia direta da aplicacao destes contetidos. Como

os de alguns métodos iterativos presentes no Calculo Numérico.
Este trabalho esta dividido nos seguintes capitulos:

Capitulo 1: Neste capitulo enunciamos e provamos as desigualdades de Cauchy-Schwarz,
de Holder e de Minkowski. Apresentamos algumas defini¢oes sobre espacos métricos,
assim como exemplos de espagos métricos. Definimos conjunto aberto e conjunto fechado,
topologia e continuidade. Definimos também alguns espacos métricos completos e teoremas

que serao necessarios aos estudos que pretendemos realizar.

Capitulo 2: Sao definidos neste capitulo os espagos normados e os espacgos de Banach.
Retomamos os exemplos do capitulo anterior para mostrar que sao espacos normados.
Definimos o que sao operadores lineares e funcionais lineares e apresentamos os teoremas

e exemplos que foram estudados.

Capitulo 3: Neste capitulo é apresentado o Teorema do Ponto Fixo de Banach e sua
aplicagdo na demonstracao de teoremas de existéncia e unicidade de equagoes algébricas,
da equacao integral nao linear de Volterra, de equagoes diferenciais ordinarias em espagos

de Banach e do método de Newton em espacos de Banach.
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1 ESPACOS METRICOS

Os espagos métricos sdo fundamentais em Andlise Funcional porque desempenham
um papel similar ao da reta real R no Célculo. De fato, eles generalizam R e foram
criados de modo a proporcionar as bases para um tratamento unificado de importantes
problemas de varios ramos da Andlise. Um espago métrico é um conjunto X com uma
métrica. A métrica associa a qualquer par de pontos (elementos) de X uma distdncia. Uma
propriedade adicional que um espago métrico pode ter é a completude. Outro conceito

tedrico e de interesse pratico é o de separabilidade.

Como algumas desigualdades sao fundamentais nas demonstragoes de teoremas

que iremos apresentar, comecaremos enunciando e provando estas desigualdades.

Os teoremas e definicbes assim como as demonstragoes que se seguem foram

retirados principalmente das referéncias [3], [8] e [2].

Definigao 1.1. Seja I um intervalo ndo vazio de R. A fungao f: I — R ¢é dita convera

em I quando
flaxy + (1 = a)zg) < af (21) + (1 — @) f () (1.1)

para todos os pares de pontos (xo,x1) em I e todo o € (0,1).

Teorema 1.1. (Desigualdade de Jensen) Sejam I um intervalo ndo vazio de R e f uma
fungdo convexa em I. Entao, para qualquer conjunto {z1, ..., x;} de pontos em I e qualquer

conjunto de numeros {ay,...,a,} satisfazendo
k
a; =20parat=1,.... ke Zaizl,
i=1

vale a desigualdade
k

k
/ (Z CW%‘) <D aif ().
i=1 i=1

Demonstracao. Para k = 2 a relagao é trivial se ou a; é zero ou ay é zero; caso contrario,

temos a desigualdade (1.1) da definigdo anterior.

Supondo por indugao que a relagao é verdadeira para k — 1; tomemos os conjuntos

{z;} e {a;}. Se ax é 0 ou 1, ndo ha o que provar. Caso contrario, definindo

Ql

k=1
= a; € (0,1) temos a, =1 —a € (0,1)
i=1

' k-1
a;=—parai=1,....k—1temos; >0e > @ =1.
=1
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Logo
k k—1 k—1
Zaimi = Z 0T + T = @Z@-xi + (1 — @)z
i=1 i=1 i=1
k—1
Nesta tltima relagao, o ponto T := Z&z‘%’ estd em I, entre minx; e maxx;.
(2 7

i=1
Aplicando (1.1)

k
(o) <@ + (1= tan) = af(o) + o).
i=1
O resultado segue da hipdtese de inducao aplicada a 7:

k—1

=1

]

Teorema 1.2. (Desigualdade de Young) Sejam a,b > 0 e p,q > 1 nidmeros reais tais que
1 1
-+ — =1. Entao
P q
a? bl
ab < — + —.
p q

A igualdade ocorre se, e somente se, a? = b7.

Demonstragio. Para f(x) = €” temos f'(z) = f"(z) = ¢* > 0, para todo x € R. Logo
f(z) é convexa em (0,00). Tomando z = plna e y = ¢qIlnb, e usando a desigualdade de

Jensen obtemos

p
1,01 et eY
e L
p q
Ina qglnb
eP e
6lna—&-lnb g
p q
In a? In b
(& (&
elnab < +
p q
a? bl
ab < — + —
p q

Teorema 1.3. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Sejam ai,as,...,a, € by, b, ... by,

numeros reais. Entao temos

(Bew) < () (54)
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Demonstracao. Considere o seguinte trindomio quadratico

n n n

> (aiw = b;)? =D (aiz® = 24,0 + b7) = 2 al — 22 ab;+ > b;.
i=1 i=1

=1 =1 =1

Este trinomio ¢ nao negativo para todo x € R, portanto seu discriminante é nao

positivo, isto é
n 2 n n n 2 n n
4 (Z ain) 4 (Z a§> (Z bz> <0 (Z ain) < (Z a§> (Z bz> .
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 j
como requerido.

A igualdade vale se, e somente se, a;x = b;, Vi. O

Teorema 1.4. (Desigualdade de Hélder) Sejam aq,aq, ..., a, ; by, bs, ..., b, nimeros reais

1
ep,q>1 tais que — + — = 1. Entao,
p q

i, 1
S aibi < (ZI@%’I) (Z\bﬂ) |
=1 =1 =1

Demonstracao. Considerando

i bi :
P L U L
(Ziy laz])7 (5 (b1
Da desigualdade de Young obtemos
aibi Lol 1

(S0 a2 (5, pd)e PXim lafl g Sy b
Somando as desigualdades para ¢ = 1,2,...,n obtemos

i1 |aibil < 12?:1 |at] 12?:1 |67 _ 1 1 1 —1
(2, |a?))P (S, b pEimalall g bl p g

O

Observagao: Tomando p = ¢ = 2 na desigualdade de Holder, obtemos a desigualdade

de Cauchy-Schwarz.

Teorema 1.5. (Desigualdade de Minkowski) Sejam ay,as, ..., ay,; by, b, ..., b, nimeros
reais e p > 1. Entdo tem-se a sequinte desigualdade
1 1 1
n P n P n P
(Sotato) < (Swt) o+ ()
i=1 =

i=1 i=1
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1 1
Demonstracdo. Para p > 1 escolhemos ¢ > 1 tal que — 4+ — = 1. Aplicando a desigualdade
p
de Holder temos,
Z |ai + bllp = Z |ai + bZH(ZZ -+ bi’p_l
i=1 i=1

n

<D laillai + bl 1+Z|b||0lz+b|” '

=1 =1

- <Z’> (Z ('“ﬁ"i‘“)q); ! (iwﬁ’r % (Z (I + ) )3

- iww)p;l ((iraﬂ)’l’ +(Xm ’1’) .

Logo,

> a4+ bl < (Z|a2+b|f’> ’ <<
=1

1—p=1 n % n %
o (Z\ai +bi|p) < (Zmﬂ) ; (Zlbﬂ)
=1 =1 3

o (Z\aﬁbd”)ﬁ < (Zmﬂ)” ; (Z\bﬁ”!)p-
=1 =1 3

]

Observagdo: As demonstragoes das desigualdades aplicam-se igualmente a séries

infinitas tais que Y _ |z;[P < oc.
1.1 ESPACOS METRICOS

Definigao 1.2. (Espago métrico, métrica) Um espago métrico é um par (X, d), onde X €
um conjunto e d é uma métrica em X (ou fungao distincia em X ), que é, uma fungdio
definida em X x X tal que para todo x,y,z € X tem se:

(M1) d: X x X — [0,00).

(M2) d(z,y) = 0 se, e somente se, v =y.

(M3) d(x,y) = d(y,x) (simetria).
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(M4) d(x,y) < d(z,z) + d(z,y) (desigualdade triangular).

Seguem alguns exemplos de espagos métricos.

1.1.1 ESPACO EUCLIDIANO R"

O conjunto R™ é formado por todas as n-uplas (z1,za, - ,x,), onde cada z; € R.

Existem trés métricas importantes sobre R" e que de uma certa forma sao equivalentes.

Sendo = = (z1, %2, -+ ,Z,) €y = (Y1,Y2, -+ , Yn) pontos arbitrarios do R" temos

n 1/2
da,y) =\/(x1 =) + -+ (@0 = ya)? = (Z(a:z- - yi)2> '

i=1

di(z,y) =z — )+ F 2 — Yl =D |2 — wil.
=1

da(z,y) =maz{|ey =, [on = yal} = maz|z; — yil.
<i<n

A verifica¢ao de que sdo métricas sobre R" para os axiomas (M1),(M2) e (M3) é

imediata. Mostraremos entao que se verifica o axioma (M4).

De fato, sejam = = (1,22, ,xn),y = (Y1,Y2, -+ ,Yn) € 2 = (21, 22, , Z,) pon-

tos no R™.

Entao para a métrica d temos,

I

Il
—

(d(z,y))* =D (xi — v:)?
(i — 2+ 2 — 1) = Zn:(:vi —y)? +2 Zn:(a?i —zi)(zi —yi) + Zn:(zi — ;)%

=1 =1 =1

Il

Il
—

7

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

n

(e~ + 23 (o= 2~ )+ 3

“ (Zz - yi)2
n n 1/2 / p 1/2 n
< Z(xz —yi)* 42 (Z(flfz — Zz)2> (Z(Zz — yz)2> + Z(Zz —y)’ =

i=1 i=1

<

—_

Para a métrica d; temos,

n n n n

di(z,y) =D lwi—yil =Y lwi—zitzi—y| <D |lwi—z|+> |zi—vyi| = di(z,2)+di(z,y).

i=1 i=1 =1 =1



16

Para a métrica dy temos,

da(w,y) =maz|z; — yi|

1<isn

=maz|z; =z + 2z — gl < maz|r; — z| + mazlz —yi| = do(w, 2) + da(2,y)-

Sejam d,d; e dy as métricas definidas em R". Quaisquer que sejam x,y € R",

tem-se:

day(z,y) < d(z,y) < di(z,y) < nda(z,y).

1.1.2 ESPACO DE FUNCOES Cla, b]

Consideremos X o conjunto de todas as fungoes de valores reais x,y, ... que sao

fungoes de uma varidvel real t definidas e continuas em J = [a, b]. Seja a métrica definida

por
d(z,y) = max|a(t) —y(t)]
ou
d(z,y) / lx(t) — y(t)|dt,
(X, d) é espago métrico e serd denotado por C|a, b].
Verifiquemos que as métricas assim definidas satisfazem os axiomas de espaco
métrico.

d(xz,y) = max|x(t) —yt)| =0 |z(t) —y(t)| =0 z(t) =y(t), Vte J Sz =y.

d(z,y) /|x (O)]dt =0 & |(t) — y(t)] =0 & z(t) = y(t) = z = y.

d(z,y) = max|z(t) — y(t)| = max|y(t) — z(t)| = d(y, v).

teJ teJ

dtwg) = [ let) — ulolde = [ 1y(0) (o)t = d(y, ).

() = mala(t) — y(6)] = max|a(t) - =(0) + 2(t) — y(@)|
< maxla(t) — 2(1)] + max|=(t) — (1)

=d(z,z) +d(z,9).

Atw,9) = [ 1o(e) — ylo)ldt = [ falt) — =(0) + =(0) — y(0)lat

/]x — 2(t \dt+/|z —y(t)|dt

) +d(z,y).
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1.1.3 ESPACO ¢ E ESPACO DE SEQUENCIAS DE HILBERT /2

Seja p > 1 um numero real fixo. Por defini¢do, cada elemento no espago ¢/ é uma

sequéncia = = (&) = (&1, &, . .. ) de ntimeros tais que [P + [&[P + -+ - converge; assim

D IgIP < o0

j=1

. 1/p
= (Z 165 — 77j|p)
j=1
No caso p = 2 temos o espaco de sequéncias de Hilbert ¢* com métrica definida por

y) =, Z|§j — ;%

Mostremos agora que ¥ é um espago métrico. Como anteriormente os axiomas
(M1),(M2) e (M3) sao de verificagdo imediata. Mostraremos a validade do axioma (M4).

De fato, sejam = = (§;) = (&1,&2,...) € Py = (n;) = (Mm,n2,...) € P, 2 = ((5) =
((1,Ca,...) € ¢P e aplicando a desigualdade triangular para nimeros e em seguida a

e a métrica é definida por

onde y = (n;) e Y _ |n;]? < .

desigualdade de Minkowski temos

. 1/p . 1/p
= (Z !fj—ﬁﬂp) < (Z[Ky‘—CjH\Cj—m‘Hp)
=1 =

. 1/p . 1/p
(Z Cﬂp) + (Z G — 77]'|p)

=d(x,z)+d(z,y).

Apresentaremos a seguir defini¢oes e teoremas que serao importantes nos estudos

que pretendemos realizar.
1.2 CONJUNTO ABERTO E CONJUNTO FECHADO

Definig¢ao 1.3. (Bola e Esfera) Seja a um ponto no espago métrico M. Dado um nimero
real v > 0, define-se:

1) A bola aberta de centro a e raio r é o conjunto B(a;r) dos pontos de M
cuja distincia ao ponto a é menor do que r, ou seja, B(a;r) = {x € M;d(x,a) < r}.
2) A bola fechada de centro a e raio r é o conjunto Bla;r] dos pontos de M cuja

distincia ao ponto a é menor do que ou igual a r, ou seja, Bla;r] = {x € M;d(x,a) < r}.

3) A esfera de centro a e raio v é o conjunto S(a;r) dos pontos de M cuja

distancia ao ponto a € igual a r, ou seja, S(a;r) = {x € M;d(z,a) =r}.



18

Defini¢ao 1.4. (Distincia de um ponto a um conjunto) Sejam a um ponto e X um
subconjunto nao-vazio de um espaco métrico M. Define-se a distancia do ponto a ao

conjunto X como o numero real

d(a, X) = inf d(a,x).

zeX

Definig¢ao 1.5. (Distancia entre dois conjuntos) Sejam X e Y subconjuntos nao vazios

do espagco métrico M. Define-se a distancia entre os subconjuntos X eY como sendo
d(X,Y) =inf{d(z,y);z € X,y € Y}.

Teorema 1.6. Se z,y e z sao pontos genéricos de um espago métrico (M,d), entdo
|d(z,y) —d(z,2)] < d(y, 2).

Demonstragio. Da desigualdade triangular (M4) decorre que
d(z,y) —d(z, z) < d(z,y).

Por outro lado podemos expressar a mesma desigualdade (M4) por
d(z,2) <d(z,y) +d(y, 2)

d(z,z) —d(x,y) < d(y, z).

Portanto
|d($,y) - d(&?, ’Z)| < d(y7 Z)‘
O

Defini¢ao 1.6. (Ponto interior) Seja X um subconjunto de um espago métrico M. Um
ponto a € X diz-se um ponto interior a X quando é centro de uma bola aberta contida em
X, ou seja, quando existe r > 0 tal que d(z,a) < r = x € X. Chama-se o interior de X

em M ao conjunto int(X) formado pelos pontos interiores a X.

Definigao 1.7. (Vizinhanga) Seja M um espago métrico. Diz-se que o conjunto V é uma

vizinhanga do ponto a € M quando a € int(V').

Assim, V' é uma vizinhanga de a se, e somente se, V' contém um aberto que contém

a. Notagao: V.

Definigao 1.8. (Ponto isolado) Seja M um espago métrico. Um ponto a € M chama-se
um ponto isolado de M quando ele é uma bola aberta em M, ou seja, quando existe r > 0
tal que B(a;r) = {a}.
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Isto significa, que além do préprio a, nao existem outros pontos de M a uma
distancia de a inferior a r. Dizer que um ponto a € M nao ¢ isolado significa, portanto,

afirmar que para todo r > 0 pode-se encontrar um ponto z € A tal que 0 < d(a,z) < r.

Definigao 1.9. (Fronteira) A fronteira de X em M ¢é o conjunto 0X, formado pelos
pontos b € M tais que toda bola aberta de centro b contém pelo menos um ponto de X e

um ponto do complementar M — X.

Defini¢ao 1.10. (Ponto aderente) Um ponto a diz-se aderente a um subconjunto X de

um espago métrico M quando d(a, X) = 0.

Isto significa que existem pontos de X arbitrariamente préximos de a, ou seja, para

cada € > 0, podemos encontrar x € X tal que d(a,z) < ¢.
Outras maneiras equivalentes de dizer que a é aderente a X sao:
1) para todo € > 0, tem-se B(a;e) N X # (;
2) para todo aberto A contendo a, tem-se AN X # (J;
3) toda vizinhanga de a tem pontos em comum com X.

Definigao 1.11. (Fecho) O fecho de um conjunto X num espago métrico M é o conjunto

X dos pontos de M que sdo aderentes a X .

Portanto, escrever a € X é o mesmo que afirmar que o ponto a ¢ aderente a
X em M. Tem-se ) =0, M = M e X C X para todo X C M. E também claro que
XCcY=XcY.

Definigao 1.12. (Conjunto denso) Um subconjunto X C M diz-se denso em M quando
X =M.

Isto é, quando toda bola aberta em M contém algum ponto de X, ou ainda, para
cada aberto nao-vazio A em M, tem-se AN X # ()

Definigao 1.13. (Ponto de acumulagdo) Seja X um subconjunto do espago métrico M.
Um ponto a € M chama-se ponto de acumulacio de X quando toda bola de centro a contém
algum ponto de X, diferente do ponto a. Indicaremos com a notagio X' o conjunto dos

pontos de acumulacdo de X em M.

Definig¢ao 1.14. (Conjunto aberto) Um subconjunto A de um espago métrico M diz-se

aberto em M quando todos os seus pontos sdo interiores, isto €, intA = A.

Assim, A C M é aberto se, e somente se, AN JA = (). Dito de forma equivalente,
um conjunto A C M é aberto em M se for possivel obter, para cada x € A, um raio r > 0
tal que B(x;r) C A.
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Defini¢ao 1.15. (Conjunto fechado) Seja M um espagco métrico. Um conjunto ' C M

diz-se fechado em M se seu complementar F© = M — F ¢ aberto.

Teorema 1.7. Seja M um espago métrico. Entao
1) 0 e M sao abertos.

2) Se Ay, ..., A, sao abertos em M, entdo Ay N---N A, é aberto em M. (A

interse¢io de um niumero finito de conjuntos abertos é um conjunto aberto).

3) Se {Ax}res € uma familia qualquer de abertos em M, onde J é um conjunto de

indices, entao U Ay € aberto em M. (A reunido de uma familia qualquer de conjuntos
AeJ
abertos € um conjunto aberto).

Demonstragio. 1) () é aberto pois, como nao existe x € (), o conjunto () nao viola a condigao
que define abertos. Agora, M é aberto pois, considere o subconjunto M C M, para todo
x € M, existe r > 0, tal que B(z;r) C M.

2) Sejaxz € AyN---NA,, entdo z € A;, i = 1,2,...,n. Como A; é aberto, para
cada i = 1,2,...,n existe uma bola aberta B(x;r;) C A;. Considere r = min{ry,...,r,},
r > 0. Entao B(x;r) C B(x;r;) C A; para cada i. Logo, B(z;r) C (A1 N---NA,) e,
portanto, A; N---N A, é aberto.

3) Seja A = U A,. Dado x € A, existe um indice A € J tal que z € A,. Como A,

AES
é aberto, existe B(z;r), r > 0, tal que B(x;r) C Ay. Logo, B(x;r) C A e, portanto, A é

aberto. 0

1.3 TOPOLOGIA E CONTINUIDADE

Um espago topologico é um par (X, 7) onde X é um conjunto e 7 é uma topologia
em X. Todo espago métrico M pode ser considerado, de modo natural, como um espago
topoldgico, no qual a colecao T é formada pelos subconjuntos abertos de M. Uma topologia
T em X se diz metrizavel quando existe uma métrica em X em relacdo a qual os abertos
sao os elementos de 7. Duas métricas d; e dy sobre um conjunto M sao equivalentes se, e

somente se, elas determinam a mesma topologia em M.
Definigao 1.16. (Topologia) Uma topologia num conjunto X é uma cole¢ao T de subcon-
juntos de X, chamados os abertos da topologia, com as sequintes propriedades:

1) 0 e M pertencem a T ;

2) Se Ay,..., A, €T entao AyN---NA, €T;

3) Dada uma familia arbitrdaria (Ay)xer com Ay € T para cada \ € L, tem-se

UA,\ET.

AeL
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Defini¢ao 1.17. (Continuidade) Sejam M, N espagos métricos. Diz-se que a aplicag¢do
f: M — N é continua no ponto a € M quando, para todo € > 0 dado, é possivel obter
d > 0 tal que d(z,a) < § implica d(f(x), f(a)) < e. Diz-se que f : M — N € continua
quando ela € continua em todos os pontos a € M. Equivalentemente, f : M — N ¢é
continua no ponto a € M quando, dada qualquer bola B' = B(f(a);e) de centro f(a), pode

se encontrar uma bola B = B(a;0), de centro a, tal que f(B) C B'.

Defini¢ao 1.18. (Continuidade uniforme) Sejam M, N espagos métricos. Uma aplica¢io
f: M — N diz-se uniformemente continua quando, para todo € > 0 dado, existe 6 > 0

tal que, sejam quais forem x,y € M, d(z,y) < 0 = d(f(x), f(y)) < e.

E importante e interessante notar que a continuidade pode ser caracterizada em
termos de conjuntos abertos. O que refor¢a a importancia da nogao de conjunto aberto na

topologia dos espacos métricos.

Teorema 1.8. Sejam M, N espagos métricos. A fim de que uma aplicagio f: M — N
seja continua, é necessdrio e suficiente que a imagem inversa f~'(A") de todo subconjunto

aberto A" C N seja um subconjunto aberto de M.

Demonstracio. Suponhamos primeiramente que f seja continua, tomemos A’ C N aberto
e mostremos que f~(A’) é aberto em M. De fato, para cada a € f(A’), temos f(a) € A’.
Pela definigao de conjunto aberto, existe ¢ > 0 tal que B(f(a);e) C A’. Sendo f continua
no ponto a, ao e corresponde um ¢ > 0 tal que f(B(a;0)) C B(f(a);e) C A’. Isto quer
dizer que B(a;d) C f~(A’). Logo f~'(4’) é aberto.

Reciprocamente, suponhamos que a imagem inversa por f de cada aberto em N
seja um aberto em M. Seja a € M. Mostraremos que f ¢ continua no ponto a. Com
efeito, dado ¢ > 0, a bola A" = B(f(a);e) é um aberto em N, contendo f(a). Logo sua

imagem inversa A = f~'(A4’) é um aberto em M, contendo a. Assim existe § > 0 tal que
B(a;d) C A, ou seja, f(B(a;d)) C B(f(a);e). O

Definicao 1.19. Uma aplicacio f: M — N € chamada de lipschitziana quando
Je>0 paraVe,y € M tal que d(f(x), f(y)) < cd(zx,y).

Além disso, a aplicacio f: M — N é chamada
1) uma equivaléncia quando f ¢ bijetora e ambas f e f~' sdo lipschitzianas.
2) uma contragdo quando € lipschitziana com constante ¢ < 1.

3) uma isometria, ¢ M, N sao ditas serem isométricas, quando f preserva
distancias, isto €,

Yo,y € M, d(f(x), f(y)) = d(z,y).
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1.4 ESPACOS COMPLETOS

Ser completo é uma propriedade adicional que um espago métrico pode ou nao ter.
Existem varias consequéncias que fazem dos espacos métricos completos serem espacos

reais mais interessantes que os nao completos.

Definig¢ao 1.20. (Sequéncia) Uma sequéncia num conjunto M é uma aplicagio v : N —»
M, definida no conjunto N = {1,2,...,n,...}. O valor que a sequéncia xr assume no
numero n € N serd indicado por x,. As sequintes notacoes sio usadas para representar
uma sequéncia, (T1,T, ..., Ty, ), (Tn)nen 0u (x,). O conjunto dos valores sio escritos

como {x1,T9, ..., Ty,...} ou{x,;n € N}.

Definicao 1.21. (Sequéncia limitada) Uma sequéncia (x,) no espago métrico M chama-se
limitada quando o conjunto dos seus termos é limitado, isto €, quando existe ¢ > 0 tal que

(T, ,) < ¢ para quaisquer m,n € N.

Defini¢ao 1.22. (Limite de sequéncia) Seja (T,)neny uma sequéncia num espago métrico
M. Diz-se que o ponto a € M é limite da sequéncia (z,) quando, para todo nimero € > 0
dado arbitrariamente, pode-se obter ng € N tal que n > ng = d(z,,a) < e. Ou ainda que
lim d(z,,a) = 0. Escreve-se entdo a = limx,,a = lim x, ou a = limx,. Dizemos que
n—00 n—00 neN

a sequéncia (T,)nen € convergente em M e converge para a. Ou que x,, tende para a, e

indicamos x, — a.

Observagao: Devemos notar que o limite de uma sequéncia convergente deve ser

um ponto do espago M. Por exemplo, seja M o intervalo aberto (0,1) em R com a métrica
111

2'3747"
que 0, o ponto para o qual a sequéncia converge nao esta em M.

dada por d(z,y) = |z — y|. Entao a sequéncia ( ) nao é convergente uma vez

Teorema 1.9. Um ponto a, num espagco métrico M, é limite de uma subsequéncia de
(x,) se, e somente se, toda bola aberta de centro a contém termos x, com indices n

arbitrariamente grandes.

Demonstragio. Se uma subsequéncia (Zy,, Ty, ..., Tn,,...) converge para a entao, dado
e > 0, existe kp € N tal que k > ko = =, € B(a;¢). Logo toda bola B(a;e) de centro
a contém termos com indices arbitrariamente grandes, a saber, todos os indices n; com
k > ko. Reciprocamente, supondo cumprida esta condi¢do, a bola B(a;1) contém um
termo x,,,, a bola B(a;1/2) contém um termo z,, com indice ny > ny, e assim por diante:
para todo k € N podemos achar x,, € B(a;1/k) com nj > ng_y > --- > ng > ny. Isto
define um subconjunto infinito N' = {n; <ny <+ <ng < ---} e uma subsequéncia z,,

tal que d(z,,,a) < 1/k. Segue-se que klim Tp, = a. O
—00

Observagao: No enunciado do teorema anterior, podemos substituir "bola aberta

de centro a" por "conjunto aberto contendo a" ou "vizinhanca de a'.
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Teorema 1.10. Toda sequéncia mondotona limitada de niumeros reais é convergente.

Demonstragio. Para fixar as ideias, seja (r; < 23 < -+ < x, < ...) a sequéncia limi-

tada em questao. Tomemos a = sup x,,. Afirmamos que a = limz,,. Com efeito, dado
neN
arbitrariamente € > 0, o nimero a — ¢, sendo menor do que a, nao pode ser cota su-

perior do conjunto dos valores z,,. Logo existe ny € N tal que a — ¢ < z,,, < a. Entao
n>n =a4—€< Ty, KTp Ka<a+e=a—¢c <z, <a+e. Isto conclui a

demonstracgao. O
Lema 1.1. Seja M = (M,d) um espago métrico. Entao:

1) Uma sequéncia convergente em M ¢é limitada e seu limite € unico.

2) Se x,, — x ey, —> y em M, entdo d(z,,yn) — d(z,y).
Demonstrag¢io. 1) Suponha que x,, — x. Entdo, seja € = 1, podemos determinar ng tal
que d(z,,z) < 1 para todo n > ng. Consequentemente pela condigao (M4), para todo

n temos d(z,,x) < 1+ a onde a = max{d(zy,x),...,d(T,,,x)}. Isto mostra que (x,) é

limitada.
Assumindo que z, — z e z,, — z, obtemos de (M4)
0<d(z,2) <d(z,z,) +d(z,,2) — 040
e a unicidade = = z do limite segue do postulado (M?2).
2)Da generalizacao da desigualdade triangular obtemos
d(xn, yn) < d(wn, x) + d(z,y) + d(y, yn)
d(xn, yn) — d(z,y) < d(@n, ) + d(y, yn)-
E podemos escrever também
d(z,y) < d(z,z) + d(Tn, yn) + d(yn, y)

(T, yn) — d(2,y) = —d(z,2,) — d(Yn, ).
Logo
—(d(@n, x) + d(y, yn)) < d(Tn, yn) — d(z,y) < d(zn, ) + d(y, yn)-
Ou seja
|d(@n, yn) — d(z,y)| < d(zp, 2) + d(Y, yn)-
Pela hipotese x,, — = e y, — y, entao

’d(xmyn) - d(l’,y)| < d(ZL’mZE) + d(yu yn) —0

quando n — oo. Portanto d(x,,y,) — d(z,y).
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Definigao 1.23. (Sequéncia de Cauchy) Uma sequéncia (x,)nen num espago métrico M
chama-se uma sequéncia de Cauchy quando, para todo € > 0 dado, existe ng € N tal que

para todo m,n € N, m,n > ng = d(xy,, r,) < €.

Teorema 1.11. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Demonstragdo. Se lim x,, = a no espago métrico M entao, dado £ > 0, existe ny € N tal

que n > ng = d(z,,a) < €/2. Se tomarmos m,n > ngy teremos

d(xm’ xn) < d(l‘m, a) + d(mn, a) < % + = €.

c
2
Logo, (z,) é de Cauchy. O

Observacdo: A reciproca deste teorema nao é valida. Ou seja, uma sequéncia de
Cauchy de um espago métrico M pode nao convergir em M. Tomemos uma sequéncia
de nimeros racionais x,, convergindo para um numero irracional a. Por exemplo, ;1 =
1,29 =1,4,25 =1,41,..., com limz, = V2. Sendo convergente em R, segue do teorema
anterior que (x,)nen € de Cauchy no espago métrico Q dos niimeros racionais, mas nao é
convergente em Q, pois V2 ¢ Q. Este fato também ilustra o conceito de que convergéncia
nao é uma propriedade intrinseca da sequéncia, mas que depende também do espaco no

qual a sequéncia é considerada.

Teorema 1.12. Toda sequéncia de Cauchy € limitada.

Demonstragio. Seja (x,)nen uma sequéncia de Cauchy no espago métrico M. Dado € = 1,
existe ng € N tal que m,n > ny = d(zy,, z,) < 1. Logo o conjunto {z,,+1, Tng+2;--- } €

limitado e tem diametro < 1. Segue-se que

{z1, 20,y n, o =A{x1, o g F U { @041, Tgt2, - - - }

¢é limitado.

]

Observagao: Nao vale a reciproca deste teorema. Tomemos a sequéncia dada por
(1,0,1,0,...) nareta. Embora limitada, esta sequéncia nao é de Cauchy pois d(x,,, ;1) = 1

para todo n.

Teorema 1.13. Uma sequéncia de Cauchy que possua uma subsequéncia convergente é

convergente (e tem o mesmo limite que a subsequéncia).

Demonstragio. Sejam (x,) uma sequéncia de Cauchy no espago métrico M e (z,, ) uma
subsequéncia que converge para o ponto a € M. Afirmamos que lim z,, = a. Com efeito,

dado € > 0, existe p € N tal que ny > p = d(z,,,a) < /2. Existe também ¢ € N tal que
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m,n > q = d(xm,,x,) < /2. Seja ng = max{p, q}. Para todo n > ng e fixado nx > nyg
temos

d(xn,a) < d(l‘n,l’nk) + d(l’nk, CL) < % + % = €.

Logo limz,, = a. O

Observacao:A propriedade enunciada no teorema anterior é evidentemente falsa
para sequéncias arbitrarias. Ela indica que uma sequéncia de Cauchy s6 nao converge num

espago M se "faltarem pontos no espaco’.

Definicao 1.24. Diz-se que o espaco métrico M é completo quando toda sequéncia de

Cauchy em M € convergente.

Teorema 1.14. A reta € um espago métrico completo.

Demonstragio. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em R. Pondo, para cada n € N,
Xn ={zn, Tps1,...} , temos X1 D Xy D --- D X,, D -+ e os conjuntos X,, sdo limitados.
Seja a, = infX,, (n = 1,2,3,...). Entdo a; < as < - < a, < - < b = sup Xj.
Pelo teorema 1.10, existe o nimero a = lim a,,. Afirmamos que a = lim z,,. Para provar
isto, basta mostrar que a é limite de uma subsequéncia de (z,), ou seja, que dados
arbitrariamente € > 0 e n; € N, podemos obter n > n; tal que z,, € (a —¢,a +¢). (Vide
teoremas 1.9 e 1.13). Ora, sendo a = lim a,,, existe m > n; tal que a — ¢ < a,, < a + €.
Como a,, = inf X, existe n > m (e portanto n > n;) tal que a,, < x, < a + ¢, isto é,
Ty, € (a—eg,a+¢). O

Teorema 1.15. Seja F um subconjunto nio vazio de um espaco métrico (M,d) e F o seu
fecho. Entao:

(a) x € F se, e somente se, existir uma sequéncia (x,) em F tal que x,, — x.

(b) F é fechado se, e somente se, a condi¢io x,, € F, x, — x implica que x € F.

Demonstracao.

(a) Seja x € F. Se x € F, uma sequéncia do tipo é (z,z,...). Se x ¢ F, ele ¢ um ponto de
acumulacao de F'. Consequentemente para cada n =1,2,... a bola B(z;1/n) contém um

x, € F, e x,, — x porque 1/n — 0 quando n — oc.

Reciprocamente, se x,, estd em F' e x,, — x, entao x € I’ ou toda vizinhanca de
x contém pontos x, # x, tal que x é um ponto de acumulacao de F. Consequentemente

x € F, pela definicao de fecho.

(b) F ¢ fechado se, e somente se, F' = F, de modo que (b) segue imediatamente de (a). [
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Teorema 1.16. Um subespaco F de um espaco métrico completo M ¢é completo se, e

somente se, o conjunto F' é fechado em M.

Demonstragio. Seja I completo. Pelo teorema 1.15(a), para todo x € F existe uma
sequéncia (z,) em F' que converge para x. Uma vez que (z,) é Cauchy pelo teorema 1.11
e I’ é completo, (x,) converge em F, o limite é tinico pelo lema 1.1. Consequentemente

x € F. Isto prova que F é fechado porque z € F é arbitrério.

Reciprocamente, seja F' fechado e (x,) Cauchy em F. Entao x, — = € M, o
que implica z € F pelo teorema 1.15(a), e # € F uma vez que F = F por hipétese.
Consequentemente uma sequéncia de Cauchy (x,,) arbitraria converge em F', o que prova

que F é completo. |

Com base nas defini¢oes e teoremas apresentados mostraremos que os espacos
R"™, Cla,b] e £7 que utilizamos como exemplos de espagos métricos sdo espagos métricos

completos.

1.4.1 ESPACO EUCLIDIANO R"
Teorema 1.17. O espaco euclidiano R™ é completo.

Demonstracao. Seja a métrica em R" definida por

. 1/2
d(z,y) = (Z(fj — nj)Q)

j=1
onde z = (§;) e y = (n;). Consideremos uma sequéncia de Cauchy z,, € R" qualquer,
escrevendo x,, = (ém), e ,@(Lm)). Uma vez que (2., )nen € Cauchy, para todo & > 0 existe

no € N tal que m,r > ny implica em

n

1/2
A, ) = (Z@m’ —55-’“’)2) <e (12)

j=1

Elevando ao quadrado, temos para m,r >nge j=1,...,n

g -glr<e e IgT - <.

Entao para cada j fixado, (1 < j < n), a sequéncia (5](1),&](2), .

Cauchy de nimeros reais. Pelo teorema 1.14 esta sequéncia converge, ou seja, fj(m) — &

.) é uma sequéncia de
quando m — oo. Usando estes n limites, definimos x = (1, ..., &,). Claramente, z € R".
De (3.2), com r — oo, para m > ng temos

d(xpm,x) <€

Isto mostra que x é o limite de (x,,)nen € prova que R™ é completo uma vez que (z,,)nen

¢ uma sequéncia de Cauchy arbitréria. [
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1.4.2 ESPACO DE FUNCOES CJa, b]

é

Teorema 1.18. O espago de fungoes Cla,b] com a métrica d(x,y) = max |x(t) — y(t)

completo sendo |a,b] qualquer intervalo fechado em R.

Demonstragio. Seja (2, )neny uma sequéncia de Cauchy qualquer em Cla, b]. Entéo, para

qualquer € > 0, existe ng € N tal que para todo m,n > ng temos
d(xpm, ) = max |zm(t) — x,(t)] < e (1.3)
onde J = [a, b]. Consequentemente para qualquer ¢t =ty € J fixo, com m,n > nyg
|z (to) — za(to)] < €.

Isto mostra que (x1(to), z2(to), - .. ) é uma sequéncia de Cauchy de ntiimeros reais. Uma vez
que R é completo (conforme teorema 1.14), a sequéncia converge, isto é, z,,(tg) — x(to)
quando m — oo. Desta forma, podemos associar a cada t € J um unico nimero real z(t).

Isto define (ponto a ponto) uma fungdo x em J, e mostra que = € Cla,b] e z,,, — =.
De (1.3) com n — oo e m > ngy temos
max |zm(t) — z(t)] < e.
Consequentemente para todo t € J com m > ng

[z (t) —2()] <&

Isto mostra que (2,,(t))nen converge para z(t) uniformemente em J. Uma vez que z, s
sao fungoes continuas em J e a convergéncia é uniforme, a fungao limite x é continua
em J. Consequentemente = € C|[a,b]. Além disso, z,, — z. O que prova que Cla,b] é

completo. O
1.4.3 ESPACO ¢*
Teorema 1.19. O espago I é completo; aqui p € firo e 1 < p < +o0.

Demonstragio. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy qualquer no espago ¥, onde z,, =

( %m), fém), ...). Entédo para todo ¢ > 0 existe ng € N tal que para todo m,n > ny,

0o 1/p
d@W@»:(znﬁm—éﬂﬂ <e. (1.4)
j=1
Dai resulta que para cada j = 1,2,... com m,n > ngy temos

6™ — e <e. (1.5)
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Escolhendo um j fixo. De (1.5) vemos que (fj(»l), fj(-Q), ...) é uma sequéncia de Cauchy de
nimeros reais convergente, pois R é completo (conforme teorema 1.14), isto é, 5](-m) — &
quando m — oo. Usando estes limites, definimos z = (&1, &, ... ) e mostramos que x € ¢?

e T, — T.

De (1.4) temos para todo m,n >mnge k=1,2,...
: (m) (n)
Z ‘f] - 53' |p <&
j=1
Quando n — 0o, obtemos param >nge k=1,2,...
: (m)
dlg™ =g < e
j=1
Quando k — oo; entao para m > ng

S lEm™ — gl < ev. (1.6)
j=1

Isto mostra que z,, — r = (@"”’ —&;) € /7. Uma vez que z,, € (*, segue por meio da

desigualdade de Minkowski que
T =T, + (T —x,) € P

Além disso, a série em (1.6) representa [d(z,, )], de modo que (1.6) implica que z,,, — =.
Uma vez que (z,,) representa uma sequéncia de Cauchy arbitraria em ¢, isto prova que ¢*

¢é completo, onde 1 < p < o0. O

1.4.4 COMPLETAMENTO DE UM ESPACO METRICO

Todo espaco métrico M pode ser ampliado, acrescentando-lhe novos pontos, de

modo a obter um espaco completo M , chamado o completamento de M.

Definicao 1.25. Um completamento de um espaco métrico M é um par (]\7[, ©), onde M

¢ completo e p : M — M ¢é uma imersao isométrica cuja imagem (M) é densa em M.

FExemplo: R é um completamento de Q. Se M é um espaco métrico completo entao, para
todo subconjunto X C M, seu fecho X em M é um completamento de X. Em particular,

o intervalo [0, 1] é um completamento de (0, 1).

1.5 ESPACOS SEPARAVEIS

Além da completude um conceito de interesse tedrico e pratico é o da separabilidade
de um espaco métrico. Espagos métricos separaveis sao mais simples que os espagos métricos

nao-separaveis.
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Definicao 1.26. Um espaco métrico M chama-se separdvel se ele contém um subconjunto

enumerdvel que é denso.

3 X C M, X enumerdvel e X = M.

FExemplo: R é separavel pois o subconjunto enumeravel Q é denso em R.
Comecando do mais simples, e falando de uma maneira informal, temos:

1) Espagos métricos finitos. Existe um nimero finito de distancias possiveis para

computar.

2) Espagos métricos enumerdveis. Com um nimero infinito de pontos, um algoritmo
pode ainda calcular distancias precisamente, mas pode levar mais e mais tempo para

fazé-lo.

3) Espagos métricos separdveis. Pontos podem ser aproximados por um dos varios
pontos enumeraveis; qualquer distancia pode ser avaliada, nao exatamente, mas com

qualquer precisao.

4) Espagos métricos nao-separdveis. Pode nao existir nenhum algoritmo que encontre

a distancia entre dois pontos genéricos, mesmo que aproximadamente.
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2 ESPACOS NORMADOS E ESPACOS DE BANACH

Um espago vetorial onde a métrica é definida por meio de uma norma é chamado
espaco normado. Se ele for um espago métrico normado completo é chamado de espaco de
Banach. Uma aplicacao de um espaco normado X em um espaco normado Y é chamado
operador. Uma aplicacao de X em um conjunto escalar R ou C é chamado de funcional.
De particular importancia sao os chamados operadores lineares limitados e os funcionais
lineares limitados uma vez que sao continuos e tiram vantagem da estrutura do espaco
vetorial. O conjunto de todos operadores lineares limitados de um dado espago normado
X em um dado espago normado Y forma um espago normado denotado por B(X,Y).
De forma similar o conjunto de todos os funcionais lineares limitados em X formam um

espaco normado, que é chamado de espaco dual X’ de X.

As defini¢oes, teoremas e demonstragoes deste capitulo foram retirados principal-

mente das referéncias [5], [9] e [10].
2.1 ESPACO NORMADO. ESPACO DE BANACH

Defini¢ao 2.1. (Espaco normado. Espaco de Banach) Um espago normado X é um
espago vetorial com uma norma definida nele. Um espaco de Banach é um espago normado

completo com a métrica induzida pela norma.

Aqui uma norma em um espacgo vetorial X, real ou complexo, é uma funcao de

valor real em X cujo valor em z € X ¢é denotado por
]l

e que tem as seguintes propriedades

(N1) [[zf| = 0.

(N2) ||z|| =0< z=0.

(N3) (o] = |a|z]].

(N4) flz +yll < llzll + lly]l-

sendo x e y vetores arbitrarios em X e a um escalar qualquer.

Uma norma em X define uma métrica d em X que é dada por

d(l’,y): ||l‘—y||, xy?/GX
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e é chamada a métrica induzida pela norma. O espaco normado definido é denotado por

(X, ]| - ||) ou simplesmente X.

As propriedades (N1) a (N4) de uma norma sao sugeridas e motivadas pelo

comprimento || de um vetor x na Algebra Vetorial. Neste caso podemos escrever ||z|| = |z|.

Teorema 2.1. Seja || - || uma norma qualquer em X. Entao, para todo x,y € X tem-se

ezl =yl < lz =yl
Demonstragio. |[x|| = [|(z —y) +yll < [l =yl + lyll = [l=]| = llyll < [l —y]
[yl = Iy—2)+zll < lly=zll+ )l = lyll=llzll < lly=zl] = [lzl=lyl = —[lz—yll
Logo
=l =yl < =]l = llyll < [l =yl

Portanto

ezl =Nyl < llz = vl

Lema 2.1. Toda norma € uma fungdo uniformemente continua.

Demonstracao. Para todo € > 0, existe 6 = ¢ > 0 tal que para todos x,y € E com

|z — y|l < & tem-se, pela proposicao (2.1),
ezl =Myl < llz —yll <o =e.

O

Teorema 2.2. Todo espago normado (X, | - ||) € um espago métrico (X,d) quando a

métrica é definida por d(x,y) = ||z —y||, Vz,y € X.

Demonstragao. De fato para todo z,y, z € X tem-se:
(M1) d é real, finito e nao-negativo.
Segue da definicao de espaco normado
|-]]: X —R
z— ||

(N4) ||z|| > 0.

(M2) d(z,y) = 0 se, e somente se, x = y.

dlz,y)=lr—y|=0<=2x—-—y=0<=ax=y.
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(M3) d(x,y) = d(y, x) (simetria).
d(a,y) = llz =yl = = g =)l = | = Ully — 2| = [ly — =] = d(y, ).
(M4) d(z,y) < d(x,z) + d(z,y) (desigualdade triangular).
d(a,y) = llz =yl = llo — 2+ 2 =yl <l = 2| + |z =yl = d(z, 2) + d(2,9).

]

Lema 2.2. (invariincia translacional) Uma métrica d induzida por wma norma em um

espaco normado X satisfaz
a) d(z+a,y+a) = d(z,y).

b) d(ax,ay) = |a|d(x,y).
Demonstragio. Temos

dix+a,y+a)=|r+a—-(y+al=lz—-yl=dzy)

d(az, ay) = |lax — ayl| = lofllz -yl = [ald(z, y).
]

Lema 2.3. (Combinacao linear) Seja {x1,...,x,} um conjunto de vetores linearmente
independentes em um espago normado X (de qualquer dimensdio). Entdo existe um nimero

¢ > 0 tal que para toda escolha de escalares aq, . .., a, temos

lony + - -+ + anan|| = c(fou + - - + [om]). (2.1)

Demonstragdo. Seja s = |aq|+ -+ + |an| = Y o] Note que se s = 0, entdo todos os a;
j=1
sao nulos e (2.1) é satisfeita para qualquer c¢. Suponha agora s > 0. Dividindo (2.1) por s

segue que

g
|a1’+.‘.+’an|7---75n

A

RN

com » || =1, onde f; =
j=1
Entao provar (2.1) equivale a provar que existe ¢ > 0 tal que (2.2) seja satisfeita

n
para quaisquer escalares fi,..., 03, € Kcom » |3;] = 1.
j=1
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Suponha que (2.2) seja falsa. Ou seja, para todo ¢ > 0 existem escalares 5y, ..., 3

com ZB](-C) = 1 tais que ||y.|| < ¢ onde y. =
=1

uma sequéncia (Y, )men(c = —

(m)

Ym = r1+-
ou seja,
= ¢ )33'14—
Y2 = ( )$1+

yk g B%k)l‘l—{— ..

Y = B w1t -

Bea,...

, Brxy,. Conforme c varia obtém-se

,m € N) satisfazendo

4B, e DB =1
j=1

-+ B
T+ B

+ B3,

+ By,

com B(m) =1, de forma que ||y,,|| — 0 quando m — oo.
> 15; que ||y q

=1

Como Y \ﬂ](m)\ = 1 entao \ﬂ](m)\

Jj=1

< 1. Assim para cada j fixo a sequéncia (BJ(-m)) =

..) é limitada. Pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, cada uma das sequéncias

(B™) =(61, B3, .)
(6 ):(527627"')
(67(17”)) :< 17 7217)

possui subsequéncia convergente que sera denotada por ()\gm))neN. Considere (4 o limite

da sequéncia (Bfm))meN e (y%m))meN a correspondente subsequéncia de (¥, )men-

Da mesma forma, sejam (5 o limite da sequéncia (5§m) Jmen € (yém))meN a corres-

pondente subsequéncia de (y; (m ))meN.

Prosseguindo desta maneira para j = 3,..

de (ym), onde (y™) = (3, 4@

Yn 5 Yn "5 -

7(1 /\ $1+/\gl)l‘2 + - )\(1
1(1 /\( ZL‘1+/\52)ZL‘2 + -

y = A

$1+/\gm)$ +

,n obtém-se uma subsequéncia (™)

) cujos os termos sao da forma

n

)\2

n

St /\;m)xn
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ou seja,
S = SNy @ ST =1
=1 =
com os escalares )\gm) satisfazendo \\™ — 81, A™ = B, ..., A B ou seja, )\gm) — f;

quando m — oc.
n n
Assim quando m — oo, y™ — y = > Bjx;, onde Y |B;] = 1. Assim, nem todos
J=1 Jj=1
os f3; podem ser nulos e como {x1,...,2,} é um conjunto linearmente independente segue

que y # 0.

Por outro lado, pela continuidade da norma (2.1), segue que

Y oy = |ly"™ | = |lyll, quando m — oo,

(m

Como ||[ym|| = 0 e 3™ é uma subsequéncia de (¥ )men segue que y'™ — 0 quando

m — oo. Pela defini¢ao de norma, [|y|| = 0 < y = 0. Contradicao, pois y # 0. ]

Teorema 2.3. Todo subespaco dimensionalmente finito Y de um espagco normado X ¢é

completo. Em particular, todo espaco normado finito é completo.

Demonstragio. Consideremos uma sequéncia de Cauchy arbitraria (y,,)men em Y e mos-
tremos que ela é convergente em Y'; o limite serd denotado por y. Sejam dimY = n e
{e1,...,e,} uma base qualquer de Y. Entao cada y,, tem uma representagao tnica dada
por

Ym = aﬁm)el + ot alme,,

Uma vez que (y,,) é uma sequéncia de Cauchy, para cada ¢ > 0 existe um N tal que
lym — y:ll < € quando m,r > N, m € N. Entdo em conjunto com o lema anterior para

algum ¢ > 0 temos

€ > ||ym — el =

> = al)e;
j=1

> Y Jaf™ — a7,
j=1
onde m,r > N. Dividindo por ¢ > 0 temos
m T = m T €
\ag)—a§)]<2]a§)—a§)\<g (m,r > N).
j=1

Isto mostra que cada uma das sequéncias

@) = @af.) =12

¢ Cauchy em R ou C e portanto converge. Seja a; o limite. Usando estes n limites
Qai, ..., 0, definimos

Yy=aie; + -+ Qpey.
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Claramente, y € Y. Além disso,

|Ym — yll =

S (@™ — ay)e;
i=1

n
<Y al™ = aglle; -
j=1

(m)
j
mostra que (y,,) é convergente em Y. Uma vez que (Y, )men ¢ uma sequéncia de Cauchy

Do lado direito, ;' — «a;. Conseguentemente ||y, — y|| — 0, isto é, y,, — y. Isto

arbitraria em Y, isto prova que Y é completo. O

Definicao 2.2. (Normas equivalentes) Uma norma ||.|| em um espago vetorial X é equi-
valente a uma norma ||.||o em X se existirem nimeros positivos a e b tais que para todo
x € X temos

allzllo < [lz] < bfllo. (2.3)

Teorema 2.4. Em um espago vetorial de dimensdo finita X, qualquer norma ||.| é

equivalente a qualquer outra norma |.||o.

Demonstragio. Sejam dim X = n e eq,...,e, uma base qualquer para X. Entao todo

r € X tem uma representacao unica
Tr=q1e] + -+ ape,.
Pelo lema (2.3) existe uma constante positiva ¢ tal que
2]l = elen] + - + |an]).

Por outro lado, a desigualdade triangular fornece

n n
lzllo < X lelllejllo < kD fayl, k= max|lejlo.

j=1 j=1 J

O que nos leva a
c

allz|lo < ||z, onde a = e 0.
A outra desigualdade em (2.3) é obtida pela troca entre || - || e || - ||o no argumento
anterior. m

Este teorema tem uma importancia pratica consideravel. Por exemplo, ele implica
que a convergéncia ou divergéncia de uma sequéncia em um espaco vetorial finito nao
depende de uma escolha particular da norma neste espago. E importante ressaltar que

este teorema nao vale para espagos infinitos.

Seguem alguns exemplos de espagos normados.
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2.1.1 ESPACO EUCLIDIANO R"

O espago R"™ com a norma definida por

. 1/2
] = (Z x?)
j=1

é um espaco normado.

De fato,
(N1) []| = 0.

. 1/2
Htz(Zx?) =z} 4+ +22 comoal+---+22>0=|z] =0.
j=1
(N2) ||lz]| =0< 2 =0.
. 1/2
||$||=(Zx§-) =i+ +al=0ealt trl=02 = =1,=0&1=0.
=1

(N3) [laz|| = |af[l].

. 1/2 . 1/2
oz = (2:1(04%)2) = (0422190?) = |af (

(N4) [l + gl < [lz]l + [yl

Da desigualdade de Minkowski temos,

n 1/2 " 1/2 " 1/2
Iz +y| = (Z(xj +yj>2) < (Zx?) + (Zy?) = ||zl + ly|-
j=1 j=1 j=1
2.1.2 ESPACO DE FUNCOES C|a, 1]

O espago de fungoes C|a, b] com a norma definida por

el = max et J = [a,]

¢ um espaco normado.

Verifiquemos que,

(N1) [|lz[ = 0

[} = max [z(#)],  como |z(t)] = 0 = [l > 0.
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(N2) |zl =02 =0
|z|| = Igle%x|x(t)| =0<|z(t)|=0<z(t)=0,Vte J < z=0.
(N3) [Jaz]| = [exl ||
Jazi| = max faa(®)] = o] max 2(0)] = [al .
(N4) [z + yl| < [lzll + llyll

[+ yll = max [z(t) +y ()] < max |2(t)] +max |y ()] = [lz[| + ||y

2.1.3 ESPACO DE SEQUENCIAS

O espaco de sequéncias /¥ com a norma definida por

o 1/p
=] = (Z |§j!”)
j=1

¢ um espaco normado. Essa norma induz a métrica

. 1/p
d(z,y) = [lz —yll = (Z 1S — njlp) :
j=1

Verifiquemos que,

(N1) flz[| = 0

. 1/p
|z]| = (Z |§j|p) , como [§|P -4 &P+ = 0= ||2f] > 0.
j=1

(N2) ||z]| = 0 & 2 =0

. 1/p
H$H: (Z,@‘p) =0 ’51’104_...4_‘5”’?4_...:()@ é‘l:...:g‘n:...:o@ x = 0.
j=1

(N3) [laz|| = |alf|]

o 1/p . 1/p o 1/p
o] = (Z\O@\p) = (\a\pz |€j\p> = |o| (Z\Ej!”) = |o|z].
j=1 j=1 j=1

(N4) [l + gl <l + llyll

Utilizando a desigualdade de Minkowski

00 1/p 00 1/p 0o 1/p
|z +y| = (ZKJ' +77j|p) < (Z|€j|p) + (Z |77j|p) = [lz]| + [ly]l-
j=1 j=1

j=1
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2.2 OPERADOR LINEAR

Em Analise Funcional sao considerados espac¢os mais gerais, tais como espacos

métricos e espagos normados, e mapeamentos destes espagos.

Definigao 2.3. (Operador linear) Um operador linear T' é uma transformagao linear tal

que

(i) o dominio D(T) é um espago vetorial e o conjunto imagem R(T) encontra-se em um

espago vetorial sobre o mesmo corpo,

(7i) para todo x,y € D(T) e escalar «,

T(x+y)=Tx+Ty.

(2.4)
T(ax) = oTx.
Claramente (2.4) é equivalente a
T(ax + By) = aTx + BTy. (2.5)
Tomando o = 0 em (2.4) obtemos a seguinte férmula
70 = 0. (2.6)

A equagao (2.4) expressa o fato que um operador linear 7' é um homomorfismo
de um espago vetorial (do seu dominio) em outro espago vetorial, isto é, T preserva as
duas operagoes do espaco vetorial, no seguinte sentido. Em (2.4) a esquerda primeiro
aplicamos uma operagao do espago vetorial (adigdo ou multiplicagao por escalar) e entao
mapeamos o vetor resultante em Y, ao passo que a direita primeiro mapeamos x e y em
Y e entao realizamos a operacao do espago vetorial em Y, cujo resultado é o mesmo. Esta
propriedade torna os operadores lineares importantes. Por sua vez, espagos vetoriais sao

importantes em Anédlise Funcional principalmente pelos operadores lineares definidos neles.

Sao exemplos de operadores lineares:
Operador identidade. O operador identidade [ : X — X é definido por Iz = z para
todo = € X.
Operador nulo. O operador nulo 0 : X — Y ¢é definido por 0z = 0 para todo = € X.
Diferenciagao. Seja X o espago vetorial de todos os polinémios em [a, b]. Podemos definir
um operador linear 7" em X por
Tx(t) = 2'(t)

para todo x € X. Este operador 1" mapeia X nele mesmo.

Integracao. Um operador linear T' de Cla, b] nele mesmo pode ser definido por

Tx(t) = /atx(T) dr, t € [a,bl.
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Teorema 2.5. (Imagem e espago nulo) Seja T um operador linear. Entdo:
a) O conjunto imagem R(T) é um espago vetorial.
b) Se dimD(T) =n < oo, entio dimR(T') < n.
c) O espago nulo N(T') é um espago vetorial.
Demonstragio. (a) Tomamos qualquer y;,y2 € R(T') e mostramos que ay; + By € R(T)
para quaisquer escalares «, 5. Uma vez que y1,ys € R(T'), temos que y; = Txq,y2 = Txo

para algum x1, 29 € D(T), e axy + fxy € D(T) porque D(T') é um espago vetorial. A
linearidade de T" produz

T(axy + fro) = aTxy + fTxy = ayr + [yo.

Consequentemente ay; + Sy € R(T'). Uma vez que y;,y2 € R(T') sdo arbitrarios assim
como os escalares, isto prova que R(T') é um espaco vetorial.

(b) Escolhemos n+1 elementos y1, . . ., Ynt1 de R(T') de uma forma arbitraria. Entao temos
y1 =Tz, ,Yps1 = Txpyq para algum xq, ..., 2,01 em D(T). Uma vez que dim D(T) =

n, este conjunto {xy,... .1} deve ser linearmente dependente. Consequentemente
Q121+ Q1T =0

para alguns escalares aq, ..., a, 1, nem todos iguais a zero. Uma vez que T ¢é linear e

T0 =0, a aplicacao de T" em ambos os lados fornece
T(onzy + -+ QpaTpy1) = yr + -+ + Ag1Yngr = 0.

Isto mostra que {y1, ... Y11} é um conjunto linearmente dependente porque os a;s nao
sao todos iguais a zero. Lembrando que este subconjunto de R(T") foi escolhido de maneira
arbitraria, concluimos que R(7") ndo tem subconjuntos linearmente independentes de n + 1
ou mais elementos. Por defini¢ao isto significa que dim R(T") < n.

(c) Tomamos quaisquer z1,z2 € N(T'). Entao Tzy = Tz = 0. Uma vez que 7' ¢ linear,

para quaisquer escalares a, 8 temos
T(axy + Prg) = aTxy + fTxe = 0.

Isto mostra que axy + fxe € N(T'). Consequentemente N(7') é um espago vetorial. [

E interessante notar que uma consequéncia imediata da parte (b) é a de que

operadores lineares preservam a dependéncia linear.

Definig¢ao 2.4. Uma aplicagio T : D(T) — Y ¢é dito ser injetivo se diferentes pontos no

dominio tem diferentes imagens, isto é, se para qualquer xi,xs € D(T),

1 # To = Taxy 7é Txs. (27)
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Equivalentemente

Taxr =Tx9 = 11 = 9. (28)
Neste caso existe o mapeamento
T-1:R(T) — D(T)
(2.9)
Yo — T (yo = Txp)

que mapeia todo yo € R(T) em 2o € D(T) para os quais Txo = yy. O mapeamento T~ ¢

chamado de o inverso de T'.

De (2.9) claramente temos
T 'Tx =z paratodo x € D(T)

TT 'y =y paratodo yé& R(T).

O inverso de um operador linear existe se, e somente se, o espago nulo do operador

consiste apenas do vetor zero.

Teorema 2.6. (Operador inverso) Sejam X, Y espagos vetoriais, ambos reais ou complezos.
Seja T : D(T) — Y um operador linear com dominio D(T) C X e imagem R(T) C Y.

Entao:
a) O inverso T™' : R(T) — D(T) existe se, e somente se,

Tr=0=x2=0.

b) Se T~ existe, ele é um operador linear.

c) SedimD(T) =n < oo e T existe, entdo dim R(T) = dim D(T).

Demonstragao.
(a) suponha que Tx = 0 implique x = 0. Seja T'zy = Txo. Uma vez que T ¢é linear,
T(.Z'l — x’2> = T$1 — TJ?Q =0

de modo que pela hipdétese 1 — o = 0. Consequentemente T'x; — Txo implica x1 = x5 €
T~ existe por (2.8). Reciprocamente, se 7' existe, entdo (2.8) vale. De (2.8) com x5 = 0
e (2.6) obtemos

Te; =T0=0= 2, =0.

(b) Suponhamos que T ' existe e vamos mostrar que 7' é linear. O dominio de 7" ¢
R(T') e pelo teorema 2.5(a) é um espago vetorial. Considerando qualquer z1, 29 € D(T') e
suas imagens

y1 = T'xy € Y2 = T'xs.
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Entao

=Ty e Ty =T y,.
T é linear, de tal modo que para qualquer escalar o e 3 temos

ayr + Bys = aTxy + Ty = T'(axy + [rsg).
Uma vez que z; =T ’lyj, isto implica que
T~ (ay + By2) = azy + By = o 'y + BT 'y

o que prova que 77! é linear.

(¢) Temos dim R(7") < dim D(T') pelo teorema 2.3(b), e dim D(T") < dim R(7T") pelo mesmo

teorema aplicado a T7L. O

Lema 2.4. (Inversa do produto) Sejam T : X — Y e S :Y — Z operadores lineares
bijetores, onde X,Y, Z sdo espagos vetoriais. Entdo o operador inverso (ST)™': 7 — X

do produto ST existe, e
(ST) ' =115 (2.10)

ST

(sT)

Figura 1 — Notagdes no lema 2.4.

Definicao 2.5. (Operador linear limitado) Sejam X e Y espagos normados e T : D(T) —
Y um operador linear, onde D(T) C X. O operador T é limitado se existe um nimero

real c tal que para todo x € D(T),

IT] < cf|«] (2.11)

Em (2.11) a norma a esquerda é a norma em Y, e a norma a direita é a norma
em X. A férmula (2.11) mostra que operadores lineares limitados mapeiam conjuntos

limitados em D(7") em conjuntos limitados em Y. Devemos notar que o uso da palavra
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“limitado” aqui é diferente do utilizado no Calculo, onde a fun¢ao limitada é aquela cuja

imagem ¢ um conjunto limitado.

Vamos definir agora qual o menor ¢ possivel tal que (2.11) ainda seja vélido para

todo x € D(T) diferente de zero. A divisao

— < ¢, x#0

mostra que ¢ deve ser pelo menos tao grande quanto o supremo da expressao a esquerda
tomado em D(T") — {0}. Esta quantidade é denotada por ||T’||. Assim

o 1Tzl

sentr) 2]
a:7$0

1T = (2.12)

IIT"]| é chamado de norma do operador 7. Se D(T') = {0}, definimos ||T'|| = 0. Neste caso,
T = 0 uma vez que 70 = 0.

Temos que (2.11) com ¢ = ||T|| é
[T < [IT[|f]]]- (2.13)

Lema 2.5. (Norma) Seja T um operador linear limitado, como definido anteriormente.
Entao

a) Uma féormula alternativa para a norma de T é

1T = sup ||Tzx]. (2.14)

z€D(T)
[[zf|=1

b) A norma definida por (2.12) satisfaz (N1) a (N4).
Demonstracao.

(a) Escrevemos ||z|| = a e tomamos y = (1/a)x, onde x # 0. Entdo ||y|| = ||z||/a = 1, uma

vez que T' é linear, (2.12) serd dada por

1
7= sup cli7al = sup |7 (32)| = sup [Tyl
D(T) A z€D(T) a yeD(T)
"o 20 lyll=1

Escrevendo = para y a direita, temos (2.14).

(b) (N1) é ébvio, entao ||0|| = 0. De ||T]| = 0 temos Tx = 0 para todo x € D(T'). Logo
T = 0. Consequentemente vale (N2). Além disso, (IV3) é obtida de

sup [|oT'z|| = sup || T = [e Sup 17|

llz(l=1 llzll= llzll=1
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onde x € D(T). Finalmente, (N4) segue de

Sup (71 + T2)z| = sup [Tz + Tax| < sup [Thz| + sup [ Tax|
z||=1 x||=1 x||=1 x||=1

aqui, z € D(T). O

Vejamos dentre os operadores lineares dados como exemplo anteriormente quais
sao limitados.
Operador identidade. O operador identidade I : X — X em um espago normado
X # {0} ¢é limitado e tem norma ||/]| = 1.
Operador nulo. O operador nulo 0 : X — Y em um espac¢o normado X ¢é limitado e
tem norma ||0]| = 0.

Operador diferencial. Seja X o espaco normado de todos os polindmios em J = [0, 1]

com norma dada por ||z|| = max |z(¢)|,t € J. Um operador diferencial T é definido em X
por
Tx(t) = 2'(t)
Este operador é linear mas nao é limitado. De fato, seja x,(t) = t", onde n € N. Entao
[zal] = Te
Tz, (t) =2/, (t) = nt"
de modo que ||Tz,|| =n e ||Tz,||/||za]| = n. Uma vez que n € N é arbitrario, isto mostra

que nao existe um ntmero c tal que ||Tz,||/||z.|| < c.

Operador integral. Podemos definir um operador integral 7" : C[0, 1] — C'[0, 1] por
1
y=Tx onde y(t) :/ k(t, 7)x(T)dr.
0

Aqui k£ é uma funcao dada, que é chamada de nicleo de T e é assumida como sendo
continua no quadrado fechado G = J x J no plano t7, onde J = [0, 1]. Este operador é

linear.

Para provar que T é limitado, primeiro notamos que a continuidade de k£ no
quadrado fechado implica que k é limitado, |k(t,7)| < ko para todo (¢,7) € G, onde kg é

um numero real. Além disso,

< =
2(6)] < max [z (t)] = ]

Consequentemente

/ bt D) (r)dr

1
<
<max [ [k(t,7)]o(7)]dr

<holl ]

lyll = 17| = max

O resultado é ||Tx|| = kol|z||. Isto é (2.11) com ¢ = kg. Consequentemente 7" é limitado.
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Teorema 2.7. (Dimensao finita) Se um espago normado X é dimensionalmente finito,

entdo todo operador em X € limitado.

n
Demonstragio. Sejam dim X = ne {e1, ..., e,} uma base de X. Consideremos z = > _ &je;
=1
e consideramos qualquer operador linear T' em X. Uma vez que T ¢ linear,

> &Tes|| < 2 1G1ITes || < max[|Tej| 3 1¢1-
=1

Jj=1

ITa)| = ‘

Jj=1

Para a tultima soma aplicamos o lema 2.3 com o; = §; e x; = ¢;. Entao,

Slgl< L [ ge] = el
Juntamente com

1
T2l < vllzll - onde v = - max||Te,l].

Desta equacao e de (2.11) podemos verificar que 7" ¢ limitado. O

Operadores sdo mapeamentos, logo a definicio de continuidade se aplica a eles. E
um fato fundamental que para operadores lineares, continuidade e limitacao tornam-se

conceitos equivalentes.

Seja T': D(T') — Y qualquer operador, nao necessariamente linear, onde D(7T") C
X e X eY sao espagos normados. Por defini¢do o operador T é continuo em um xy € D(T')

se para todo € > 0 existir um 6 > 0 tal que
|Tx — Txo|| < € para todo = € D(T) satisfazendo ||z — x| < 0.

T é continuo se é continuo em todo x € D(T).

Teorema 2.8. (Continuidade e limitagao) Seja T : D(T) — Y um operador linear, onde
D(T) C X e X,Y sao espagos normados. Entao

(a) T é continuo se, e somente se € limitado.

(b) Se T é continuo em um tunico ponto, ele é continuo.

Demonstracao.

(a) Para T' = 0 a afirmagao ¢ trivial. Seja T' # 0. Entao ||T|| # 0. Supomos que T seja
limitado e consideramos qualquer xy € D(T'). Dado qualquer € > 0. Entao como 7' é linear,

para todo z € D(T') tal que

3

|t — x|l <9 onde 6=—
’ 17|
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obtemos
[Tz = Txol| = [ T(x = zo)l| < Tl = ol < [T} = &.
Uma vez que g € D(T') é arbitrario, isto mostra que 7' é continuo.

Reciprocamente, assumindo que 7' é continuo em um zy € D(T') arbitrario. Entao,

dado qualquer € > 0, existe um 6 > 0 tal que

|Tx — Txo|| < € pra todo x € D(T) satisfazendo ||z — x| < 6. (2.15)

Tomando qualquer y # 0 em ’D(T ) e definindo

)
r = —vy. Entao x —xg = —v.
"y H Iyl

Consequentemente ||z — xg|| = 0, logo podemos usar (2.15). Uma vez que T ¢ linear,

temos
HTx_mu=|\T<x_xo>||—HT( )| =gl
Twl”) |~ Tl
e (2.15) implica

. €

Entao podemos escrever ||Ty|| < ¢||y||, onde ¢ = €/0, 0 que mostra que 7" é limitado.

(b) Continuidade de T no ponto a implica limitagdo de T pela segunda parte da demons-

tragao de (a), que por sua vez implica na continuidade de T" por (a). ]

Teorema 2.9. B(X,Y) é um espago vetorial com uma norma definida por

H Hy

B(X,Y) € completo quando Y é completo. Em particular, X' é um espaco de Banach com

ol = sup “f H'

norma

2.3 FUNCIONAL LINEAR

Um funcional é um operador cuja imagem esta na reta real R ou no campo complexo
C. Denotaremos funcionais por letras minusculas f, g, h, ..., o dominio de f por D(f),
a imagem por R(f) e o valor de f em um x € D(f) por f(z). Como funcionais sao

operadores as defini¢coes prévias se aplicam.

Definigao 2.6. (Funcional linear) Um funcional linear f é um operador linear com

dominio em um espaco vetorial X e imagem no corpo dos escalares K de X, assim

onde K=R se X € real e K= C se X é complexo.
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Definigao 2.7. (Funcional linear limitado) Um funcional linear limitado f € um operador
linear limitado com imagem no corpo dos escalares do espago normado X em que o dominio

D(f) se encontra. Assim existe um nimero real ¢ tal que para todo x € D(f),

(@) < cf|z]].
Além disso, a norma de f é
flz
7= sup L) (2.16)
zen(f) |||
z#£0
ou
If1l = sup [f(z)]- (2.17)
z€D(f)
ll=l|=1
A férmula (2.11) agora implica em
[f (@) = A1l (2.18)

Um caso especial do teorema (2.8) é

Teorema 2.10. (Continuidade e limita¢io) Um funcional linear f com dominio D(f) em

um espago normado € continuo se, e somente se, f € limitado.

Vejamos alguns exemplos de funcionais.

Norma. A norma || - || : X — R em um espago normado (X, | -||) ¢ um funcional em X

que nao ¢ linear.

Produto escalar. O produto escalar com um ponto fixo define um funcional f : R® — R

por meio de
f(@) =2 a=&ar+ &as + §as,
onde a = () € R? 6 fixo.

f é linear e limitado. De fato,
[f (@) = [z - a] < |[z]|]a],

de modo que ||f]| < ||a|| segue de (2.17) se nés tomarmos o supremo sobre todos = de

norma um. Por outro lado, tomando x = a e usando (2.18) obtemos

@] _ Jall? _
11> e = Y = lall

Consequentemente a norma de f é || f|| = ||a]|.
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Integral definida. A integral definida é um ntimero se consideramos uma tnica fungao,
como fazemos em célculo a maior parte do tempo. Contudo, a situacao muda completamente
se considerarmos a integral para todas as fun¢des em um certo espaco de funcao. Entao a
integral torna-se um funcional naquele espa¢o. Como um espago vamos escolher Cla, b].
Entao f é definido por

b
fla) = / z(t)dt,  x € Cla,b]
f é linear. Provaremos que f é limitado e tem norma || f|| = b — a.

De fato, escrevendo J = [a, b] e lembrando a norma de Cfa, b], obtemos

/a ’ o(t)dt

Tomando o supremo sobre todos os z de norma 1, obtemos || f|| < b — a. Para obter

|[f ()] =

< (b= a)max|z(t)] = (b —a)llz].

Il = b — a, escolhemos em particular z = x¢ = 1, notemos que ||zo|| = 1 e usando (2.18)

| f (o)

[[oll

LFIl =

:|f(x0)|:/abdt:b—a.

Espago C|[a,b]. Outro funcional importante em C|a,b] é obtido se escolhemos um ¢, €

J = |a, b] fixo e estabelecemos
fi(z) = z(to), z € Cla,bl.
f1 é linear. f; é limitado e tem norma || f1]| = 1. De fato, temos
[f1(2)] = |z(to)| <[],

e isto implica || f1]] < 1 por (2.16). Por outro lado, para o = 1 temos ||zg|| = 1 e obtemos
de (2.18)

1f1ll = | fi(zo)| = 1.

Espaco ¢%. Podemos obter um funcional linear f no espaco de Hilbert ¢* escolhendo um

a = (a;) € * fixo e estabelecendo
flx) =) &ay
j=1

onde z = (&) € (%, Esta série converge absolutamente e f é limitado, uma vez que a

desigualdade de Cauchy-Schwarz fornece (somatéria sobre j de 1 a 00)

F(@)] = X &ay| < X Igayl < JZ rsMZw = Jlllfla]
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3 APLICACOES

Analise funcional nao-linear é o estudo de operadores sem a propriedade da lineari-
dade.

Nos comecaremos considerando operadores da equacao que tem a forma

u="T(u), u€ K. (3.1)

Onde, K é um subconjunto de um espaco de Banach V, e T : K — V. As
solugoes desta equacao sao chamadas de pontos fixos do operador 7', a medida que nao
sao alterados por T'. O método mais importante para analisar a solugao para tais equagoes

¢é o do teorema do ponto fixo de Banach.

As definigoes, teoremas e demonstracoes deste capitulo foram retirados principal-

mente das referéncias [1], [4] e [5].

3.1 TEOREMA DO PONTO FIXO DE BANACH

Seja V um espago de Banach com norma || - ||y, e seja K um subconjunto de
V. Considere um operador 7' : K — V definido em K. Nos estamos interessados na
existéncia de uma solugao do problema de ponto fixo (3.1) e na possibilidade de aproximar
a solucao u pelo seguinte método iterativo. Escolha uma aproximacao inicial ug € K, e

defina uma sequéncia {u,} pela férmula de iteracao

Upt1 = T(uy), n=0,1,... (3.2)

Para que isto tenha sentido, nds identificamos outra condicao que deve ser imposta
sobre T
T(v) € K, Vv € K. (3.3)

O problema de resolver uma equacao

Flu) =0 (3.4)

para algum operador f: K C V — V pode ser reduzido a um problema de ponto fixo
equivalente na forma de (3.1) definindo T'(v) = v — ¢y f(v) para algum escalar constante
co # 0, ou de forma mais geral, T'(v) = v — F(f(v)) com um operador F' : V — V
satisfazendo

Fw)=0 < w=0.

Dessa forma qualquer resultado em um problema de ponto fixo (3.1) pode ser
reformulado como um resultado para uma equagao (3.4). Além disso, o método iterativo

(3.2) entao prové um possivel procedimento de aproximagao para resolver a equagao (3.4)
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Definicao 3.1. Dizemos que um operador T : K C V. — V é uma contrag¢io com

constante de contragio o € [0,1) se

IT() — T)lv < allu—v]y  VYu,ve K.

O operador T' é chamado nao-expansivo se
IT(w) = T()llv <flu—vllv  Vu,ve K,
e Lipschitz continua se existe uma constante L > 0 tal que

IT(w) = T)lv < L|u—vlly  Yu,v€ K.

Temos as seguintes implicagoes:

contracao = nao-expansao
— Lipschitz continua

— continuidade.

Teorema 3.1. (Teorema do ponto fizo de Banach) Assumindo que K é um conjunto
fechado nao-vazio em um espago de Banach V', e mais, que T : K — K é um mapeamento

de contragdo com constante de contracao o, 0 < a < 1. Entao vale o sequinte resultado.

(1) Ezisténcia e unicidade: Eziste um unico u € K tal que

u="T(u).

(2) Convergéncia e estimativa de erro de iteragio: Para qualquer uy € K, a sequéncia

{u,} C K definida por un+1 = T(u,), n=0,1,..., converge para u:

|lun, — u|ly — 0 quando n — oo.

Para o erro, os sequintes limites sao validos:

n

= ullv <3 lluo = willv, (3.5)
lan = ully <= lltn-1 = uallv. (3.6)
e = ully <allwn-1 = ullv- (3.7)

Demonstragio. Posto que T : K — K, a sequéncia {u,} é bem definida. Primeiro
provaremos que {u,} é uma sequéncia de Cauchy. Usando o fato do mapeamento 7" ser

uma contragao, temos

HunJrl — unHV < O‘”un - unlev <0< O‘nHul - UOHV'
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Entao para qualquer m > n > 1,
Hum - unHV < Z ||un+j+1 - un—i—jHV
j=0

< D a"uy = ullv
=0
an

<

— : 3.8
1—a”u1 uol|v (3.8)
Uma vez que « € [0,1), ||uy, — uy||ly — 0 quando m,n — oo. Deste modo {u,,}

¢ uma sequéncia de Cauchy; e uma vez que K é um conjunto fechado no espaco de Banach
V', {u,} tem um limite u € K. Fazendo n — oo em w41 = T'(u,,) para ver que u = T'(u)

pela continuidade de T, isto é, u é um ponto fixo de T

Suponha que uy,us € K sdo ambos pontos fixos de T'. Entao de u; = T'(u1) e ug =
T'(us), obtemos
U1 — Uy = T(Ul) — T(Ug)

Consequentemente
[ur = wally = [T (ur) = T(u)llv < aflur — uzllv

o que implica ||u; — usl|y = 0 uma vez que « € [0, 1)]. Logo o ponto fixo de uma contragao
¢ Unico.

Agora provemos a estimativa de erro. Fazendo m — oo em (3.8), n6 temos a
estimativa (3.5). De

lun = ully = [T (un1) = T@W)llv < aflun —ully
nds obtemos a estimativa (3.7). Esta estimativa em conjunto com
[un1 = ullv < [un-1 = unllv + [[un = ullv

implica na estimativa (3.6). O

3.2 APLICACOES DO METODO ITERATIVO

O teorema do ponto fixo de Banach contém a maioria das propriedades desejaveis
em um método numérico. Sob as condigoes indicadas, a sequéncia de aproximagao é bem
definida e converge para a solugdo tinica do problema. Além disso em (3.7) podemos ver
que a taxa de convergéncia é linear. Temos um erro estimado a priori (3.5) que pode
ser usado para determinar o nimero de iteragoes necessarias para alcancar a acuracia
da solugao prescrita antes de realizarmos os calculos e temos uma estimativa de erro a

posteriori (3.6) que da o limite do erro uma vez que alguma solugdo numérica é calculada.
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3.2.1 EQUACOES ALGEBRICAS NAO LINEARES

Dada uma funcao real de uma variavel real, f : R — R, estamos interessados em

computar suas raizes reais, isto ¢, estamos interessados em resolver a equagao

f(z) =0, r €R. (3.9)

Existe uma variedade de maneiras para reformular esta equagdo como um problema

equivalente de ponto fixo da forma

r="T(x), r € R (3.10)

Um exemplo é T'(x) = x — ¢o f(x) para alguma constante ¢y # 0. Um exemplo mais
sofisticado é T'(z) = z — f(x)/f'(x), nesse caso o método iterativo torna-se o método de
Newton. Para este tltimo exemplo, geralmente usamos o método de Newton para achar
raizes simples de f(x), o que significa que precisamos assumir f'(z) # 0 quando f(z) # 0.
Restringindo o teorema do ponto fixo de Banach ao problema (3.10), temos o seguinte

resultado.

Teorema 3.2. Seja —o00 < a <b< oo eT :[ab] — [a,b] uma funcao contratil com

constante de contragao « € [0,1). Entdo valem os sequintes resultados
(1) Ezisténcia e unicidade: Eziste uma unica solugao o € [a,b] para a equagao v = T(x).
(2) Convergéncia e estimativa de erro de iteragao: Para qualquer xo € [a,b], a sequéncia

{z,} C[a,b] definida por x,i1 =T (x,), n=0,1,..., converge para x:

T, — x quando n — Q.

Para o erro, valem os limites

an

|0 — 2] < |0 — a4,

l—«

[0
[ — 2 ST |21 — 2l

—

|z, — x| <alr,_1 — z|.

A contratividade da funcao T é garantida a partir do pressuposto que

sup |T'(z)| < 1.
a<z<b
De fato, usando o Teorema do valor Médio, podemos ver que T é uma contracao

com constante de contragao aw = sup |T"(x)].
a<z<b
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3.2.2 SISTEMAS ALGEBRICOS LINEARES

Seja A € R™*™ uma matriz, e consideremos o sistema linear
Az = b, r e R™ (3.11)

onde b € R™ é dado. Sabemos que (3.11) tem solugao tnica = para qualquer b dado se, e

somente se, A é ndo singular, ou seja, det(A) # 0.

Uma pratica comum para desenvolver o método iterativo pra resolugao de (3.11) é

através da divisao da matriz

A=N-M

com N escolhido de tal maneira que o sistema Nx = k seja facil e resolvivel de forma

unica para qualquer k. Entao o sistema linear (3.11) é reescrito como

Nx = Mz +b.

O que leva naturalmente ao método iterativo para resolucao de (3.11):
Nz, = Mz, 1+ Db, n=12 ... (3.12)

sendo xy uma aproximagcao inicial da solucao z.

Para analisar mais facilmente a iteragao, reescrevemos estas duas ultimas equagoes

Cco1mo

r=N"*Mz+ N~'b,
x, =N"'Mzx, 1+ N~'b.

A matriz N™'M é chamada de matriz de iteracdo. Subtraindo as duas equacoes,

nos obtemos a equagao do erro

T —x,=N'M(x—2,4).
Por inducao
x—an(N_lM)n(ﬂf—wo), 77,:0,1,2,... (313)

Podemos ver que o método iterativo converge se ||N_; M| < 1, onde || - || é a norma

de algum operador de matriz, isto ¢, é a norma induzida por alguma norma vetorial | - ||:

| Al
e

[All = sup (3.14)
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Recordando que para uma matriz quadrada A, uma condigdo necessaria e suficiente
para A" — 0 quando n — o0 é 1,(A) < 1. Isto segue da forma canoénica de Jordan para

matrizes quadradas. Aqui r,(A) é o raio espectral de A:
ro(A) = max|A;(A)],

com {\;(A)} o conjunto de todos os autovalores de A. Da relacao de erro (3.13), temos
convergéncia x, — x quando n — oo para qualquer valor inicial xy se, e somente se,
(N"*M)"™ — 0 quando n — oo. Portanto, para o método iterativo (3.12), uma condigao

necessaria e suficiente para convergéncia é r,(N M) < 1.

O raio espectral de uma matriz é uma quantidade intrinseca da matriz, enquanto
que a norma matricial ndo é. Portanto é natural que a condigao necessaria e suficiente
para convergéncia do método iterativo seja descrita em termos do raio espectral da matriz
de iteragao. Seria também de esperar algo deste tipo baseado na propriedade que em
espagos dimensionalmente finitos, a convergéncia de {z,,} em uma norma seja equivalente

a convergéncia em qualquer outra norma.

Temos as seguintes relagoes entre o raio espectral e as normas de uma matriz

A e R™™,

1. 1. r,(A) < ||A|| para qualquer norma de operador de matriz || - ||. Este resultado
segue imediatamente da definigao de r,(A), da relacdo que define autovalor, e do

fato que a norma da matriz é gerada por uma norma vetorial.
2. 2. Para qualquer € > 0, existe uma norma de operador de matriz || - |4 tal que
ro(A) < [|Allae <16(A) +2.

Entao

ro(A) = inf{||A]| | || - || ¢ uma norma de operador de matriz}.

3. 3. 1,(A) = Lim |A™||"/™ para qualquer norma de matriz. Aqui a norma pode ser
qualquer norma de matriz, nao necessariamente a gerada pela norma vetorial como
em (3.14).
3.2.3 EQUACAO INTEGRAL NAO LINEAR DE VOLTERRA
Uma equacao da forma
t
u(t) = f(t) +/ k(t,s,u(s))ds  t€ [a,b] (3.15)
¢ chamada de equagao integral nao linear de Volterra do segundo tipo.

A forma da equagao (3.15) leva naturalmente ao método iterativo

unlt) = SO+ [ ks wa(s)ds te fad], n>1 (3.16)
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Lema 3.1. (Ponto fixo) Seja T : X — X um mapeamento continuo em um espago de
Banach X, e suponha que T™ € uma contracio em X para algum inteiro positivo m. Entao

T tem um unico ponto fizo.

Demonstragao. Por hipétese, B = T™ é uma contragao em X, isto é, || Bxt—By|| < a||z—y||

para todo x,y € X; aqui a < 1.

Assim, para cada zg € X,

|B"Txg — B"x| <al|B" 'Txg — B" x| (3.17)

- La||Txg — x| — 0 (n — 0).

O teorema do ponto fixo de Banach 3.1 implica que B tem um tnico ponto fixo,
chamemos ele de =, e B"ry — x. Uma vez que o mapeamento 7' é continuo, isto implica

em B"Txyg=TB"rg — Tx. Assim pelo lema 1.1 2)
|B"Txq — B"xo|| — || Tz — x|,

tal que || Tx — x| = 0 por (3.17). Isto mostra que z é um ponto fixo de 7. Uma vez que
cada ponto fixo de T' é também ponto fixo de B, vemos que T nao pode ter mais que um

ponto fixo. n

Teorema 3.3. Assuma que k(t,s,u) é continuo para a < s <t < beu € R; e seja

f € Cla,b]. Além disso, assuma
|k(t,s,u1) — k(t,s,us)| < Mluy — usl, a<s<t<b u,us R

para alguma constante M. Entdo a equagao integral (3.15) tem uma tunica solugio u €
Cla,b]. Além disso, o método iterativo (3.16) converge, qualquer que seja a fungao inicial
Uy € C[CL, b]

Demonstracao. Ha pelo menos duas abordagens para aplicar o teorema do ponto fixo de
Banach para provar a existéncia de uma solucao tnica de (3.15). Assumindo as condigdes

estabelecidas no teorema 3.3 definimos o operador integral nao linear

T:Cla b = Clab,  Tult) = /atk(t, s u(s))ds + f(2).

Abordagem 1: Vamos mostrar que para um m suficientemente grande, o operador
T™ é uma contracao em Cla,b]. Para u,v € Cla,b],
t

Tu(t) — Tou(t) = / [k(t, s,u(s)) — k(t, s,v(s))]ds.

a

Entao

|Tu(t) — Tou(t)| < M/at lu(s) — v(s)|ds (3.18)
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|Tu(t) — To(t)| < M||u — vt — a).

Uma vez que
t

T?u(t) — T?v(t) = / [k(t,s, Tu(s)) — k(t,s,Tv(s))]ds.

a

temos

[M(t — a)]?
<Oy
Por indugao obtemos
m m [M(t —a)]™
[T u(t) —T™(t)| < , |t — v oo-
m!
Assim Vb .
1770 — T < BEEZ O

Uma vez que
[M(b—a)]™

‘ — 0 quando m — oo,
m!

o operador T™ é uma contracao em C/|a, b] quando m é suficientemente grande. Pelo lema
3.1 o operador T tem um tnico ponto fixo em Cla,b] e a sequéncia de iteracao converge

para a solucao.

Abordagem 2: Sobre o espago C|a, b], definimos a norma

_ —pt
ol = mmax e~ o)

que é equivalente a norma padrao ||v||. em Cla,b]. O pardmetro 3 é escolhido para

satisfazer § > M. Entdo modificamos a rela¢ao (3.18) como segue:

t
e~ Tu(t) — To(t)| < MePt / B3 |u(s) — v(s)|ds.

a

Consequentemente,
¢
e~ Tu(t) — To(t)] <Me=P|ju — o / e ds.
M
=—e (e = e™)llu — ]|l

&

Portanto,
M
17w = Tolll < [l = wlll

Uma vez que § > M, o operador T' é uma contracao no espago de Banach (V||| |||). Entao

T tem um tnico ponto fixo que é a tnica solugao da equacao integral (3.15) e a sequéncia

de iteracao converge. O]
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Exemplo 3.1. Use o método das aproximagoes sucessivas para resolver a equacao integral

nao linear de Volterra
1 x
ul@) = ¢+ za(l = *) + PRI
0

O método das aproximagoes sucessivas admite o uso da féormula de iteracao. Logo
temos )
up(z) =€" + gx(l ) +/ zud | (t)dt, n =0
0

Para realizacao dos cédlculos utilizaremos a linguagem de programagao Python e
a biblioteca SymPy. SymPy é uma biblioteca Python para matemética simbdlica. Nosso
objetivo aqui € ilustrar a teoria. Por isso utilizamos matematica simboélica e ndo pacotes ou
softwares para calculo numérico ou programagcao utilizando algoritmos computacionalmente

mais eficientes.
Segue a implementacao do algoritmo.

classoffset
# -x- coding: utf-8 -x-

Created on Mon Sep 29 22:21:14 2015

@author: Kleber

from sympy import *
init_printing(use_unicode=True)

X, Yy, z = symbols("x y z") # Define simbolos para variaveis genericas
f, g, h = map(Function, 'fgh') # define simbolos para funcoes

A=[]

S=[1

def IE(u0):

A.append(u0)
for i in range (0,3):
ul=exp(x) + Rational(l,3)x*x*x(l-exp(3x*x))+integrate(x*xu@**x3, (t, 0, x))
ud=ul
A.append(ul)
S.append(series(ul,x,0,7))
ud=u0.subs(x,t)
return S[i]
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Escolhendo ug = 1 para a aproximacao inicial. Obtivemos os seguintes resultados.

up(z) =1

1 @ z?2 423 35x* 6725 972C
—e® 4+ —x(1 — > /ﬁ 3(t)dt = 1 — - - - O(a’
uy(z) =e +333( e’”) + ; wuy(t) o+ 2 3 24 60 144 +0()
1 x 2 2% at 672 19432°
T Zx(1 — 3x / 3 Hdt = 1 - - - _
us(x) =e —|—3x( e’) + Oxuo() +x+2+6+24 60 720

+ O(z")

2 ZES ZL’4 [L’5 l’ﬁ

1 z X
T 1 3x / 3 1 7

Escolhendo ug = = para a aproximacao inicial temos os seguintes resultados.

uo(z) =x

uy(z) =e* + ;x(l — ) + /Ow sud(t)dt =1+ 2z — w; — 4§3 - 3;5 — Zg - 91126 O(z")
us () =e® + ;x(l — ) /O vud(t)dt =1+ + I; + f; - 2254 = 15670555 = 415116 + 0"
ug(z) =e® + ;x(l — ) + /OI zud(t)dt =1+ + x; + 3363 + ;jl + 1£E250 - 4%56 +0(z")

Como esperado qualquer que seja a funcao inicial ug(x) o método iterativo converge

para a mesma solugao.

Consequentemente, a solugao u(x) é dada por

u(zr) = Jim up () = €°.

3.2.4 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS EM ESPACOS DE BA-
NACH

Seja V' um espago de Banach e considere o problema de valor inicial

u'(t) = f(tult), [t =t <a,

(3.19)
u(ty) = 2z

Aquiz € Ve f:lty—a,to+a] x V — V é continuo. Por exemplo, f pode ser

um operador integral; e entdo (3.19) pode ser uma equagao integro diferencial.

O problema da equacao diferencial (3.19) é equivalente a equagao integral

wt) =2+ [ flo,u(s)ds,  [t—to| <a, (3.20)

to

que é da forma u = T'(u). O que leva naturalmente ao método de iteragao do ponto fixo

t
qu:z+/f@w%g@M& t—to] <a, n>1. (3.21)
to
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Para b > 0,

Qv ={(t,u) eRXV | |t —to| < a,lju—z|| < b}

Temos o seguinte teorema de existéncia e unicidade para (3.19).

Teorema 3.4. (Teorema da existéncia e unicidade de Picard) Seja f continua em um

retangulo
R=A(t,x)| |t — to| < a,|z — xo| < b}

conforme mostrado na figura 2, e portanto limitado em R. F seja

|f(t, )| <c (3.22)
para todo (t,x) € R.
|
xo + b
R
)| i i <
l
I
To — b~ T
I
I
I
I
1 1 1 —
to —a to to+a ¢
Figura 2 — O retangulo R.
R
R
I |
I |
| I
T 1 I
! 1 1 |
1 | 1 1
! 1 ! |
l< | b
| @ | I‘_ b —]
(A)a<? (B) a>?

Figura 3 — Ilustracdo geométrica da desigualdade (3.22) para c relativamente pequeno (Figura
A), c relativamente grande (Figura B). A curva solugdo deve permanecer na regiao

hachurada delimitada pelos segmentos de reta com inclinagao +c.

Suponha que f satisfaca a condicio de Lipschitz em R com respeito ao seu sequndo

argumento, isto é, existe uma constante k (constante de Lipschitz) tal que para (t, ), (t,v) €
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[f(t,2) = f(t,0)] < kle— vl (3.23)

Entao o problema de valor inicial tem uma unica solucdo. Esta solucdo existe em um

intervalo [to — B, to + B],onde

£ < min {a, i, 11} ) (3.24)

Demonstragio. Seja C(J) o espago métrico de todas as fungoes continuas de valor real no

intervalo J = [ty — 3, to + /] com a métrica definida por

() = max|a(t) — y(t)

C(J) é completo. Seja C' o subespaco de C'(J) consistindo de todas as funcées = € C(J)
que satisfazem
|z (t) — x| < f. (3.25)

Mostremos que C' é fechado em C/(.J). Seja (x,,) uma sequéncia convergente em C, ou seja,

existe 7 € C(J) tal que z,, — 7, isto é, dado € > 0 existe ny € N tal que
d(x,,T) < e,
para todo n > ng. Como (,) C C, tem-se
|zn(t) — 20| < B, Vte
Como ¢f3 nao depende de t, segue que
d(xp, xg) = max |zn(t) — 20| < €f5.
Da desigualdade triangular temos
d(z, o) < d(Z,x,) + d(Ty, x0) < €+ B, n > ng.
Fazendo ¢ — 0, obtém-se
|Z(t) — mo| < max |Z(t) — xo| = d(Z,20) < B

Segue que # € C' e C' 6 um espaco fechado em C(J). Segue do teorema (1.16) que C' é

completo.

Por integracio vemos que (3.19) pode ser escrito como = Tz, onde T : C' — C'

é definido por
t
Tx(t)=x0+ [ f(r,2(7)) dr. (3.26)

to



60

De fato, T é definido para todo z € C, porque ¢ < b por (3.24), de modo que se z € C,
entao 7 € J e (1,2(7)) € R, e a integral (3.26) existe uma vez que f é continua em R.

Para ver que 7' mapeia C' em si mesmo, podemos usar (3.26) e (3.22), obtendo

<t —to| < .

T(t) — o] = ‘/t:f(f,x(f)) dr

Vamos mostrar que 7' ¢ uma contracio em C. Pela condicdo de Lipschitz (3.23)

T (t) — To(t)] =

[1ram) - froe)] ar

< |t — 1ol max klz(T) — v(7)]
TE

< kp d(z,v).

Uma vez que a ultima expressao nao depende de t, podemos considerar o maximo na

esquerda e ter

d(Tz, Tv) < ad(z,v), a=kpS.

De (3.24) verificamos que a = k3 < 1, de modo que T é de fato uma contragdo em C.0
teorema do ponto fixo de Banach portanto implica que 7' tem um tnico ponto fixo z € C,
isto é, uma func¢ao continua z em J satisfazendo x = T'x. Escrevendo x = T'x, temos de

(3.26) t
2(t) =20+ | f(r,x(7)) dr. (3.27)

to
Uma vez que (7,2(7)) € R onde f ¢é continua, (3.27) pode ser diferencidvel. Consequente-
mente x ¢ ainda diferencidvel e satisfaz (3.19). Reciprocamente, toda solugao de (3.19)

deve satisfazer (3.27). Isto completa a prova. O

Exemplo 3.2. Utilize o método previsor-corretor para aproximar valores da solugao do

seguinte problema de valor inicial

J—y—a+1, 0<z<4  N=20
y(0) = 0.5

Para obter os valores iniciais utilizaremos o método de Runge-Kutta de ordem
4. Em seguida utilizaremos o método de Adams-Bashforth de 4-passos como previsor e
melhoraremos este resultado utilizando o método de Adams-Moulton de 3-passos como

corretor. Faremos uma tnica iteracao.

Para realizacao dos cédlculos utilizaremos a linguagem de programagao Python e
a biblioteca NumPy. NumPy é uma biblioteca fundamental para computacao cientifica
com Python. Nosso objetivo aqui foi o de obter um implementac¢ao computacionalmente

eficiente.

Segue a implementacao do algoritmo.
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classoffset
# -x- coding: utf-8 -x-

Created on Wed Oct 14 21:31:35 2015

@author: Kleber
e-mail:lkleberl@gmail.com
from numpy import *
#intervalo
a=0.0
b=4.0
#N
N=20
#valor inicial
y=arange(N+2,dtype=float64)
y[0]=0.5
#calculo de h
h=(b-a)/N
#valores de x
x=arange(a, b+2xh,h)
# f(x,y)
def f(x,y):
return y-x**x2+1
# Metodo preditor corretor de ordem 4
def PC1(f):
fl=f2=3=0
# Runge-Kutta de ordem 4
for i in range(0,3,1):
fo=f(x[i],y[1i])
kl=hxf0
kl=h*f(x[i],y[1])
k2=hx*f (x[i]40.5%h,y[1]+0.5%k1)
k3=hx*f (x[i]40.5%h,y[1]+0.5%k2)
kd=hx*f (x[i+1],y[i]+k3)
yli+1l]=y[i]+(k1+2xk2+2xk3+k4)/6.0
f1, f2, f3 = ( fo, f1, f2 )

for i in range(3,N+1,1):
fo=f(x[i],y[i])
y[i+1l]=y[i]+h*(55%f0-59*f1+37+f2-9xf3)/24.0
fp=f(x[i+1],y[i+1])
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43

44

y[i+1]1=y[i]+h* (9% fp+19+f0-5«f1+f2)/24.0

f1, f2, f3 = ( fo, f1, f2 )

return y

Obtivemos os seguintes resultados.

Tabela 1 — Resultados obtidos usando o método previsor-corretor.

T solugao analitica solugao aproximada erro
0.0 0.5000000 0.5000000 0.0000000
0.2 0.8292986 0.8292933 0.0000053
0.4 1.2140877 1.2140762 0.0000114
0.6 1.6489406 1.6489220 0.0000186
0.8 2.1272295 2.1272056 0.0000239
1.0 2.6408591 2.6408286 0.0000305
1.2 3.1799415 3.1799026 0.0000389
1.4 3.7324000 3.7323505 0.0000495
1.6 4.2834838 4.2834208 0.0000630
1.8 4.8151763 4.8150964 0.0000799
2.0 5.3054720 5.3053707 0.0001013
2.2 5.7274933 5.7273651 0.0001282
24 6.0484118 6.0482498 0.0001621
2.6 6.2281310 6.2279264 0.0002046
2.8 6.2176766 6.2174185 0.0002581
3.0 5.9572315 5.9569063 0.0003252
3.2 5.3737349 5.3733255 0.0004094
3.4 4.3779500 4.3774350 0.0005150
3.6 2.8608828 2.8602356 0.0006472
3.8 0.6894078 0.6885950 0.0008127
4.0 -2.2990750 -2.3000948 0.0010198
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T T T T T T T

e e Aproximacao

| — Solucao analitica //.—\‘\‘

s

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

Figura 4 — Solugao analitica versus solugdo aproximada.

3.3 DERIVADAS DE FRECHET E GATEAUX

Temos as seguintes defini¢des de derivada para uma fungao real.

Seja I um intervalo em R, e xg um ponto interior de I. Uma funcao f: I — R é

derivavel em x, se, e somente se

f(xo +h) = f(x0)

/ T . .
fl(x) = }ZILI(I) h existe; (3.28)

ou equivalentemente, para algum nimero a,
f(zo+ h) = f(xo) + ah + o(|h]), quando h — 0, (3.29)

tem-se f'(zg) = a para denotar a derivada.

Embora as duas defini¢oes sejam equivalentes. Mostraremos através de uma funcgao
vetorial de vérias varidveis reais que a definicao (3.29) pode ser estendida diretamente
para definir a derivada de um operador geral. Enquanto a forma (3.28) é 1til para definir

uma derivada direcional ou parcial de um operador.

Seja K um subconjunto do espaco R?, com zy como um ponto interior. Seja
f+ K — R™. Seguindo (3.29), dizemos que f é diferencidvel em z( se existir uma matriz

(operador linear) A € R™*? tal que

f(zo 4 h) = f(zo) + Ah + o(||R]), quando h — 0,h € R% (3.30)

Podemos mostrar que A = V f(xy) = (A4;;), o gradiente ou jacobiano de f em zy:

_9fi

- )
aiL‘j
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Seja h um vetor fixo em R? e consideremos a funcio f (xo + th) parat € R em
uma vizinhanca de 0. Podemos dizer que f é diferenciavel em zy com respeito a h, se

existe uma matriz A tal que

f(xo +th) — f(x0)

lim = Ah. (3.31)
t—0 t
No caso ||h|| = 1, chamamos a quantidade Ah de derivada direcional de f em x

ao longo da diregao h.

Passando para o caso de um operador f : K C V — W entre dois espacos
normados V' e W. Adotaremos a convencao de sempre que discutirmos a diferenciabilidade
em um ponto ug, implicitamente assumiremos que 1y € um ponto interior de K; com isso

queremos dizer que ha um r > 0 tal que
B(ug,r) ={u € Vl|ju — upl| < r} C K.

Defini¢ao 3.2. O operador f € Fréchet diferencidvel em ug se, e somente se, existe
Ae L(V,W) tal que

fluo + h) = f(ug) + Ah + o(||h]]), h—0 (3.32)

O mapa A € chamado de derivada de Fréchet de f em ug, e escrevemos A = f'(up).
A quantidade df (ug; h) = f'(ug)h é chamada de diferencial de Fréchet de f em ug ao longo
de h. Se f € Fréchet diferencidvel em todos os pontos em Ky C K, dizemos que f € Fréchet
diferencidvel em Ko e chamamos f': Ko C V. — L(V,W) de derivada de Fréchet de f

em K.

Se f ¢ diferencidvel em ug, entdao a derivada f'(ug) é tinica. Isto é verificado da

seguinte forma. Suponha que exista outro mapa A € L(V, W) tal que

flug +h) = f(uo) + Ah +o(||h|),  h—0.

Entao
Ah — f'(ug)h = o(||hl}),  h—0.

Para qualquer hy € V com ||hg|| = 1, seja h = thg, 0 # ¢t € R. Dividindo a relagao

por t e tomando o limite ¢ — 0, obtemos

Aho - f/(UO)hO = 0.

Consequentemente, A = f'(ug).
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Definicao 3.3. O operador f é Gateauz diferencidvel em uy se, e somente se, existe
Ae L(V,W) tal que

. (uo + th) — f(uo)

t—0 t

—Ah,  VheV (3.33)

O mapa A é chamado de derivada de Gateauz de f em uyg, e escrevemos A = f'(ug).
A quantidade df (up; h) = f'(ug)h é chamada de diferencial de Gateaux de f em ug ao
longo de h. Se f é Gateaux diferenciavel em todos os pontos em Ky C K, dizemos que
[ € Gateauz diferencidvel em Ky e chamamos f': Ko CV — L(V,W) de derivada de
Gateaux de f em K.

3.4 METODO DE NEWTON

Seja f : R — R continuamente diferenciavel e considere a equagao
flz) =0.

Supondo conhecida uma solucdo aproximada x,, perto de uma raiz x* da equacao.

Entao pela expansao de Taylor,

0 =f(z")

Entao,

o* & an = [ (@a)] 7 f (7).

Isto leva ao método de Newton para resolucao de equagoes f(x) = 0:
Tpp1 = Ty — [ (20)] 7 f(20), n=0,1,...

3.4.1 METODO DE NEWTON EM ESPACOS DE BANACH

Sejam U e V dois espagos de Banach. Assumindo que F' : U — V é Fréchet

diferenciavel. Estamos interessados em resolver a equagcao

F(u) =0 (3.34)

O método de Newton estabelece o seguinte: Escolha um vetor inicial ug € U; para
n=20,1,..., compute
Unt1 = Uy — [F'(un)] 7 F () (3.35)
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Teorema 3.5. (convergéncia local) Assuma que u* € uma solug¢do da equagao (3.34) tal
que [F'(u*)]™" existe e é um mapa linear continuo de V em U. Assuma adicionalmente

que F'(u) é localmente Lipschitz continua em u*,
[1F'(u) = F'(0)| < Llju—v|  Vu,v € N(u"),

onde N(u*) é uma vizinhanga de u*, e L > 0 é uma constante. Entao existe um § > 0
tal que se ||ug — u*|| < 9, a sequéncia de Newton {u,} é bem definida e converge para u*.

Além disso, para alguma constante M com M§ < 1, nds temos os limites de erro

s — | < My — w|® (3.36)

|, — ]| < (MS)* /M. (3.37)
Demonstragio. Apés a redefinigdo da vizinhanga N(u™) se necessario, podemos assumir

que [F'(u)] ™! existe em N(u*) e

co=sup [[F'(u)] || < oo.
ueN (u*)

Definindo
T(u) =u— [F'(u)] ' F(u), u € N(u").

Podemos observar que T'(u*) = u*. Para u € N(u"), temos

T(u) — T(u*) =u —u* — [F'(u)] ' F(u)
=[F'(w)] [F (") = F(u) — F'(u)(u" — u)]

=[P [t — ) = Fl)d — u)
e tomando a norma,
|17 (w) = T (u)| <[ (w)] ] /01 1" (u + t(u” = w) — F'(u) || dt]ju” — u]
<IF @ [ Dt = wldelu — ull

Consequentemente,

ITw) = T < 2 = ul® (339)

Escolha § < 2/(cgL) com a propriedade B(u*,d) C N(u*); e note que

o= 00L5/2 < 1.
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Entao (3.38) implica em
17 () = ul| =T (u) = T(u?)]
<allu —u*||, u e B(u*,d). (3.39)
Suponha uma estimativa inicial vy € B(u*, ). Entao (3.39) implica
lur = w*|| = ([T (uo) = w*|| < eljuo — u™|| < @d < 4.

Assim u; € B(u*, ). Repetindo este argumento indutivamente, temos u,, € B(u*,§) para
todo n > 0.

Para obter a convergéncia de {x,}, come¢amos com

WV
o

[t —w*|| = [[T(un) — 07| < affun —u'[],  n
Por indugao,
Jup — || < @flug —u*|,  n=0
e u, — u* quando n —» oo.

Retornando para (3.38), denotamos M = ¢yL/2. Note que MJ = a < 1. Entéo

obtemos a estimativa
[tns1 — || = 1T (un) — u[| < Mlfun — |,
provando (3.36). Multiplicando os dois lados por M, obtemos

M [unsr — || < (M|un —u]])*.

Uma aplicacao indutiva desta desigualdade leva a
Mluy = u|| < (Mllug — u*[))*",

provando entao (3.37). O

O teorema claramente mostra que o método de Newton é localmente convergente
com convergéncia quadratica. A principal desvantagem do resultado é a dependéncia
das suposicoes sobre a raiz da equagao, que é a quantidade a ser calculada. A teoria de

Kantorovich supera esta dificuldade.

Teorema 3.6. (Kantorovich) Suponha que

(a) F : D(F) Cc U — V ¢é diferenciavel em um conjunto aberto convexo D(F), e a

derivada € Lipschitz continua:

|F'(u) — F'(v)|| < L|ju —v|| Yu,v € D(F).
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(b) Para algum ug € D(F), [F'(ug)]™" existe e é um operador continuo de V. em U, tal
que h = abL < 1/2 para algum a > ||[F'(uo)] Y| e b= ||[F(wo)] *F(uo)||. Denote

11— (1-2n)"2 e _ L (1 —2h)4/2

t*
alL ’ al

(c) ug € escolhido de modo que B(uy,r) C D(F), onde r =t* —b.
Entdo a equagio (3.34) tem uma solugio u* € B(uy,r) e a solu¢do é tnica em
B(ug, t™*) N D(F); a sequéncia {u,} converge para u*, e temos a estimativa de erro

[1— (1 —2h)"/%*"
2nalL ’

lun — u*]] < n=0,1,...

O teorema de Kantorovich provém condigoes suficientes para a convergéncia do
método de Newton. Estas condigoes sao usualmente dificeis de verificar. No entanto, pelo
menos teoricamente, o resultado é de grande importancia.

3.4.2 APLICACOES DO METODO DE NEWTON
3.4.2.1 SISTEMAS NAO LINEARES

Seja F : RY — R? uma funcio continuamente diferenciavel. Um sistema néo-linear
¢ da forma
z € R, F(z) =0.

Entao o método de Newton é
T = Tp — [F(2,)]  F(2), (3.40)
que também pode ser escrito sob a forma

F'(2,)0, = —F(z,), Tpi1 = Ty + Op.

Entdo a cada passo, resolvemos um sistema linear. O método falha quando F'(x,,)

¢ singular ou aproximadamente singular.

Exemplo 3.3. Use o método de Newton para aproximar solugdes para o sistema de
equacoes

Pyt ri=1

202 4> —42 =0

32 —4dy+ 22 =0

Para problemas com duas ou trés variaveis podemos utilizar graficos para estabelecer

os valores da aproximacao inicial.



Figura 5 — Visualizagdo grafica do problema.

B Z+vi+z=1
B 2+ —dz=0
B 3 —4v+z2=0
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Faremos a aproximagao da solugao para a raiz préxima ao ponto (0.6,0.4,0.4).

Segue a implementagao do algoritmo utilizando Python e SymPy.

classoffset
# -x- coding: utf-8 -x-

Created on Mon Sep 28 16:02:46 2015

@author: Kleber

from sympy import *
init_printing(use_unicode=True)

X, Yy, z = symbols("x y z") # Define simbolos para variaveilis genericas
f, g, h = map(Function, 'fgh') # define simbolos para funcoes

R=[1]

RO=[]

# Funcoes

F=Xk*k2+y*k2+2%*%2 -1
=2k X**2+Yy**2 -4xZ7
h=3*x**2-4*xy+zx*2

# Calculo das aproximacoes
def MN(x0,y0,z0):
for i in range(0,4):
X0=Matrix([x0,y0,z0])
F=Matrix([f,g,h])
FO=F.subs ([ (x,x0),(y,y0),(z,z0)])
J=F.jacobian([x,y,z])
JO=J.subs([(x,x0),(y,y0),(z,20)])
W=J0.1inv ()
X1=X0-WxF0
x0=X1[0]
y0=X1[1]
z0=X1[2]
R.append(X1)
RO.append(FO)
return R[2],R0O[3]



Obtivemos os seguintes resultados:

0.600000000000000
0.400000000000000
0.400000000000000

o =

0.818518518518518
0.500925925925926
0.371296296296296

T =

0.785881651752030
0.496619345757194
0.369925459730971

T =

0.785197231374475
0.496611392971886
0.369922830755001

T3 =
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—0.320000000000000
—0.720000000000000
—0.360000000000000

0.0587602880658435
0.105686728395062
0.144074931412893

0.00108559089797203
0.00214887677741671
0.00319737440988979

F(xy) =

0.000000468501411
0.000000936925753
0.000001405300671

F(x3) =

Como esperado a medida que aumenta o nimero de iteragdes F'(x,) — 0.

Infelizmente, achar um conjunto de boas condi¢oes iniciais, ou valores adequados

para a aproximacao inicial, nao ¢ um objetivo trivial. E nao trataremos deste problema aqui.

Exemplo 3.4. Como exemplo podemos citar também um sistema de equacoes nao lineares
que tem origem em um problema classico de geometria da antiguidade. Que é o problema
da duplicacao do cubo ou problema de Delos. Que consiste em obter um método para,
dada a aresta de um cubo, construir com régua e compasso a aresta do cubo cujo volume
¢ o dobro do cubo inicial. Se a é o lado de um cubo e k o lado de um cubo que estamos
procurando, os respectivos volumes dos dois cubos sdo a® e k*. Consequentemente somos
confrontados com o problema de achar, quando o segmento a é dado, um segundo segmento
k tal que
k3 = 243

A partir dos trabalhos de Ruffini, Abel e Galois, no século XIX, demonstrou-se que

¢ impossivel resolver este problema usando apenas régua e compasso.
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Varias solugoes foram dadas a este problema, uma das mais impressionantes,
principalmente quando levamos em consideracao a época em que foi proposta, foi a solugao
tridimensional dada pelo matemético grego Arquitas (c. 400a.c.). Usando a linguagem
moderna da geometria analitica a solu¢do pode ser descrita da seguinte forma. Seja a o
lado do cubo a ser duplicado, e seja o ponto (a,0,0) o centro de trés circunferéncias de

raio a mutuamente perpendiculares e cada uma sobre um plano perpendicular a um eixo

coordenado.

Figura 7 — Visualizacdo das circunferéncias.

Sobre a circunferéncia perpendicular ao eixo Ox, construa um cone circular reto
com vértice (0,0,0); sobre a circunferéncia no plano xy, construa um cilindro circular reto;
e girando a circunferéncia do plano xz sobre o eixo z construa um toro. As equagdes destas

superficies sdo respectivamente, 2° = y* 4 22, 2ax = 2° +9°% e (2? +1y* +22)? = 4a*(2* +1?).
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L] :{:":3.'2+z2
B 2ax=x'+"
B 222 =12 D)

Figura 8 — Visualizagdo das superficies.

N ) . . 7 3
Essas trés superficies se intersectam em um ponto cuja coordenada z é av/2;

consequentemente o comprimento deste segmento de reta é o lado do cubo desejado.

Considerando a = 1 obtemos o seguinte sistema nao linear

1? = y® + 2*
27 = 2% + ¢°
(22 +y* + 22)2 = 4(2” + o)

Novamente utilizaremos o grafico das superficies para determinarmos o valor da
aproximagao inicial, que neste caso serd (1,1, 1). Aplicando o método de Newton obtemos

a seguinte solugao aproximada para uma das raizes.

1.00000000000000 1.00000000000000
xg = [ 1.00000000000000 F(x9) = | 0.00000000000000
1.00000000000000 1.00000000000000
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1.31250000000000 —0.06250000000000

x1 = | 1.00000000000000 F(z1) = | 0.09765625000000
0.81250000000000 0.55279541015625
1.26285264371895 —0.00135453908685

x2 = | 0.96668667383783 F(xy) = | 0.00357463768568
0.81176297974559 0.04774860582349
1.25993303466525 —0.00000140213865

x3 = | 0.96563163510392 F(xzs3) = [ 0.00000963722376
0.80931167975550 0.00024018787338

1.25992105011590 0.00000000010555
rqe =] 0.96562987104449 F(z4) = | 0.00000000014674
0.80929599330363 0.00000000538782

A solugao aparentemente converge para a solugao prevista por Arquitas quando

n — OQ.
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A TEOREMAS DE ANALISE EM R

Neste capitulo relacionaremos os principais teoremas de Anélise em R que foram
estudados durante nossa pesquisa e que sao importantes para compreensao da teoria
tratada neste trabalho. Os teoremas e defini¢gdes, assim como as demonstragoes que se

seguem, foram retirados das referéncias [6] e [7].

A.1 SUPREMO E INFIMO

Um conjunto X C R diz-se limitado superiormente quando existe algum b € R tal
que r < b para todo x € X. Neste caso diz-se que b é cota superior de X. O conjunto
X C R é limitado inferiormente quando existe a € R tal que a < x para todo x € X. Neste
caso diz-se que a é cota inferior de X. Se o conjunto X é limitado superior e inferiormente,

diz-se que X é um conjunto limitado.

Seja X # () C R limitado superiormente. Um ntimero b € R chama-se o supremo
do conjunto X e denota-se b = supX, quando este é a menor das cotas superiores de X.

Isto é, cumpre as seguintes condicoes:
S1. Para todo = € X, tem-se x < b;
S2. Se ¢ € R é tal que x < ¢ para todo x C X entdao b < c.
A condig¢ao S2 admite a seguinte reformulagao:
S2’. Para todo € > 0 existe z € X tal que b — ¢ < .

Analogamente, seja X # () C R limitado inferiormente. Um ntiimero a € R chama-se
o infimo do conjunto X e denota-se a = infX, quando este é a maior das cotas inferiores

de X. Ou seja, cumpres as seguintes condigoes:
I1. Para todo = € X, tem-se = > a;
12. Se ¢ € R é tal que x > ¢ para todo z C X entao a > c.
A condigao 12 admite a seguinte reformulacao:
[2°. Para todo € > 0 existe z € X tal que x < a +¢.

Exemplo: Dado o conjunto X = {1/n;n € N} temos que 0 =infX e 1 = supX.

A.2 SEQUENCIAS DE NUMEROS REAIS

Uma sequéncia de nimeros reais ¢ uma fungao x : N — R, que associa a cada

numero natural n um numero real z,,, chamado o n-ésimo termo da sequéncia. Escrevemos
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(Zn)nen OU () para indicar a sequéncia .

Uma sequéncia (z,)nen é limitada superiormente quando existe um ntmero b € R
tal que z,, < b para todo n € N. Analogamente, diz-se que (x,,)nen € limitada inferiormente
quando existe a € R tal que x, > a para todo n € N. Uma sequéncia ¢ limitada se,e

somente se,é limitada superior e inferiormente.

Dada uma sequéncia x = (z,),eny de nimeros reais. Uma subsequéncia de x é a
restricio da fungdo x a um subconjunto infinito N' = {n; <mng < --- <np < ---} de N.

Escreve-se 2’ = (2 )nen 0u (2, )ren para indicar a subsequéncia z’ = z|N'.

Um ntmero real a é limite da sequéncia (x,),en quando, para todo e > 0, existe
no € N tal que todos os termos z,, com indice n > ny cumprem a condigao |z, — a| < e.

Simbolicamente:
a=limz,=Ve>03anyeN;n>ng= |z, —al<e
Teorema A.1l. Selimz, =a e limx, = b entdo a = b.

Demonstracao. Seja lim z,, = a. Dado qualquer ntimero real b # a podemos tomar € > 0
tal que os intervalos abertos I = (a —e,a+¢) e J = (b—¢€,b+ ¢) sejam disjuntos. Existe
no € N tal que n > ng implica x,, € I. Entéo, para todo n > ng, temos z,, ¢ J. Logo ndo
élimx, =b.

[]

Teorema A.2. Se limzx, = a entdo toda subsequéncia de (x,)nen converge para o limite

a.

Demonstragio. Seja (Tp,,...,Tn,,...) uma subsequéncia qualquer de (z,),en. Dado qual-
quer intervalo aberto I de centro a, existe ng € N tal que todos termos x,,, com n > ny,
pertencem a /. Em particular, todos os termos z,, , com n; > ny também pertencem a I.

Logo, lim z,,, = a. O

Teorema A.3. Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstracao. Se a = limx,. Tomando ¢ = 1, vemos que existe ng € N tal que n >
ny = x, € (a — 1,a + 1). Sejam b o menor e ¢ o maior elemento do conjunto finito
{z1,...,2py,a — 1,a + 1}. Todos os termos z,, da sequéncia estao contidos no intervalo

b, c], logo ela é limitada. O

Teorema A.4. Toda sequéncia mondtona limitada é convergente.

Demonstragio. Sem perda de generalidade, seja (x; < 9 < -+ < x, < ...) uma sequéncia

nao-decrescente limitada. Tomemos a = sup{xz,;n =1,2,...}. Afirmamos que a = lim x,,.
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Com efeito, dado qualquer £ > 0, como a — € < a, o nimero a — € nao é cota superior
do conjunto dos x,. Logo existe algum ny € N tal que a — ¢ < z,,. Como a sequéncia é
monotona, n > ng = T, < T, €, portanto, a — e < z,. Como x,, < a para todo n, vemos

quen >ng=a—¢c<x,<a-+e¢e=limz, =a. ]

Corolario A.1. (Teorema de Bolzano-Weierstrass) Toda sequéncia limitada de nimeros

reais possui uma subsequéncia convergente.

Demonstragio. Com efeito, basta mostrar que toda sequéncia (x,,) possui uma subsequén-
cia monotona. Diremos que um termo z,, da sequéncia dada ¢ destacado quando z,, > z,
para todo p > n. Seja D C N o conjunto dos indices n tais que x,, € um termo destacado.
Se D for um conjunto infinito, D = {n; < ny < --- < ng < ---}, entdo a subsequéncia
(Tn)nep serd mondtona nao-crescente. Se, entretanto, D for finito seja ny € N maior do
que todos os n € D. Entao z,,, nao é destacado, logo existe ny > ny com z,, < x,,. Por
sua vez, x,, nao é destacado, logo existe ng > ny com z,, < z,, < Z,,. Prosseguindo,

obtemos uma subsequéncia crescente z,, < T,, < -+ < Ty, < ---. O]

Seja (z)neny uma sequéncia de nimeros reais. (z,)neny ¢ uma sequéncia de Cauchy

quando cumpre a seguinte condicao:

- dado arbitrariamente um nimero real € > 0, pode se obter ng € N tal que m > nyg

e n > ng implica |z, — z,| < €.

Teorema A.5. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Demonstragio. Seja limx, = a. Dado arbitrariamente € > 0, existe ny € N tal que

€ €
m>n0:>|xm—a\<§en>n0:>\:cn—a\<§.Logom,n>n0:>|xm—xn|<

|Tm — a| + |z, — a] < % + % = ¢. Portanto, (x,) é sequéncia de Cauchy. O

A.3 SERIES DE NUMEROS REAIS

Uma série é uma soma s = a; + as + -+ + a, + --- com um numero infinito de

parcelas.

Seja (a,)neny uma sequéncia de nimeros reais. Seja a sequéncia (S, )nen CUjoOs 08

elementos sdo as somas

S1=01,82 = Q1 T Q2,...,8, = A1 + A2+ -+ ap
o0
chamadas as reduzidas da série Z a,. A parcela a,, é chamada o termo geral da
n=1

série.
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Se existir o limite

s:limsn:nli_{glo(al—kag—l—---—i-an),

(o]

diremos que a série Z a, ¢ convergente e o limite s serd chamado a soma da série.
n=1

Escreveremos entao

5:Zan:a1+a2+...+an+...

n=1
oo
Se a sequéncia das reduzidas nao convergir, diremos que a série Z a, € divergente.
n=1
[e.@]
Teorema A.6. Se Z a, € uma série convergente entdo lima, = 0.
n=1

Demonstracao. Seja s, = ai + - -+ + a,. Entao, existe s = li_>m sn. Evidentemente, tem-se
n o
também s = nh_)rgo Sp—1. Logo 0 = s — s =lim s, — lim s,,_1 = lim(s,, — s,1) = lima,. O

o) o0

Teorema A.7. (Critério de comparagio) Sejam Z ay, € Z b, séries de termos nao-
n=1 n=1

negativos. Se existem ¢ > 0 e ng € N tais que a, < cb, para todo n > ng entao a
o0 oo o0

convergéncia de Z b, implica a de Z a, enquanto a divergéncia de Z a, tmplica a de
n=1 n=1 n=1

o0

S b

n=1

Demonstracio. Sem perda de generalidade, podemos supor a, < cb, para todo n € N.
o0 (o]

Entao as reduzidas s, e t,, de Z a, e Z b,, respectivamente, formam sequéncias nao-
n=1 n=1
decrescentes tais que s, < ct, para todo n € N. Como ¢ > 0, (¢,)nen limitada implica

(Sn)nen limitada e (s, )ney ilimitada implica (,)en ilimitada, pois ¢, > s, /c. O
A.4 TOPOLOGIA NA RETA

Defini¢ao A.1. (ponto interior) Um ponto a é interior ao conjunto X C R quando existe

um nidmero real € > 0 tal que o intervalo aberto (a —e,a + €) estd contido em X.

Defini¢ao A.2. (ponto aderente) Um ponto a é aderente ao conjunto X C R quando a é

limite de alguma sequéncia de pontos x, € X.

Teorema A.8. Um ponto a € R € aderente a um conjunto X C R se, e somente se, para
todoe >0 tem se X N(a—e,a+¢e)#£0

Demonstragio. Seja a aderente a X. Entao, a = limz,, onde z,, € X para todo n € N.

Dada uma vizinhanca qualquer V' do ponto a temos x,, € V para todo n suficientemente
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grande (pela defini¢do de limite). Logo, V' N X # &. Reciprocamente, se toda vizinhanga
de a contém pontos de X podemos escolher, em cada intervalo (a — 1/n,a+ 1/n),n € N,

um ponto x, € X. Entao |z, —a| < 1/n. Logo, limz,, = a ¢ a é aderente a X. O

Defini¢ao A.3. (ponto de acumulagio) Seja X C R. Um nimero a € R chama-se ponto
de acumulacao do conjunto X quando todo intervalo aberto (a —e,a + €), de centro a,

contém algum ponto x € X diferente de a. Simbolicamente:

Ve>03dzeX;0<|z—al<e

Defini¢ao A.4. (ponto isolado) Um ponto a € X que nao € ponto de acumulagio de X

chama-se um ponto isolado de X . Se, e somente se, existire > 0 tal que (a—e,a+e)NX =
{a}.
O conjunto dos pontos interiores a X chama-se o interior do conjunto X. Notacao

intX. Quando a € intX entdao X é uma vizinhanca do ponto a. Exemplo: int|a, b] = (a, b).

O conjunto dos pontos aderentes a X chama-se o fecho do conjunto X. Notacao X.

Exemplo: todo ponto a € X ¢é aderente a X, basta tomar z,, = a para todo n € N.

O conjunto dos pontos de acumulacio de X é representado pela notacao X'.
Exemplo: seja X = {1,1/2,1/3,...,1/n,...} entdao X' = {0}.
Definigao A.5. (conjunto aberto) Um conjunto A C R chama-se aberto quando A = intA.

Definicao A.6. (conjunto fechado) Um conjunto A C R chama-se fechado quando A = A.

Teorema A.9. Um conjunto F' C R € fechado se, e somente se, seu complementar R — F

¢ aberto.

Demonstragio. Basta observar que cada uma das afirmagoes abaixo é equivalente a

seguinte:
1. F' é fechado;
2. todo ponto aderente a F' pertence a F;

.se a € R— F entao a nao ¢ aderente a F;

_~ W

.se a € R — F entao existe um intervalo aberto [ tal que a € I e IN F = {);
5.se a € R— F, entao existe um intervalo aberto I tal que a € I C R — F};
6. todo ponto a € R — F' ¢é interior a R — F;

7. R — F é aberto. O
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Definigao A.7. (conjunto denso) Um conjunto A C R chama-se denso em R quando todo
intervalo aberto (a,b) contém algum ponto de A. Ou ainda, um conjunto A é denso em B

quando B C A, isto é, quando todo b € B é aderente a A.

Defini¢ao A.8. (conjunto compacto) Um conjunto X C R chama-se compacto quando é

limitado e fechado.

Teorema A.10. Um conjunto X C R é compacto se, e somente se, toda sequéncia de

pontos em X possui uma subsequéncia que converge para um ponto de X.

Demonstracao. Se X C R é compacto, toda sequéncia de pontos de X ¢ limitada. Pelo
teorema de Bolzano-Wierstrass possui uma subsequéncia convergente, cujo limite é um
ponto de X, pois X é fechado. Reciprocamente, seja X € R um conjunto tal que toda
sequéncia de pontos x,, € X possui uma subsequéncia que converge para um ponto de X.
Entao, X é limitado pois, do contrario, para cada n € N poderiamos encontrar z,, € X
com |z,| > n. A sequéncia (z,)nen, assim obtida, ndo possuiria subsequéncia limitada.
Logo, nao teria subsequéncia convergente. Além disso, X é fechado pois do contrario
existiria um ponto a ¢ X com a = lim x,,, onde cada x,, € X. A sequéncia (x,),en N0
possuiria entao subsequéncia alguma convergindo para um ponto de X pois todas suas

subsequéncias teriam limite a. Logo X é compacto. O]
A.5 FUNCAO CONTINUA

Defini¢ao A.9. Uma funcao f: X — R, definida no conjunto X € R, diz-se continua
no ponto a € X quando para todo € > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter 6 > 0 tal que
x € X satisfazendo |v — a| < § temos |f(x) — f(a)] < e.

Ve > 030 > 0;z € X, |z —a| <0 temos |f(z) — f(a)] <e.

Diz-se que f: X — R é uma funcao continua quando f é continua em todos os

pontos a € X.

Observacgoes:

1) Se a é um ponto isolado de X entdo toda fungdo f : X — R é continua no

ponto a.
2) Se a € X é um ponto de acumulagao de X. Entdo f: X — R é continua no

ponto a se, e somente se, lim f(z) = f(a).

Teorema A.11. Sejam f,g: X — R continua no ponto a € X, com f(a) < g(a). Eziste
d >0 tal que f(x) < g(x) para todo x € X N (a —6,a +9).
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Demonstragio. Tomemos ¢ = [g(a) + f(a)]/2 e ¢ = g(a) — ¢ = ¢ — f(a). Entao pela
definigao de fungdo continua, existem d; > 0 e §y > 0 tais que z € X, |z —a| < §; =
fla)—e< f(z)<cex e X, |v—a| < =c<g(xr)<gla)+e Seja d =min{d,d}.
Entao z € X, |z —a| <0 = f(z) < c < g(z). O

Corolario A.2. Seja f: X — R continua no ponto a € X. Se f(a) # 0, existe 6 > 0
tal que, para todo x € X N (a — d,a+9), f(x) tem o mesmo sinal de f(a).

Teorema A.12. Sejam f : X — R continua no ponto a € X, g : Y — R continua
no ponto b = f(a) €Y e f(X) CY de modo que a composta go f : X — R estd bem

definida. Entao go f é continua no ponto a.

Demonstracao. Dado € > 0 existe, pela continuidade de g no ponto b, um niamero n > 0
tal que y € Y, |g(y) — g(b)| < €. Por sua vez, a continuidade de f no ponto a assegura
que existe § > 0 tal que x € X, |z — a| < ¢ implicam |f(z) — b| < n. Consequentemente,

reXN(a—od,a+0)=[9(f(z)) —gO)=I(go f)(x)— (g0 f)la)] <e. —~

Teorema A.13. Seja f: X — R continua. Se X é compacto entio f(X) é compacto.

Demonstragio. Seja (Y, )neny uma sequéncia em f(X). Para cada n € N, existe z, € X
tal que f(x,) = y,. Como X é compacto, podemos obter uma subsequéncia convergente
Tn, — x € X. Sendo f continua, temos limy,, = lim f(z,,) = f(z) =y € f(X). Logo
f(X) é compacto. O

Corolario A.3. (Weierstrass) Toda fungio continua f : X — R definida num compacto
X € limitada e atinge seus extremos, isto €, existem x1,xo pertencentes a X tais que
f(z) < f(x) < f(x2) para todo x € X.

Demonstragao. Com efeito f(X), sendo compacto, é limitado e fechado. Logo, sup f(X) €
f(X) einf f(X) € f(X). Portanto, existem z1, x5 pertencentes a X tais que inf f(X) =

f(z1) esup f(X) = f(x2). u
A.6 CONTINUIDADE UNIFORME

Definicao A.10. Uma funcio f : X — R diz-se uniformemente continua no con-
junto X quando, para todo € > 0 dado arbitrariamente, pode -se obter & > 0 tal que

x,y pertencentes a X, |y — x| < = |f(y) — f(x)] <e.

Uma funcao uniformemente continua f : X — R é continua em todos os pontos

do conjunto X. A reciproca é falsa.
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Teorema A.14. A fim de que f : X — R seja uniformemente continua é necessdario e

suficiente que, para todo par de sequéncias (x,), (y,) em X com lim(y, — z,) = 0, tenha-se

Hm[f (yn) = f(zn)] = 0.

Demonstragio. Se f é uniformemente continua e lim(y, — z,) = 0 entdo, dado arbi-
trariamente ¢ > 0, existe § > 0 tal que x,y pertencentes & X, |y — z| < ¢ implicam
|f(y) — f(z)] < e. Existe também ny € N tal que n > ng implica |y, — z,| < J. Logo,
n > ng implica | f(y,) — f(x,)| < € e dai im[f(y,) — f(x,)] = 0. Reciprocamente, suponha-
mos valida a condigao estipulada no enunciado do teorema. Se f nao fosse uniformemente
continua, existiria um € > 0 com a seguinte propriedade: para todo n € N poderiamos
achar pontos x,,y, em X tais que |y, — x,| < 1/ne |f(y,) — f(x,)| = €. Entao teriamos
lim(y, — z,,) = 0 sem que fosse lim[f(y,) — f(x,)] = 0. Esta contradigao conclui a prova

do teorema. O

Teorema A.15. Seja X C R compacto. Toda fungio continua f: X — R é uniforme-

mente continua.

Demonstracao. Se f nao fosse uniformemente continua, existiriam € > 0 e duas sequéncias
(zn), (yn) em X satisfazendo lim(y, — z,) = 0 e |f(yn) — f(x,)| = € para todo n € N.
Passando a uma subsequéncia, se necessario, podemos supor, em virtude da compacidade
de X, que limz,, = a € X. Entdo, como y,, = (y, — )+, vale também lim y,, = a. Sendo
f continua no ponto a, temos lim[f(y,) — f(z,)] = lim f(y,) —lim f(z,) = f(a)— f(a) =0,
contradizendo que seja | f(y,) — f(z,)| =€ O

Definicao A.11. Uma funcgio f : X — R chama-se lipschitziana quando existe uma
constante k > 0 (chamada constante de Lipschitz da funcdo f) tal que | f(z)—f(y)| < k|z—y|

sejam quais forem x,y pertencentes a X.

A fim de que f : X — R seja lipschitziana é necessario e suficiente que o quociente
[fly) — f(z)]/(y — x) seja limitado, isto é, que exista uma constante & > 0 tal que
r,y € X,x #y=|f(y) — f(x)|/|ly — x| < k. Toda funcdo lipschitziana f : X — R é

uniformemente continua pois dado € > 0, tome-se § = ¢/k. Entao z,y € X, |z —y| < J =
[fy) = f@)| <klz—y| <k-e/k=e

A.7 DERIVADA

Definicao A.12. Sejam f: X — R ea € X N X'. A derivada da fungiao f no ponto a

¢ o limite
) — i L@@ St h) — f(a)

z—a dr —a h—0 h
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Se o limite existir diz-se que f é derivavel no ponto a. Quando existe a derivada
f'(x) em todos os pontos r € X N X’ diz-se que a fungdao f : X — R é derivavel no
conjunto X e obtém-se uma nova fungao f': X N X' — R, x — f'(x), chamada a

funcao derivada de f. Se f’ é continua, diz-se que f é de classe C'.

Teorema A.16. A fim de que f : X — R seja derivdvel no ponto a € XNX' € necessdrio
e suficiente que exista ¢ € R tal que a+h € X = f(a+h) = f(a) +c-h+r(h), onde

. . . _ _ r!
hlglofr(h)/h = 0. No caso afirmativo, tem-se ¢ = f'(a).

Demonstragio. SejaY = {h € R;a+h € X}. Entao 0 € Y NY’. Supondo que f'(a) exista,
definimos r : Y — R pondo r(h) = f(a+ h) — f(a) — f'(a) - h. Entao
r(h) _ fla+h)— f(a)

h = h _f/(a’)v

logo hlimor(h) /h = 0. A condicdo é, portanto, necessaria. Reciprocamente, se vale a
e
condigao, entdao r(h)/h = [f(a + h) — f(a)]/h — ¢, logo hlimo(f(a +h)— f(a))/h —c =
—
lim 7(h)/h = 0, portanto f'(a) existe e ¢ igual a c. O
h—0
A.8 INTEGRAL DE RIEMANN

Uma particao do intervalo [a, b] ¢ um subconjunto finito de pontos P = {t¢,t1,...,t,} C

[a,b] tal que a € P e b € P. O intervalo [t;_1,t;], serd chamado o i-ésimo intervalo da
n

parti¢do P. Sendo » (t; — t;_1) = b — a.

=1

Seja f : [a,b] — R uma funcao limitada, usaremos as seguintes notagoes,
m = inf{f(z);x € [a,b]}

M = sup{f(z); x € [a,}]}

m; = inf{f(z);t;_1 <z <t;}

M; = sup{f(x);t;i-1 < x < t;}

w=M—m

onde w indica a oscilacao de f no i-ésimo intervalo de P.

Quando f é continua, m; e M; sdo valores assumidos por f em [t;_1, ;] e neste caso

existem x;, y; € [ti_1,t;] tais que w; = |f(y:) — f(x;)].

A soma inferior de f relativamente a particdo P é o ntimero
s(f; P) = my(ty —to) + -+ 4+ mp(tn — tae1) = > m;(t; — ti1)
i=1

A soma superior de f relativamente a particao P é o niumero
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S(fsP) = M(ty —to) + -+ My(t, —th—1) = ZMz(tZ —ti1)
Seja qual for a particdo P tem-se

m(b—a) <s(f; P)<S(f; P) < M(b—a)

S(f,P) sz 2_21

A integral inferior e a integral superior da funcao limitada f : [a,b0] — R sao

definidas, respectivamente, por

[ )y = sup (s P)

/j’ f(z) dx = inf S(f; P)

Defini¢ao A.13. Uma fungio limitada f : [a,b] — R diz-se integravel quando sua
integral inferior e sua integral superior sao iguais. FEsse valor comum chama-se a integral
b

de Riemann de f e € indicado por/ f(z)dz.

a

Lema A.1. Sejam f, g : [a,b] — R integraveis. Entao

1) Se f(z) < g(x) para todo x € [a,b], entdo /ab f(z)dz < /abg(x)dx.
[ r@s) < [ 1@

Demonstragio. 1) Se f(z) < g(x) para todo x € [a, b] entao s(f P)<s(g;P)e S(f; P) <
b
S(g; P) para toda particdo P, donde / /

2) |f| € integrdvel e

2) A desigualdade evidente || f(y)| — |f( N < |f(y ) f(z)| mostra que a oscila¢ao
de |f| em qualquer conjunto nao supera a de f. Logo, f integravel |f| integravel. Além
disso, como —|f(x)| < f(x) < |f(z)| para todo x € [a, b], resulta de (1) que

1@ < [ fwde < [ 15,

[ r@as] < [(1s@la.

ou seja

A.9 SEQUENCIAS E SERIES DE FUNCOES

Seja X um conjunto de ntimeros reais. De acordo com as defini¢oes gerais, uma
sequéncia de fungoes f, : X — R é uma correspondéncia que associa a cada nimero

natural n € N uma funcao f,, definida em X e tomando valores reais.
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Definicao A.14. Diz-se que a sequéncia de funcoes f, : X — R converge simples-
mente para a fungio f : X — R quando, para cada x € X, a sequéncia de nimeros
fi(z), fa(x), ..., fu(z),... converge para o nimero f(x). Ou seja, para todo x € X fi-
zado, tem-se nli_r}noo fn(z) = f(x). De maneira mais formal, dado qualquer € > 0, pode-se
obter, para cada v € X, um inteiro ng = ng(e,x), o qual depende de € e de x, tal que

n>mno = |fu(z) — f(2)] <e.

Definicao A.15. Uma sequéncia de funcoes f, : X — R converge uniformemente para
a fungao f: X — R quando, para todo € > 0 dado, existe ng € N (dependendo apenas de
e) tal que n > ny = | fn(x) — f(z)| < € seja qual for z € X.

Teorema A.17. Se uma sequéncia de fungoes f,, : X — R converge uniformemente para

f: X — R ecada f, é continua no ponto a € X entao f é continua no ponto a.

Demonstragio. Dado € > 0, existe ng € N tal que n > ng = |f.(z) — f(z)| < /3 para
todo x € X. Fixemos um nimero natural n > ny. Como f,, é continua no ponto a, existe
d>0talquez € X, |z —a| <d=|fu(r) — fu(a)| < e/3, donde

7@) = F@)] < 1fal@) = J@)] + 1al@) = ful@)] +1fula) = fla)l < 5+ 545 =<

[]

Teorema A.18. (Passagem ao limite sob o sinal de integral) Se a sequéncia de fungoes
integraveis f, : la,b] — R converge uniformemente para f : [a,b] — R entio [ é
integrdavel e

/abf(x)dx = lim /ab fo(z)dz.

Podemos dizer de outra forma que:

b b
/limfn:hm/ fn

se a convergéncia € uniforme.

Demonstragio. Dado € > 0, existe ng € N tal que n > ng = |f(z) — fu(2)| < e/4(b —a)
para todo z € [a,b]. Fixemos m > ng. Como f,, é integravel, existe uma particio P de
la, ] tal que, indicando com w; e w; respectivamente as oscilagoes de f e f,, no intervalo

[ti1,t;] de P, tem-se Y wi(t; — t;_1) < £/2. Mas, para z,y € [t;_1,t;] quaisquer, vale:
1) = F@ < 1) = Sn )]+ ) = )|+ Uno) = )] < e+ 5575,

Portanto w; < w; + . Segue-se que

" 2(b—a)

Zwi(ti — tz’—l) < Zw;(tz — ti—l) + [6/2(() — CL)] Z(tz — ti—l) < g + % = E.
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Isto mostra que f é integravel. Além disso,

(b—a)e
4(b—a)

<e€

/abf(x)da: — /ab fo(z)dx /ab[f(x) — fulx)]dz| < /ab |f(z) — fulz)]dz <

b b
se n > ny. Consequentemente, nhﬁrglo/ fo(z)dx = / f(x)dx. O
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B ESPACO VETORIAL

Espagos vetoriais desempenham um papel importante em varios ramos da matema-
tica e suas aplicagoes. Em varios problemas praticos e tedricos temos um conjunto X cujos
elementos podem ser vetores num espaco tridimensional, ou uma sequéncia de ntimeros,
ou fungdes, e estes elementos podem ser somados ou multiplicados por constantes de uma

forma natural, sendo o resultado ainda um elemento de X.

Defini¢ao B.1. (Espaco vetorial) Um espago vetorial, ou espago linear, sobre um corpo
K, sendo K igual a R ou C, é um conjunto nao-vazio X de elementos x,vy, ..., chamados
vetores, munido de duas operagoes algébricas. Estas operacoes sao chamadas adig¢ao de

vetores e multiplicacao de vetores por escalares, ou seja, por elementos de K.

A adigao vetorial associa a cada par ordenado (x,y) de vetores um vetor x + vy,
chamado a soma de x ey, de uma forma que a sequintes propriedades sao satisfeitas. A

adicao € comutativa e associativa, isto €, para todos os vetores nos temos
rT+y=y+zx

z+y+z)=(@+y +z
Além disso, existe um vetor 0, chamado de vetor nulo, e para cada vetor x existe um vetor
—x, tal que para todos os vetores temos
r+0==x

r+ (—z) =0.

A multiplicacdo por escalares associa a cada vetor x e escalar o um vetor azx,
chamado de produto de o e x, de uma forma que para todos os vetores x,y e escalares a, 5

temos
a(fz) = (af)z
lr ==z

e as leis distributivas

alz+y) =ar+ay

(a+ Bz = ax + px.

FExemplos:

(1) O espago R™ que consiste nas n-uplas de nimeros reais, © = (&,...,&,), ¥y =

(My- -y Mn)y -+, € um espago vetorial real com duas operagoes algébricas definidas da
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maneira usual

x+y:<£1+n17 7£n+nn)
ar = (&, - ,ag,), a€R.

(2) No espago Cla, b] cada ponto do espago é uma fungao real continua em [a, b]. O conjunto
de todas estas fun¢oes formam um espaco vetorial real com as operagoes algébricas definidas

da forma usual

(3) O espaco £* é um espaco vetorial com as operacdes algébricas definidas como é usual

em conexao com sequéncias, isto é,

(517527---)“‘(7717772,---) = (£1+771,£2+772,...)
a(é,&,...) = (akr, aby,...).

Definigao B.2. (Subespago vetorial) Um subespaco de um espago vetorial X € um sub-
conjunto nao vazio Y de X tal que para todo y,,ys € Y e todos os escalares o, B temos
ayy + Bys € Y. Consequentemente Y € um espago vetorial e as duas operacoes algébricas

sao induzidas de X.

Um subespaco especial de X é o subespaco improprio Y = X. Qualquer outro
subespago de X (# {0}) é chamado préprio. Outro subespago especial de qualquer espago
vetorial X ¢ Y = {0}.

A combinacao linear de vetores x4, ..., z, de um espaco vetorial X é uma expressao
da forma

021 + oy + -+ - + QT
onde os coeficientes aq, ..., a,, sao todos escalares.

Para qualquer subconjunto nao-vazio M C X o conjunto de todas as combinacoes

lineares de vetores de M é chamado de subespaco gerado de M.

Definigcao B.3. (Independéncia e dependéncia linear) A independéncia e dependéncia
linear de um dado conjunto M de vetores xy,...,z, (r > 1) em um espago vetorial X sao

definidas por meio da equagdo
01T + QLo + -+ - + QX = 0 (Bl)

onde oy, ..., a, sio escalares. Claramente a equagao (B.1) vale para a; = ag = -+ = o, =

0. Se esta € a unica r-upla de escalares para a qual (B.1) vale, o conjunto M é linearmente
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independente. M € linearmente dependente se ndo for linearmente independente, isto €, se

(B.1) vale para alguma r-upla de escalares, onde nao sao todos iguais a zero.

Um subconjunto arbitrdario M de X ¢ linearmente independente se todo conjunto
finito nao-vazio de M ¢é linearmente independente. M € linearmente dependente se nao

for linearmente independente.

A motivagao para esta terminologia resulta do fato de que se M = {xy,...,x,} é
linearmente dependente, pelo menos um vetor de M pode ser escrito como a combinacao
linear dos outros. Por exemplo, se (B.1) é satisfeita com um «,. # 0, entdo M é linearmente

dependente e podemos resolver (B.1) para x,, para obter
Ty = ﬁlxl + o+ ﬁrflxrfl (B] = _Oéj/ar)'

Podemos usar os conceitos de dependéncia e independéncia linear para definir a

dimensao do espaco vetorial.

Defini¢ao B.4. (espaco vetorial finito e infinito) Um espaco vetorial X ¢é dito ser di-
mensionalmente finito se existe um inteiro positivo n tal que X contém um conjunto
linearmente independente de n vetores onde qualquer conjunto de n+ 1 ou mais vetores de

X € linearmente dependente. n é chamado de dimensao de X, escrevemos n = dim X.

Por definigdo X = {0} é dimensionalmente finito ¢ dim = 0. Se X nao é dimensio-

nalmente finito, é dimensionalmente infinito.

Em Analise, espacos vetoriais infinitos sdo de maior interesse que os dimensional-
mente finitos. Por exemplo, Cl[a, b] e £* sdo dimensionalmente infinitos, enquanto R™ e C"

sao n-dimensional.

Se dim X = n, uma n-upla linearmente independente de vetores de X é chamada
uma base de X. Se {ey,...,e,} é uma base de X, todo z € X tem uma tinica representacao

como uma combinacao linear de vetores da base:

r=aq1e] + -+ ey,

Por exemplo, uma base de R" é
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Esta base é chamada de base candnica de R™.

De uma forma mais geral, se X é qualquer espacgo vetorial, ndo necessariamente
dimensionalmente finito, e B é um subconjunto linearmente independente de X que gera
X, entao B é chamado de base de X, ou base de Hamel. Consequentemente se B é uma
base de X, entao todo z € X diferente de zero tem uma tnica representacdo como uma
combinagao linear (em um ndimero finito) de elementos de B com escalares diferentes de

zero como coeficientes.

Todo espago vetorial X # {0} tem uma base.

Em um espago vetorial dimensionalmente finito isto ¢ claro. Para espacos vetoriais
arbitrarios dimensionalmente infinitos a prova da existéncia é dada com o uso do lema de

Zorn e pode ser encontrada na referéncia [4].

Todas as bases de um dado espago vetorial X (dimensionalmente finito ou infinito)

tem o mesmo numero cardinal. Este niimero é chamado de dimensao de X.

Teorema B.1. Seja X um espaco vetorial n-dimensional. Entao qualquer subespaco

proprio Y de X tem dimensdo menor que n.

Demonstracao. Se n =0, entdo X = 0 e ndo tem subespago proprio. Se dimY = 0, entao
Y = {0} e X #Y implica dim X > 1. Claramente, dimY < dim X = n. Se dimY" for n,
entao Y pode ter uma base de n elementos, que também pode ser uma base para X uma
vez que dim X = n, logo X =Y. Isto mostra que qualquer conjunto de vetores linearmente

independentes em Y deve ter menos de n elementos, e dimY < n. O
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