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Resumo

Este trabalho buscou compreender uma técnica de otimizagdo de dados, ou seja, como
melhor tratar um conjunto de dados. Para esse objetivo foi utilizado o Método dos
Minimos Quadrados (MMQ), Regressdo Linear e ndo Linear Simples, onde se buscou
encontrar o melhor ajuste para um conjunto de dados minimizando a soma dos quadrados
das diferengas entre o valor estimado e o valor observado. A fim de testar alguns modelos
foram comparados modelos linear e ndio linear e nesse caso para comparar foi necessario
lineariza-las. Foram linearizadas fun¢des do tipo exponencial, potencial e semilogaritmica.
No decorrer do trabalho a teoria do MMQ, das Estatisticas de Avaliagdo R% F e ¢ dos
pardmetros estimados e Teste de Hipotese séo desenvolvidos tanto na forma analitica como
na forma computacional, exceto o Teste de Hipodtese. Faz-se a Andlise de Varidncia
(Anova) e com base nas Estatisticas de Avaliagdio & possivel definir a melhor fungéo
estimada ¢ com o Teste de Hipdtese ¢ verificado se determinado pardmetro estimado
apresenta efeito ou ndo no resultado final ou fendmeno em andlise. Para a aplicagdo do
MMQ de forma analitica trabalhou-se uma tabela oriunda da literatura e
computacionalmente com dados reais do SEADE (Fundagéo Sistema Estadual de Analise
de Dados). Para a realizag8io da Anélise de Varidncia e Teste de Hipétese trabalhou-se um
modelo da literatura e outro com dados do Instituto Brasileiro de Geografia (IBGE). Pelos
resultados observados conclui-se que as Estatisticas de Avaliagéo em conjunto com o Teste
de Hipotese permite encontrar a melhor fungéo estimada para um conjunto de dados.

Palavras-chave: Método dos Minimos Quadrados, Regressdo Linear, Regressdo ndo
Linear Simples, Estatisticas de Avaliagdo.




ABSTRACT

This study sought to understand a data optimization technique, namely, how to best treat a
DataSet. For this purpose we used the Method of least squares (MMQ), Linear and non
Linear regression, Simple, where he sought to find the best fit for a set of data by
minimizing the sum of squares of the differences between the estimated value and the
observed value. In order to test some models were linear and non linear models compared
in this case to compare it was necessary to linearizd them. Were linearized exponential
functions, potential and semilogarithmic scale. In the course of work the theory of MMQ,
evaluation statistics R, F and ¢ of estimated parameters and hypothesis testing are
developed both in analytical form as in computational form, except the hypothesis testing.
The analysis of variance (Anova) and based on the statistics of evaluation is possible to
define the best estimated function and with the hypothesis Test is checked if the given
parameter estimated presents the final result or not effect or phenomenon under analysis.
For the application of the MMQ analytical form worked out a table from the literature and
computationally with actual data SEADE (Foundation State Data Analysis System). For
variance analysis and hypothesis testing has been a model of literature and another with
data from the Brazilian Institute of geography (IBGE). For the results observed it is
concluded that the evaluation Statistics in conjunction with the hypothesis testing allows
you to find the best estimated function to a set of data.

Keywords: Least squares, Linear Regression, nonlinear regression, Simple evaluation
Statistics.
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1. Introducéo e Objetivos

O tema deste Trabalho de Conclusdo de Curso situa-se na area da Matematica
Aplicada com a utilizagdio de Regressdo Linear e ndo Linear Simples. Simples porque se
estudou o caso em que se tém duas variaveis envolvidas, sendo uma dependente e outra
independente. Como principal percurso teérico-metodologico foi utilizado o autor MATOS
(2000). '

Carl Friedrich Gauss demonstrou em 1809 que minimizar a soma dos quadrados
dos residuos é a melhor maneira de determinar um pardmetro desconhecido de uma
equacdo de condigdes (aquela que contém uma ou mais observagdes caracterizadas pelas
suas varidveis dependente e independente). Esse método foi chamado mais tarde de
Minimos Quadrados por Adrien-Marie Legendfe. Em 1810 foi apresentada a generalizagio
a problemas com mais de uma variavel independente por Pierre-Simon Laplace.

O Método dos Minimos Quadrados (MMQ) € o procedimento de estimagfo dos
pardmetros de um modelo de regressfo (representag@io simplificada de um processo do
mundo real) por meio da minimizacdo, como mencionado acima, da soma dos quadrados
das diferencas entre os valores observados da varidvel resposta em uma amostra € seus
valores preditos pelo modelo. Possui aplicagSes em areas como Biologia, Engenharia,
Estatistica, Fisica, Matematica, entre outras, principalmente aquelas que objetivam
relacionar uma variavel dependente (¥) em fungdo de variaveis explicativas (Xj,..., Xg).
Observa-se, por exemplo, o estudo que utiliza estimativas de pardmetros via MMQ a saber:
espessura da camada limite de concentragéo, térmica e fluidos (VENEZUELA, 2008).

Neste trabalhou aplicou-se o conceito de Regresséo Linear e ndo-Linear na drea da
Econometria e Finangas e para isso alguns conceitos e definicdes foram explicados
previamente a fim de contextualizagdo. A Econometria € definida como sendo um método
de analise econdmico que agrega a Estatistica, a Matematica e a Teoria Economica. Um
modelo econométrico (modelo de regressdo) é uma representacdo simplificada de um
processo do mundo real. Assim este modelo € descrito por um conjunto de equagGes
comportamentais derivadas do modelo econdmico, as quais envolvem varidveis
observaveis € um termo aleatdrio ou erratico, que contém todos os fatores que ndo foram
incorporados ao modelo em analise.

Alguns modelos ndo sdo da forma linear e para que avaliagdes adequadas sejam

feitas faz-se necessario linearizar essas fungdes. Ha fendmenos que possuem fungéo do
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tipo exponencial, potencial, logaritmica e outras; e para que os pardmetros estimados sejam
encontrados faz-se necessdria a lineariza¢do e, depois com a fungfo estimada, encontram-
se os valores estimados. Na Econometria a Regresséo Linear € amplamente utilizada.

Porém, mesmo os pardmetros estimados devem passar por determinadas
verificagBes e testes para avaliagdo de sua qualidade. Para isso so calculadas algumas
estatisticas de avaliagdo e nesse trabalho se estuda as principais, dentre elas estatisticas F, ¢
e R% Para o célculo dessas estatisticas faz-se necessdrio decompor a variagio de Y
(variavel dependente) utilizando a andlise de varidncia (Anova). Essa decomposicéo
permite o calculo das estatisticas de avaliagfo referidas anteriormente.

Considerando um intervalo de confianga comumente utilizado para niveis de
probabilidade de 95% realiza-se o Teste de Hipdtese onde se verifica a presenga de efeito
ou ndo do pardmetro estimado no fenémeno estudado. Para isso, se comparam valores
encontrados nas estatisticas F' e ¢ desses pardmetros com valores disponfveis em tabelas
estatisticas.

O desenvolvimento tedrico do Método dos Minimos Quadrados, da Andlise de
Varidncia, das Estatisticas de Avaliagio e Teste de Hipdteses sera apresentado no decorrer
deste trabalho.

Para a estimagfo dos pardmetros via MMQ sera apresentada uma solugéo analitica
e outra utilizando o programa R. Na primeira sdo utilizados dados provindos da literatura e
na segunda dados reais do site SEADE (Fundagfo Sistema Estadual de Analise de Dados).

Para a avaliagio dos modelos estimados sdo utilizados dois exemplos, o primeiro
com dados oriundos da literatura e o segundo com dados do Instituto Brasileiro de
Geografia (IBGE). Para os modelos estimados foram utilizadas as fungdes linear,
exponencial, potencial e logaritmica com o objetivo de verificar a que melhor explica o
fendmeno estudado. Para essa verificagdo sdo utilizadas as estatisticas de avaliacéo € o
teste de hip6tese. O objetivo dessa formulagdo € prever uma forma representativa passivel
de teste empirico, por meio de estimag8o, teste e checagem do diagnostico produzido.

Este Trabalho de Conclusio de Curso possui cinco capitulos sendo que a
Introduggio é o Capitulo 1.

No Capitulo 2 é definido Econometria, o conceito e classificacdo de modelos
econométricos e a especificacio de modelos. Na especificacdo de modelos séo
apresentadas formas funcionais linearizaveis.

No Capitulo 3 é apresentado o Método dos Minimos Quadrados como um dos

métodos de estimaggio da Regressfo Linear Simples, o coeficiente de correlagdo de Pearson
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r e o coeficiente de determinagio R°. No primeiro coeficiente se verifica o quiio bem duas
variaveis se correlacionam e no segundo verifica-se o quéio bem a reta de regresséo se
ajusta aos dados da amostra. Neste capitulo, utilizando-se o MMQ calculam-se o0s
pardmetros dos modelos econdmicos de forma analitica e computacionalmente.

No Capitulo 4 & feita a avaligio dos modelos estimados. E apresentado o quadro de
Andlise de Varidncia (ANOVA) que serve de base para o calculo das estatisticas de
avaliag¢do F e t e o Teste de Hipotese dentro de um determinado intervalo de confianga.

No Capitulo 5 ¢ feita a determinag@o analitica do quadro de Anélise de Varidncia e
o Teste de Hipdtese, utilizando-se das estatisticas de avaliagéo calculadas com dados da
literatura e a determinag8o via planilha eletronica dos mesmos itens com dados do IBGE.

Para a implementag8o foram utilizados os programas de dominio publico SciDA Vis
e Programa R (R Project) e o Excel. Os graficos foram plotados em SciDAVis, os
parimetros estimados e o R’ no Programa R, as estatisticas F e ¢ no Excel e o formato do

quadro de exibicdo da Anova similar ao que o Excel apresenta.

Objetivo Geral:

O objetivo geral deste trabalho ¢ aplicar Regressdo Linear e ndo Linear Simples na

area de Economia e Finangas.

Objetivos Especificos:

= Desenvolver teoricamente o Método dos Minimos Quadrados;

= Aplicar o Método dos Minimos Quadrados analiticamente e computacionalmente;
= Desenvolver teoricamente as estatisticas de avaliagfo;

= Linearizar as formas funcionais exponencial, potencial e logaritmica;

= Aplicar a Analise de Variéncia analiticamente e computacionalmente;

= Aplicar Teste de Hip6tese nas estatisticas F e ¢ obtidos na Andlise de Varidncia.
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2. Econometria

Segundo MATOS (2000), Econometria ¢ o ramo da Economia que trata da
mensuracdo de relagdes econdmicas, isto €, relagdo entre variaveis de natureza econdmica.
E uma combinagdo de teoria com Matemitica e Estatistica, com o objetivo de dar contetido
empirico as formulagdes tedricas da Economia.

De modo especifico, sdo propositos da Econometria:

e amensuracdo de varidveis e agregados econdmicos;

e a estimacgdo de pardmetros de relagdes estabelecidas pela teoria econdmica
ou outro conhecimento a priori ;

e a formulacdo e teste de hip6teses sobre o comportamento da realidade;

e aprevisdo de valores de variaveis econdomicas.

2.1 Conceito e Classificacio de Modelos Econométricos

A palavra modelo, de acordo com MATOS (2000) pode ser entendida como uma
representagdo da realidade, estruturada de forma tal que se permita compreender o
funcionamento total ou parcial dessa realidade. S&o estabelecidos um conjunto de hipéteses
sobre o comportamento de um fendmeno, com base numa teoria ja existente ou a partir de
novas proposi¢3es tedricas e busca-se entender o fendmeno estudado.

Os modelos econémicos sdo divididos em tedricos ou econométricos. Nos modelos
tedricos ndo ha necessidade da forma matematica ser apresentada; ja nos modelos
econométricos ¢ necessario que a especificagfo efetiva da forma matemética comparega
para aplicagdio empirica.

O modelo econométrico também chamado de probabilistico ndo admite relagGes
exatas, tendo em vista a impossibilidade de incluir todas as varidveis que determinam o
comportamento da realidade ou fendmeno além da existéncia dos erros de medidas das
variaveis.

Destacam-se trés aspectos dos modelos econométricos: estrutura, classificacio
quanto as caracteristicas dos fendmenos e qualidades desejéaveis.

Quanto a estrutura envolve quatro elementos bdsicos: varidveis, relagdes ou

equacdes, parametros ou coeficientes, termo aleatorio ou perturbagdes aleatorias.
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Quanto a classificagfo pode ser subdividido em relagéio a forma funcional: linear ou
ndo linear; ao numero de equagdes (uniequacionais ou multiequacionais), & associagdo das
varidveis com o tempo (estaticos ou dindmicos) e a finalidade (modelos de decisdo ou de
previsdo).

Quanto as qualidades desejaveis um modelo econométrico deve possuir
plausibilidade teérica, capacidade explanatéria, exatiddo das estimativas dos pardmetros,
capacidade de previsdo e simplicidade.

Seguem as etapas para a pesquisa em Economia:

1. Formulam-se hipdteses sobre o comportamento da realidade, as quais s&o
oriundas de uma teoria econdmica e/ou observagdo direta da realidade. Essas
hipédteses sdo reunidas num modelo matematico para sua operacionalizagéo.

2. Coletam-se os dados e estimam—sé os pardmetros com a utilizagio de um
m¢étodo apropriado.

3. Compreende-se a avaliagdo mediante a utilizagdio de critérios derivados da
teoria ou outro raciocinio a priori, além de outros de natureza estatistica ou

economeétrica.

2.2 Especificacio de Modelos

Segundo MATOS (2000) a especificagéio de um modelo envolve:
= determinacdo das varidveis dependentes e explicativas;
= aexpectativa a priori dos sinais e da magnitude dos pardmetros;

® g forma funcional: linear ou néo linear;

2.2.1 Formas funcionais linearizaveis

Segundo MATOS (2000) uma equagéo do tipo linear significa que as relagdes entre
a variavel dependente e a explicativa so lineares; ou seja, qualquer variagdo (aumento ou
reducdo) registrada na variavel explicativa gera uma variacdo (aumento ou redugéo) na
variavel dependente na mesma proporgéo. Todavia, isso nem sempre acontece. Equacdes
podem ser ndo lineares ou podem assumir uma combinagéo de duas ou mais formas. A

exigéncia que se faz € que as relagdes néo lineares sejam linearizaveis por transformagéo.
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Segue um sumario das formas funcionais linearizdveis mais comuns com as

respectivas equagdes originais e transformadas:

Tabela 1 - Formas Funcionais Linearizdveis mais comuns

Tipo da funcéo Forma original Forma linearizada por Restri¢des das varidveis
transformacéo na forma transformada
Linear Y=a+bX Nenhuma Nenhuma
Exponencial Y=a.b* LnY=Lna+ (Lnb).X Y>0
Potencial Y=a.X LnY=Lna+b.LnX Y>0eX>0
Semilogaritmica II &=a.X" Y=Lna+b.LnX X>0
Reciprocal Y=a+b. % Usa-se 1/X em vez de X X+0
Reciproca II ek 1/Y=a+bX Y#0
(a+bX)
Quadratica Y=a+bX+cX? Usa-se X* além de X Nenhuma

Fonte: (MATOS, 2000)

2.2.2 Critérios de escolha da forma funcional

De acordo com MATOS (2000), a teoria econdmica, em geral, informa muito
pouco sobre a forma funcional mais adequada a ser usada na especificagio de um modelo
econométrico. Cada pesquisador decide pela escolha da forma especificativa dos modelos
que formula. Entretanto, existem alguns critérios gerais que norteiam a escolha da forma
funcional, a saber:

= Simplicidade — entre uma forma funcional simples e uma complexa, tende-
se a escolher a primeira se ambas explicam o fendmeno igualmente bem.

® Indicagdo da teoria econdmica — como o objetivo de um modelo
econométrico € dar contetido empirico as formulagdes tedricas, o uso de
varias formas funcionais e a escolha da que apresenta resultados mais
satisfatorios, mas sem uma justificativa teérica poderd resultar numa
mensuragéo desprovida de significado econdmico.

=  Poder preditivo — um modelo econométrico deve ser util para previsoes.

Isso significa que a forma funcional deve ajustar-se bem aos dados.
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3. Regressao Linear Simples

De acordo com MATOS (2000) e GUJARATI (2000), uma vez especificado o
modelo, parte-se para a estimacéo dos pardmetros. O modelo linear simples € aquele que
contém apenas uma variavel explicativa. A equacfo € denominada modelo de regresséo
linear simples. Sua equagéo bésica € a seguinte:

Yi=a+bX;+u; (i=1,2,..,n)
onde Y; ¢ a variavel dependente, X; € a varidvel explicativa, #; € o termo aleatdrio, a e b sdo
os pardmetros a serem estimados, » indica o tamanho da amostra e o indice i refere-se a
unidade de observagédo dos valores das variaveis.

Os pardmetros da equagdo poderdo ser estimados a partir de valores amostrais das

variaveis Y; e X;.

3.1 Método de estimaciio: Método dos Minimos Quadrados

A literatura sugere diversos métodos para estimar os pardmetros de um modelo
econométrico. Os principais s@io o método dos minimos quadrados e o método da maxima
verossimilhanga. Neste trabalho sera tratado o método dos minimos quadrados.

A equagdo estimada correspondente ao modelo teérico pode ser indicada da
seguinte forma:

Y=a,+aX, +e,
sendo g, e 4, as estimativas e e; s8o os erros, ou residuos estimados.

r

O objetivo da estimagdo pelo Método dos Minimos Quadrados é obter os

pardmetros g,e 4, a partir de uma amostra dos valores de ¥; e X;, de modo que os erros ou

residuos sejam minimos.

3.1.1 Método dos Minimos Quadrados (Caso Discreto)

Dados os pontos (X,.,Y,.) i=0,1,2,..,n, pretende-se encontrar uma funcfio da

forma:

f(X)=iOajfj(X), n>m+1 | e,
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sendo f, fungdes continuas e a;, coeficientes reais, tal que a fungdo f, escolhida a priori,

minimize o funcional:

M(a, - ,a,,)=§(y,. —f(x)) @

A distancia entre ¥, e f(X;) ¢é chamada de residuo ou erro como se vé na Figura 1,
um ajuste padrdo para o caso discreto.

Figura 1 - Ponto (X,,Y, ) e fung#o de ajuste com respectivo residuo

Y
;TP T b e P
residuo I
FOG) e e
;’/ :E §
o é
PRI X X
Fonte: SPTEGEL e STEPHENS (2009)

Assim, tém-se pontos conhecidos, (X il ) , i=0,1,2,...,n, e pretende-se aproxima-

los para uma fungéo qualquer, por exemplo: linear, exponencial, periddica, etc.

Para que o funcional M seja minimo, faz-se:
oM
—=0, j=0,1,2,...m
oa, 7 3
Na Equagdo (2) aplica-se a derivada parcial com relagdo a a,, j=0,1,2,..,m, e

obtém-se:
oM 0 &
— =) [Y - (X
= aag):[’ 1i0.8)

J J
Aplicando as regras de derivagéo, obtém-se:

?.1‘_4_=_2§:':[1;— f(&)]%f (X))

aaj i J
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Substituindo a Equagédo (1) na expresséo acima, tem-se:

oM
T =2 - )2 Y A fiX).

] ] k=0
Assim
oM
5-=—22[Y &, )]kam (4)

] 1
Como 4, Z— sendo J; o delta de Kronecker, o qual € definido por:

a]
0,se k#j
0, =
g {l, se k=j ©®)

Com isto, a partir da Equagéo (4), obtém-se:

%%4———22[1’ FOOS, (X))

u

Considerando a Equagéio (3) e substituindo a Equagéo (1) na expresséo acima, tem-

0——2Z[Y Zakf,,(X)]f(X) com j=0,1,2,...,n (6)

i=0

Aplicando lei do cancelamento do produto, o ponto de minimo do funcional M, em

relagdo a a,, € descrito como:

0-—ZYf (X)+ZZakfk<X )f,(X)

i=0 k=0

Dai, tem-se:

ZZakfk(X)f (X,)= ZYf (X))

i=0 k=0

Para cada j=0,1,2,...,m, obtém-se o sistema.

iiakﬁ(xi)ﬁ(xi)=inﬁ,(xi)

Y a £ AX) = zy £(X)

1 =0 k=0 )

36 ()£, () = Y h (X))
i=0

Li=0 k=0
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No sistema de equacdes (7), toma-se o lado esquerdo da equagdo sendo j=s,

j=0,1,...,m, e com isto tem-se o seguinte desenvolvimento:

m

i=0 k=0

n

izakﬂ X)f(X) =2 (@ fo(X)F (XD +ot @, [ (XD f(X))

i=0

Obtendo assim o seguinte:

n m

i=0 k=0

Substituindo a Equagdo (8) no sistema de equagdes (7), tem-se:

L

| @ AR+t a, 3 fu (XA =

af, (XN 1) =03 X)X )+ a, S fo(XDF(X)
i=0 i=0

> XN (X + k)Y FuiXD (X)) =Y VAo (X)
i=0 i=0 i=0

i=0

> S (XN oK)+t ay > (XN Fa(X) =Y L1 (X))
i=0 i=0 i=0

SEAX,)

)

Como sdo dados os pontos (XY, ), i=0,1,2,..,n, e as fungdes continuas, f,,

j=0,1,2,..,m, motivado pelo problema fenomeno estudado, determinam-se os

coeficientes reais a, . O sistema acima pode ser escrito na forma matricial como segue:

> A - 3L
S ACIAED - SLHEDAK |
PWACIVACONND WACTACH

| A

F A

n

Y fu(X)

i=0

=5

®

ou seja, A.X = b, sendo A a matriz do sistema, X a matriz coluna das incégnitas e b matriz

coluna dos termos independentes.
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3.1.2 Coeficiente de correlacio de Pearson (r)

Correlagdo ¢ uma medida de associagdo bivariada (for¢a) do grau de
relacionamento entre duas varidveis quantitativas. O coeficiente de correlacdo de Pearson,
r, ¢ uma medida de associagfo linear entre duas variaveis quantitativas.

Para o seu célculo sfio levados em conta a varidncia e a covaridncia. A varidncia ¢
uma medida de dispersdo que indica a regularidade de um conjunto de dados em fungfio da
média aritmética e a covaridncia indica o grau de variagfo conjunta apresentada por duas
variaveis.

Seja p o coeficiente de correlagdo entre X € Y como abaixo:

L cov(X,Y)
o Jvar(X Yvar(Y)

(10)

Dada uma amostra de pares de dados (x,, y,), n =1, ..., N, obtém-se o coeficiente de
correlagdo amostral substituindo a covaridncia e as varidncias em (10) por seus

correspondentes amostrais:

_ cov(X,Y)
— Jvér(X)var(¥) (1)
sendo:
cov(X,Y) = (x,—%) (n,=¥)/ (N -1) (12)
=1
var(X) = ﬁ“(x, -%)* /(N -1) (13)

sendo ¥ e y = ponto das médias

Define-se a varidncia amostral de Y da mesma forma que var(X). Pode-se, pois,
escrever o coeficiente de correlagio amostral r conhecido como o coeficiente de

correlacdo de Pearson:
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(o) B (30) 30

i=1 i=l

r= =
\/Z(AXI)ZZ(Ayi)z Nﬁx}_(ﬁxij . NN y,-2 _( > yij

(14)

onde tem-se o intervalo —1 <7 <1. Portanto pode-se avaliar a correlagfio entre os dados de

duas varidveis qualitativamente, como se descreve a seguir:

Tabela 2 — Correlagfio Linear no intervalo [0,1]

0,0<r<0,3 Correlagfio Linear Fraca
0,35r<0,6 Correlagio Lihear Moderada
0,6<r<0,9 Correlacdo Linear Forte
0,9<r<1,0 Correcgéo Linear Muito Forte

Fonte: SPIEGEL & STEPHENS (2009)

Tabela 3 — Correlagfio Linear no intervalo [-1,0]
-1,0<r<-0,9 | Correlagio Linear Muito Forte Negativa

—0,9<r<-0,6 | Correlagdo Linear Forte Negativa

0,6 <r<-0,3 | Correlagdo Lincar Moderada Negativa

—0,3<r<0,0 | Correlagdo Fraca Negativa

Fonte: SPIEGEL & STEPHENS (2009)

Figura 2 - Correlag8o linear entre duas variaveis

Y B Y
X
Y c ., . ¥
v = A4 ey L]
L.
* e ) a.-' ®ee )
L ]
[ » @




23

Na Figura 2 € possivel observar alguns exemplos de correlagdo entre duas
variaveis: correlagdo linear negativa (A), correlagéo linear positiva (B). Nas imagens C e D

a correlacdo linear € zero (r = 0).

3.1.3 Coeficiente de Determinacéo (Rz)

Em GUJARATI (2000), o coeficiente de determinacfio  (regressdo simples) ou R?,
sendo (regresso multipla) ¢ uma medida sintética que diz o quio bem a reta de regressdo
da amostra se ajusta aos dados.

O coeficiente de determinagfio R mostra o quio bem a reta de regressdo da amostra
se ajusta aos dados e » mostra o quanto duas varaveis se correlacionam. Considerando que
a reta tera a representacfo das diversas varidveis explicativas verifica-se o qudo bem essas
varidveis se correlacionam-se com a varidvel dependente. Sendo r um valor entre [-1,1] e
R? ser o coeficiente de correlagfio de Pearson elevado ao quadrado seu valor serd sempre
positivo entre [0,1]. Neste trabalho trabalhou-se com uma variavel.

Segue uma explicagdio de R” sob o aspecto de um artificio grafico conhecido como

Diagrama de Venn ou Ballentine como mostra a Figura 3.

_Figura 3 - Visio de Ballentine de R’: (@ R’ = 0; () R =1 _

Fonte: GUJARATI (2000)

Na Figura 3, o circulo Y representa a variagdo na varidvel dependente Y, o circulo X

representa a variagdo na variavel explicativa X. A sobreposi¢do dos dois circulos (4rea
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sombreada) indica até que ponto a variacdo em Y € explicada pela variagdo X. Quanto
maior a sobreposigiio, maior a variagio em Y explicada por X. O R’ é simplesmente uma
medida numérica dessa sobreposi¢@o. Na figura, a drea sobreposta € crescente da esquerda
para a direita, ou seja, uma proporcéo cada vez maior da variagdo em Y explicada por X.
Em suma, R’ aumenta. Quando ndo ha sobreposigéo, R’ obviamente é zero. Mas quando a
sobreposicdo é completa, R° é 100% da variagdo em Y explicada por X; ou seja, R’ situa-se
entre O e 1.
O coeficiente de determinacfo, R*, é dado pela seguinte razéo:
s 2
20-1)  op

R’ = variagho explicada _ 5

variag#o total Z": (-7, )z B SOT’ 13

onde:
SOR = Soma dos quadrados dos residuos
SQOE = Soma dos quadrados explicada
SOT = Soma dos quadrados total: SOT = SOR + SQE

3.2 Aplicagao do Método dos Minimos Quadrados

A aplicag8o seré estabelecida por meio de dados provindos da literatura envolvendo
Econometria aplicada as Financas e de dados reais obtidos em site de institui¢fio oficial de
coleta de dados.

Na sequencia inserimos duas aplicacdes do MMQ. As aplica¢Bes 1 e 2 terfio seus
pardmetros calculados de forma analitica e via planilha eletrénica (computacionalmente).

Na aplicagdio 1 sera utilizado um exemplo disponivel em GUJARATI (2000)
considerando a fungdio consumo keynesiana' linear.

Na aplicagéio 2 os dados foram obtidos do banco de dados da Fundagfo Sistema
Estadual de Andlise de Dados (SEADE).

1 . . y e ’ 7 q®

Keynes declarou: “A lei psicologica fundamental... € que homens [mulheres], como regra e na média, se
dispdem a aumentar seu consumo quando sua renda aumenta, mas ndo tanto quanto o aumento em sua
renda”.
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3.2.1 Aplicaciio 1: Determinacio Analitica e via Planilha Eletronica dos parimetros
APLICACAO 1: Consumo versus Renda
Determinacio Analitica dos parametros

Segue tabela com dados hipotéticos sobre consumo familiar semanal C e renda

familiar R.

Tabela 4. Consumo familiar semanal e renda familiar, sendo » = 10

Consumo (US$) (C) Renda (US$) (R)
70 i 80
65 100
90 120
95 140
110 160
115 180
120 200
140 220
155 240
150 260

Fonte: GUJARATI (2000)

A partir da Equacéo (9) considera-se m=1, tem-se a fungfo estimativa:
1
f(R)=2af(®) (16)
i=0

Tomando-se f sendo uma funggo linear, tem-se f, (R)=1e f;(R)=R.Dai:

f(R)=a,+a R (17)

Logo, a Equagéo (9) fica escrita como:
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YRR D HRIAR) H > Cifo(R)
i=0 i=0 1% = =0 (18)

9

SARAR) Y FR) > CifiR)

Na Tabela 5, tém-se os célculos necessarios para se resolver o sistema acima, nas

incdgnitas ay e a;, com base na Tabela 4.

Tabela 5 — Calculos ajuste linear, variavel independente R e varidvel dependente C

c R f(R) A(R) AR)AR) F(R) A(R) CA(R) CAR)

i

1 70 80 1 80 80 1 6400 70 5600

2 65 100 1 100 100 1 10000 65 6500

3 90 120 1 120 120 1 14400 90 10800
4 95 140 1 140 140 1 19600 95 13300
5 110 160 1 160 160 1 25600 110 17600
6 115 180 1 180 180 1 32400 115 20700
7 120 200 1 200 200 1 40000 120 24000
8 140 220 1 220 220 1 48400 140 30800
9 155 240 1 240 240 1 57600 155 37200
10 150 260 1 260 260 1 67600 150 39000

1110 1700 10 1700 1700 10 322000 1110 205500

Fonte: GUJIARATI (2000)

Na Equagdo (18) substituimos os valores da Tabela 5:
10,0 1700,0 ||a, | | 1110,0
1700,0 322000,0 || a, | |205500,0

Resolvendo o sistema acima, obtém-se: ay = 24,4545 e a; = 0,5091. Dai tem-se a

equagdo: C = 0,5091,0R + 24,4545,0.




27

Faz-se o calculo do coeficiente de correlagéo de Pearson, utilizando a Equagéo (14)

e os dados da Tabela 6, assim:

Tabela 6. Calculos para o coeficiente de correlagdo de Pearson

C R 2 (R) C GA(R)
70 80 6400 4900 5600

65 100 10000 4225 6500

90 120 14400 8100 10800
95 140 19600 9025 13300
110 160 25600 12100 17600
115 180 32400 13225 20700
120 200 40000 14400 24000
140 220 48400 19600 30800
155 240 57600 24025 37200
150 260 67600 22500 39000
1110 1700 322000 132100 205500

Fonte: GUTARATI (2000)

10(205500) — 1110(1700)

oy = 0,9809
J/T10(132100) — (1110)2]. [10(322000) — (1700)?]

Como r = 0,9809 tem-se que os dados das varidveis R e C tem correlagéio linear

muito forte. Com isto, o modelo linear descreve o comportamento aproximado do consumo

C, em funcdo da renda R.

Determinaciio via planilha eletronica (computacionalmente) dos parimetros

A partir da Tabela 4 e utilizando o programa SciDAVis, calculam-se os seguintes
parametros: ay = 24,4545 e a; = 0,5091, cujo coeficiente de determinagéo é 7= 0,9621.

Constroi-se o grafico de dispersdo, Figura 4, onde € apresentada a curva de

tendéncia dada pela Equagdo (15).
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Figura 4 - Gréfico de Dispersdo: Consumo familiar semanal X Renda

Consumo familiar semanal X Renda
1 180 -
160 y=05x+245
140 4 R®*=0,9621
120
100 -
—
i
~p
20
0 T T T T T 1
(4] 50 100 . 150 200 250 300 ’

Fonte: GUTARATI (2000)

O coeficiente de correlagdo de Pearson é r = 0,9809 e isto garante que o modelo

tem correlagdo linear muito forte (0,9 <7 <1,0) com os dados provindos da Tabela 2. Com

isto, 0 modelo linear descreve o comportamento do consumo familiar semanal em fungdo

da renda.

3.2.2 Aplicagiio 2: Determinacio Analitica e via Planilha Eletronica dos parametros

APLICACAQO 2 — Periodo versus Consumo de Energia Elétrica Residencial
Determinaciio Analitica dos parametros

Segue determinagdo analitica dos pardmetros dos modelos econdmicos com dados

reais:
Tabela 7 - Consumo de Energia Residencial em Sorocaba por ano
Periodo (P) Consumo de Energia Elétrica -
Residencial (em MWh) (C)
o 506.993
aHl 543.659
2012 586.433
Stis 627.615
S04 665.045

Fonte: SEADE
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Considerando as Equagdes (16) e (17), sendo P a variavel independente Periodo e C

a varidvel dependente Consumo a Equagéo (9) fica escrita como:

DB D LBAR) m 2 Cih(B)
i=0 i=0 ; 0 |_| =0 (19)

SHEAE)  TRE [ X6AE)

i=0 i=0

Na Tabela 8, tém-se os calculos necessarios para se resolver o sistema acima, nas

incognitas ay € a; com base na Tabela 7.

Tabela 8 - Ajuste linear, varidveis independente P e dependente C, f; (P) =1 £ (P) =P

c P %) A(R) £(®)AE) H(R) AB) GA(E)  GAR)

i

1 506993 2010 1 2010 2010 1 4040100 506993 1019055930

2 543659 2011 1 2011 2011 1 4044121 543659 1093298249

3 586433 2012 1 2012 2012 1 4048144 586433 1179903196

4 627615 2013 1 2013 2013 1 4052169 627615 1263388995

5 665045 2014 1 2014 2014 1 4056196 665045 1339400630
2929745 10060 S 10060 10060 5 20240730 2929745 5895047000

Na Equagdo (19) substituimos os valores da Tabela 8:
5,0 10060,0 a | 2929745,0
10060,0 20240730,0 ||a, | |5895047000,0

Resolvendo o sistema acima, obtém-se: ap = -79906123 e a; = 40006. Dai tem-se a

equacdo: C =40006,0P — 79906123,0.

Faz-se o célculo do coeficiente de correlagdo de Pearson, utilizando a Equagéio (14)

e os dados da Tabela 9, assim:

Tabela 9 - Célculos para o coeficiente de correlagéio de Pearson

c P f2(R) C? ¢./i(R)
506993 2010 4040100 257.041.902.049 1019055930
543659 2011 4044121 295.565.108.281 1093298249
586433 2012 4048144 343.903.663.489 1179903196
627615 2013 4052169 393.900.588.225 1263388995
665045 2014 4056196 442.284.852.025 1339400630

2929745 10060 20240730 1732696114069 5895047000
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5(5895047000) — 2929745(10060) 0.9
r = —
\/[5(1732696114069) — (2929745)2].[5(20240730) — (10060)?]

997

Como r = 0,9997 tem-se que os dados das varidveis P e C tem correlagéo linear
muito forte. Com isto, o modelo linear descreve o comportamento aproximado do consumo

C, em fungéo do periodo P.

Determinagiio via planilha eletronica (computacionalmente) dos parimetros

A partir da Tabela 7 e utilizando o programa SciDAVis, calculam-se os seguintes
parametros: ap =-79906123 e a; = 40006, cujo coeficiente de determinago ¢ ¥ =0,9994.
Constroi-se o grafico de dispersdo, Figura 5, onde € apresentada a curva de

tendéncia dada pela Equagfo (15).

Figura 5 - Grafico de Dispersdo: Consumo Energia por ano - Sorocaba

Consumo Energia por ano Sorocaba

£90.000 -
| 670.000 y = 40.006,0x - 79.906.123,0
650.000 - RZ=0,9994
630.000 -
610.000 -
: 590,000 -
| 570.000 -
550,000 -

530.000 -

510.000 -

490.{”0 T T T T T T T T T 1
2010 2010 2011 2011 2012 2012 2013 2013 2.014 2014 2015

Fonte: SEADE
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O coeficiente de correlagdo de Pearson é r = 0,9997 e isto garante que o modelo

tem correlagdo linear muito forte (0,9 <7 <1,0). Com isto, o modelo linear descreve o

comportamento do consumo residencial de energia elétrica em fungdo do periodo.
Utilizando a equagdo C = 40006,0P -79906123,0, podemos estimar o consumo de
energia em Sorocaba para 2015. Realizando os célculos tem-se 705967. De acordo com o
SEADE houve uma queda de 1,23% no consumo de energia das residéncias sorocabanas
de 2014 para 2015 ficando em 656869.
Em relagdo ao resultado estimado 705967 e o concretizado 656869 houve uma

diferenca de 7,475% a maior.
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4. Avaliacido de Modelos Estimados

De acordo com MATOS (2000) a avaliagdo da estimativa de um modelo, além da
verificagdo de sua consisténcia teodrica, envolve a mensuragéio do grau de confiabilidade
em termos probabilisticos, sem o que nfio se conhecera sua validade para decisdes ou

previsoes.

4.1 Caracterizacao de uma variavel aleatoria

De acordo com MATOS (2000), toda variavel aleatoria € caracterizada por um ou
mais pardmetros, que se deseja estimar a partir de uma amostra. Considere que se deseja
estimar o parametro q.

A férmula ou procedimento utilizado para transformar um conjunto de dados
amostrais em um valor particular chama-se estimador. O valor particular gerado por um
estimador é chamado estimativa. Simbolizar-se-4 aqui a estimativa do pardmetro g por ¢ .

Como pode ser obtido a partir de amostras aleatdrias repetitivas, a estimativa g ¢,
também, aleatoria. Ressalte-se que ¢ € funcfio de varidveis aleatorias, portanto possui
média e varidncia.

Uma variavel aleatéria, no plano populacional, possui elementos que a
caracterizam, como:

a) Média ou esperanca matematica: £(q)

b) Variancia: Var(q) = E[ q — E(g)]*

c¢) Erro-padrio: EP(q) = +/Var(q)

A comparagio dessas caracteristicas populacionais com as de uma amostra permite
a defini¢do de conceitos muito Gteis em Econometria a saber, por exemplo, erro amostral

= g - g. Note-se ainda que a esperanca matemética de ¢, E(g), € obtida através de

repetidas amostras aleatdrias.

4.2 Qualidades desejaveis dos estimadores

Segundo MATOS (2000) é desejavel que um estimador e a estimativa, ¢, que ele

gera, tenham certas qualidades, de modo que sejam obtidas as informagdes mais fidedignas

possiveis sobre o valor do verdadeiro pardmetro, g. Isso significa dizer que o desejavel €
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que a distribuigdo dos valores de g, obtidos a partir de amostras repetitivas, seja 0 maximo
possivel concentrada em torno de g. Para isso, a estimativa g deve possuir as qualidades
de ndo-tendenciosidade, eficiéncia e consisténcia.

Néo-tendenciosidade: se o valor esperado ou médio de ¢ for igual a g. Isso significa que,
se g for calculado um grande niimero de vezes para amostras distintas, a média de todas
essas estimativas serd igual a g. Se ndo for igual, significa que ha tendenciosidade.
Eficiéncia ou varidncia minima: um estimador ndo-tendencioso mas com grande variéncia,
conduzird a estimativas muito distantes da realidade ou do verdadeiro pardmetro g. Um
estimador € eficiente se 1) ¢ é uma estimativa ndo-tendenciosa e 2) Var(gq) < Var(m)
onde m € uma estimativa obtida mediante a utilizacdo de outro estimador.

Consisténcia: referem-se as mudangas que ocorrem na distribuicdo amostral & medida que
o tamanho da amostra cresce. Uma estimativa ¢ de g € consistente, se o limite da

probabilidade de ocorréncia de ¢ for igual a g, quando o tamanho da amostra aumentar.

4.3 Média, variancia e covariancia dos parimetros estimados

De acordo com MATOS (2000) a avaliagio do grau de confiabilidade dos
pardmetros estimados de um modelo requer o conhecimento de sua média, varidncia e
covariincia. Desenvolvem-se as expressdes dos estimadores de minimos quadrados, que
geram as estimativas dos pardmetros @ € b do modelo linear simples Y = b + aX + e,
mostrando-se como sdo derivadas sua média, varidncia e covaridncia € como estas sfo
definidas em termos amostrais. Tais féormulas nfo serfio explicitadas, pois podem ser
encontradas em livros de Econometria. [4],[5],[6],[11],[12],[13].

Assim tem-se:

e Média e varidncia de &

e Mzédia e varidncia de b

e Covaridnciadedede b
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4.4 Decomposicio da Soma dos Quadrades

Segundo MATOS (2000) em analise de regresséo, € importante que se conhega a
decomposicdo da variagdo de Y, a variavel dependente. A variacdo de Y (VT) é definida

pelo somatério dos desvios de Y em relagéo a sua média, elevados ao quadrado, isto €:

2 —\2
=3y -2(v-7)
O interessante agora é decompor VT com o objetivo de identificar a parcela

explicada pela varidvel explicativa, X. Para isso, considere, inicialmente, um ponto

qualquer do espago 4=(X,Y) de valores observados. A partir desse ponto, pode-se observar
que: (Y —I—’) =(I9 ——}—’)+(Y -7 ) ou y=yp+e, com e sendo a estimativa do erro tedrico,

conforme Figura 4.

Figura 6 — Decomposigdo da Soma dos Quadrados

Y A - 7
Saraen

o AU

Y

L}
\\\
T R |

k,
-~y ¥

Fonte: MATOS (2000)

Elevando-se tal expressfo ao quadrado e somando-se seus termos, obtém-se:

YV =Y (F+e)

e considerando Z ye=0 , obtem-se:

2y =2y+2e
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ecomo y=bx e b= tem-se:

2.0
2x

>y =l§"’2x2 +>é =I;Zyx+2e2
onde

a) Z y* é a variacfo total de ¥ (V'T) ou soma de quadrados total (SQT).

b) I;Z yx € a variagio explicada por X (VE) ou soma de quadrados da regressdo

(SQE).
c) Z e* & a variag8o residual (VR) ou soma de quadrados residual (SQR).
Portanto, VT =VE +VR < SQOT = SOE +SOR
Tal soma indica que a variagdo dos valores de Y em torno de sua média (V'7) pode
ser decomposta em duas partes: uma que corresponde a de X (VE) e a outra que expressa a
variacdo residual ou nfio explicada por X (VR). O valor de VR ¢ atribuido ao fato de que os
pontos observados nem sempre pertencem a reta da regressdo devido a fatores omitidos ou

aleatorios a que estfio sujeitas as varidveis economicas.

4.5 Estatisticas de avaliacio

A decomposi¢io da variagio de Y € normalmente utilizada para a andlise de
variancia, como é mostrado na Tabela 10 abaixo. A andlise de varidncia tem a vantagem de
mostrar as diversas relagdes basicas, Gteis no desenvolvimento de estatisticas de avaliagdo

de resultados obtidos com a estimag&o do modelo.
4.5.1 Analise de Variancia Simples (Anova)

Utilizaremos a formatagdo do Resumo dos Resultados conforme Tabela 10 com
dados obtidos pelo programa R (R Project) de acordo MATOS (2000). Tal resumo sera
dado na sequéncia, onde nos restringiremos apenas as informacdes tteis a avaliagdo de

modelos lineares e linearizaveis.




Tabela 10: Quadro de Analise de Varidncia
RESUMO DOS RESULTADOS fc E
FEstatistica de regressdo tz -
RZ — _V_-..E'._
VT
Observagdes N
ANOVA
gl SQ MQ F
1 VE
~ nga(zyx- Yy x _) VE K
Regressgo k ( ) N P VR
N—-k-1
Resid N—k=1 VR=VT-VE s L
esiduo k= = ES ————
(n-K-1)
2
Total N-1 VT=ZY2—-(——Z—I1
N
Coeficientes Erro padrao Stat t
. 5 Z X% 5 a
ntersecio a = i
¢ N Z x’ S,
= &
X - Tarifa b S, = _S_z t,,=—b—
Zx S,

Fonte: MATOS (2000)

4.5.2 Definicfio das principais estatisticas de avaliacdo

Segundo MATOS (2000) o quadro de Resumo dos Resultados nos fornece os

elementos que permitem definir as estatisticas de avaliag&o.

Varidncia amostral ou residual

§* VR e Z(Y_f’)z

T (m-K-1) (m-K-1) (n-K-1)

onde (n—K —1) é o numero de graus de liberdade do estimador de minimos quadrados da

variancia amostral s*.
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A estimativa da varidncia residual, s*>, mede o grau de dispersdo entre os valores

observados e os estimados de Y. A raiz quadrada de s> é denominada erro-padriio da

1
estimativa, isto é, s = (s2 )2 .

Estatistica F
Klzi
k
FEk,N—k—l) =T um
N-k-1

A estatistica F' tem por finalidade testar o efeito conjunto das variaveis explicativas
sobre a dependente. Significa verificar se, pelo menos, uma das varidveis explicativas do
modelo exerce alguma influéncia sobre a varidvel dependente. E claro que, no caso do
modelo linear simples por existir apenas uma variavel explicativa, a funcéo da estatistica F

¢ a de testar significéncia do efeito X sobre Y.

Estatistica ¢

A estatistica ¢ tem por finalidade testar a significancia dos pardmetros estimados do
modelo, o que equivale ao teste do efeito individual de X e do termo constante. Portanto, €

definida para cada um dos pardmetros estimados.

1. Estatistica ¢ para a estimativa do pardmetro b

tbzb—b ,ou 8 para b=0
Sb Sb
2
onde: S, = 2 -
x

No caso do modelo linear simples, #, = (F)"". Portanto, um teste com a estatistica ¢

equivale, nesse caso, ao realizado com a estatistica F.
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2. Estatistica ¢ para a estimativa do pardmetro a (termo constante)

A

a-a a
t, = ,ou— para a=0
Sa Sa
X’s?
onde: S, = Z————

NZx2

4.6 Teste de Hipoteses e intervalos de confianca

Segundo MATOS (2000) os conceitos de testes de hipdteses e de intervalos de
confianca estdo intimamente relacionados. Ambos serdo desenvolvidos aqui com o

objetivo de auxiliar a avaliagdo de estimativas de modelos econométricos.

4.6.1 Teste de hipoteses

Segundo MATOS (2000) um teste de hipotese € um processo capaz de afirmar, com
base em dados amostrais, se uma hipétese sob prova & correta ou ndo. E uma afirmago ou
enunciado que admite se certo efeito estd presente ou nfio. Tem por objetivo auxiliar na
decisdo acerca de parametros populacionais, a partir de informag6es amostrais.

Tipos de testes - Para avaliar a confiabilidade estatistica da estimativa de um
modelo, sdo usados fundamentalmente os testes F e 7, que envolvem respectivamente as
distribuicdes F e ¢ Student.

Teste F' — O objetivo do teste F' é verificar a significdncia estatistica do efeito
conjunto das variaveis explicativas de um modelo. Chamaremos de F calculado (Fcac), cuja
formula para tal calculo foi apresentada anteriormente. Ja o F critico (Ft), pode ser obtido
através de tabelas estatisticas (vide Anexo). Assim se tem as hipdteses:

Ho: a = 0 (auséncia de efeito)

H;: a # 0 (presenca de efeito positivo ou negativo) ou

H;: a > 0 (presenca de efeito positivo) ou

H;: a < 0 (presenca de efeito negativo)

Regra de decisdo: Se Feac = Frit, entdo Rejeita Hy
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Teste ¢t — Tem a finalidade de verificar se o efeito de uma variavel e a contribuigéo
do termo constante é, ou ndo, relevante em termos de confiabilidade. Chamaremos de t
calculado, respectivamente, para o coeficiente angular “a” e o coeficiente linear “b” (t, ou
t,), cuja formula para tal célculo foi apresentada anteriormente. J4 o t critico para o
coeficiente “a” e “b”, respectivamente (t., ou t.p), pode ser obtido através de tabelas, ou
por intermédio de comando do Excel. Assim se tem as hipéteses:

Ho: a= 0 (auséncia de efeito)

H;: a # 0 (presenca de efeito positivo ou negativo) ou

H;: a > 0 (presencga de efeito positivo) ou

H;: a < 0 (presencga de efeito negativo)

Regra de decisfio: Se |ty = [t.a], entdo Rejeita Hp e

Se [tp| = [tcp|, entdio Rejeita Ho

4.6.2 Intervalos de confianca

De acordo com MATOS (2000) pode-se definir intervalos de confianga, dentro dos
quais o valor verdadeiro do pardmetro populacional caird com determinado grau de
probabilidade. Comumente trabalha-se com intervalos de confianga cujo nivel de
probabilidade ¢ de 95%.

Exemplos serfio desenvolvidos no programa R.
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5. Aplicacio da Analise de Variancia Simples (Anova)

A aplicago sera estabelecida por meio de dados provindos da literatura envolvendo
Econometria aplicada as Finangas e de dados reais obtidos no Instituto Brasileiro de
Geografia e Estatistica (IBGE).

Na sequéncia sera elaborado quadro de andlise de varidncia conforme o Resumo
dos Resultados apresentados no item 4.5.1: VE, VT, VR e as estatisticas de avaliagdo R’ F,
1 e t, de forma analitica.

Realizar-se-4 o Teste de Hipotese onde o F_critico € o t_critico estdo disponiveis
em tabelas estatisticas, mas pelo fato do programa R (R Project) calculé-lo utilizar-se-4
dessa facilidade.

Os pontos da amostra serdo esbogados num grafico a fim de se observar a
caracteristica de sua curva; em seguida serd feita a linearizag@io por transformagéo de
algumas formas funcionais. Neste trabalho optou-se por utilizar os modelos exponencial,
potencial e logaritmica. Serdo obtidas as estimativas da fung¢do da demanda por essas
formas funcionais para verificar a que melhor se ajusta aos dados. Os pardmetros das
fungdes citadas acima seréio obtidas computacionalmente.

A Anova sera gerada computacionalmente e serd observado o R’ ¢ a estatistica F
que nos dard a informagdio de qual das quatro fungSes é a melhor: linear, exponencial,
potencial ou reciproca.

Para cada uma das Anovas sera realizado o Teste de Hipotese.

Por fim sera feita computacionalmente a Analise de Varidncia em uma amostra de

dados reais.

5.1 Determinag¢ao Analitica da Anova

Para elaborar o quadro de analise de varidncia deve-se ter a amostra e estimar a
fungdo da demanda. Com a fung#o serfio calculados os valores estimados e o erro.

Considere a Tabela 11 disponivel em MATOS (2000) onde (Q) € o indice de

quantidade demandada e (7) € a tarifa real média de energia elétrica:
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Tabela 11 - Demanda de Energia (Q) em funcéo da Tarifa (T)

Ano | 1981 1982 1983 1984 1985 1986 1987 1988 1989 1990

Q 69 76 81 90 94 100 103 108 113 115
T 143 134 117 111 109 100 137 122 85 90

Fonte: MATOS (2000)

A estimagdo da fungfo de demanda consiste em calcular os parametros do modelo
pelo método dos minimos quadrados.

A partir da Tabela 11 e utilizando o aplicativo R (R Project), calculam-se os
seguintes pardmetros: a = 158,805 ¢ b = - 0,557 assim Q=158,805—0,557T.
Substituindo-se os valores de T na fungdio estimada, obtém-se as estimativas de Q e, a

partir destas, calculam-se os residuos ou erros.

Tabela 12 - Estimativas de Q e célculo do erro

Ano 0O; Q é= 0= Q
1981 69 79,20 -10,20
1982 76 84,21 -8,21
1983 81 93,68 -12,68
1984 90 97,02 -7,02
1985 94 98,13 -4,13
1986 100 103,14 3,14
1987 103 82,54 20,46
1988 108 90,89 17,11
1989 113 111,49 1,51
1990 115 108,71 6,29
Total 949 949,00 0,00

Fonte: MATOS (2000)

Calculando-se as informagdes requeridas, obtém-se os elementos para a elaboragéo

do quadro de andlise de varidncia que servird de base para o célculo das estatisticas de

avaliacfio. Seguem os célculos:




a)
vE=o Trx (Y305
VE =-0,557 (107006 - (949.1 148) 1—10—]

VE =(~0,557).(-1939,2) =1079,55

b)

VT=ZY2—(————ZZ)2—

N
VT =92301-(949)" /10 =2240,90

c)
VR=VT-VE
VR =2240,90-1079,55=1161,35

d)
22 _VE _1079,55 0,482
VT  2240,90
e)
VE 1079,55
- __ &k " 1 -
F= Bonany=—g— oo =1r6135 =77
N-k-1 (10-1-1)
f)
t, = pardmetro
b s
t,=— onde S, =
b S, b sz
onde s VR ? iR bl =145,169

“m-K-) T m-Kk-1) 8

S =Yx*~(3X) /N =135274—(1148)" /10 =3483,60

42
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2
et 145,169 _ ) 204
D x* \3483,60

0,557
0,204

=-2,73

g)

t, = termo constante

VR
(n-K-1)

Z:XZS2
Nsz

2.2
g B (135274.145,169) _ .
NY x (10.3483,60)

a
t,=— onde S, = onde s* =
Sa

Uma vez obtido os valores das estatisticas de avaliagdo, restam, por fim, a
realizagdo dos testes de hipdteses e a analise dos resultados.

Segue resumo dos resultados obtidos:

QO =158,805-0,557T R’=0,482
t, = 6,69 1,=-273 F=17437 ¢ n=10

Teste de Hip6teses: Utilizando-se das estatisticas F e ¢ calculadas, realizam-se os

Testes de Hipotese.

a) Teste F/

Para 1 e 8 graus de liberdade no numerador € denominador, respectivamente, €
nivel de significancia de 5% o valor critico Ferit = 5,32.

Regra de decisfo: Se Fcale = Ferir, entfio Rejeita Hy

Regra de decisdo: Se 7,437 = 5,32, entdio Rejeita Hy (auséncia de efeito), logo
presenga de efeito.

b) Teste ¢,

Para 8 graus de liberdade e nivel de significancia de 5%, o valor critico € t., =

2,306.
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Regra de decisgo: Se |t,| = [tc 4|, entdo Rejeita Hy

Regra de decisdo: Se |6,69] = |2,306|, entdo Rejeita Hy (auséncia de efeito), logo
presenca de efeito.

c) Teste tp

Para 8 graus de liberdade e nivel de significancia de 5%, o valor critico € tcp =
2,306.

Regra de decisfo: Se |tp| = |tc »|, entdo Rejeita Hy

Regra de decisdo: Se |-2,73| = |2,306]|, entdo Rejeita Hy (auséncia de efeito), logo
presenca de efeito negativo, de acordo com a teoria da demanda.

Os valores criticos para as estatisticas F e ¢ sdo encontrados em tabelas estatisticas.
Nesse trabalho foram utilizadas as tabelas disponiveis em MATOS (2000).

Andlise de Resultados: Considerando somente os critérios tedricos e estatisticos

tendo em vista que as estatisticas de verificagfio de validade das qualidades desejaveis dos

estimadores ndo sio tratadas neste trabalho, tem-se:

A

Q =158,805-0,557T R =0,482

t, = 6,69 t=-2,73 F=17437 ¢ n=10

De acordo com MATOS (2000), apesar de a amostra ser pequena (n = 10), os
resultados obtidos sdo satisfatérios. A varidvel explicativa tarifa (T) apresenta coeficiente
estimado com o sinal teoricamente correto ¢ estatisticamente significativo no nivel de 5%
de probabilidade de erro, embora tal coeficiente possa ser ndo-tendencioso em face de
omissdo de wvaridveis explicativas importantes. O termo constante € igualmente
significativo no nivel de 5%.

O teste realizado com estatistica F' confirma, também, a rejeicéio da hipdtese de
efeito nulo da variavel preco, o que era de se esperar, dada a equivaléncia dos testes F ¢ 7.

O coeficiente de determinagdo de 0,482 indica que a varidvel tarifa real foi

responsavel por 48,2% da variagéo da quantidade demandada, Q.

5.2 Determinacio via planilha eletrénica (computacionalmente) da Anova

Considere a Tabela 11, deseja-se estimar a equacfio da demanda obtidas pelas
formas funcionais linear, exponencial, potencial e semilogaritmica II e escolher a forma

funcional que melhor se ajusta aos dados.
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No caso de modelos com apenas uma variavel explicativa, a forma funcional mais
adequada pode ser escolhida em fungfio da magnitude do coeficiente de determinagéo (R
e da estatistica F. Quanto mais elevado o valor dessas estatisticas mais forte serd a
influéncia da variavel explicativa sobre a dependente, ou seja, os dados ajustam-se, mais

adequadamente, a forma matematica especificada.

1. Forma Linear: grafico e quadro de andlise (Anova)

Figura 7 - Forma Linear

| AN TR TR RN | NSNS (RN S (SO (NN (O I | WP [t |
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] C
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8 gp-] C
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80 5 . E
] . C
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] m— Linear C
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Tabela 13 — Resumo dos Resultados - funcdo linear
F.=5,318
Estatistica de regressdo tea=2,306
R*= 0,482 1.5 =2,306
Observagdes 10
ANOVA
gl SO MO F
Regressdo 1 1079,486 1079,486 7,436
Residuo 8 1161,414 145,177
Total 9 2240,9
Erro
Coeficientes  padrdo Stat t
Intersecéo 158,805 23,743 6,688
X — Tarifa -0,557 0,204 -2,727
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2.  Forma Exponencial: grafico e quadro de analise (Anova)

Figura 8 - Forma Exponencial
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y=189,198%0%
R?=0,483

®  Dados informados - Demanda x Tarifa
=== Exponencial
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Tabela 14 — Resumo dos Resultados - funcéo exponencial

150

F.=5318
Estatistica de regressdo tyc=2,306
R*= 0,483 fhe = 2,306
Observagdes 10
ANOVA
gl SO MO F
Regressdo 1 0,131 0,131 7,465
Residuo 8 0,140 0,017
Total 9 0,271
Erro
Coeficientes  padrdo Stat t
Intersecéo 5,243 0,261 20,109
X - Tarifa -0,006 0,002 -2,732
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3. Forma Potencial: grafico e quadro de analise (Anova)

Figura 9 - Forma Potencial

47

120 IO M I S| LIRS (NN s NN (S (N SN NS JONE QNN NN AU SR NN S DNOCN (N (N NN DN NS NN U S S IO |
] @ L
110 —: :—
i ® .
100 7] -
- =2411,0% %687 -
L Ig =0,485 N
80 —_ =
. ® -
] @®  Dados informados - Demanda x Tarifa C
70 — e PotenCial L
- . -
60 i T T T T I T T T T l T T T T I T T T T I T T T T I T T T T l T T B
80 a0 100 110 120 130 140 150
Tarifa
Tabela 15 — Resumo dos Resultados - fung¢do potencial
F.=5,318
Estatistica de regressdo t.a=2,306
R*= 0,484 tos=2,306
Observagdes 10
ANOVA
gl SO MO F
Regresséo 1 0,131 0,131 7,520
Residuo 8 0,139 0,0174
Total 9 0,270706864
Coeficientes Erro padrdo Stat t
Intersecéo 7,788 1,185 6,571

Ln X 0,687 0,250 -2,742




4. Forma Semilogaritmica 1I: grafico e quadro de analise (Anova)

Figura 10 - Forma Semilogaritmica II
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Tabela 16 — Resumo dos Resultados - fungfo Semilogaritmica II
F. =5,318
Estatistica de regressdo 1 =2,306
R*= 0,490 th,e =2,306
Observagdes 10
ANOVA
gl SQ MQ F
Regressdo 1 1097,787 1097,787 7,683
Residuo 8 1143,113 142,889
Total 9 2240,9
Erro
Coeficientes  padrdo Stat t
Intersegéo 392,081 107,283 3,655
InX 62,835 22,669 2,772

Segue tabela com as estatisticas de avaliagdo a serem consideradas para a escolha

da melhor forma funcional.
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Tabela 17 — R e Estatistica F’ fungdes: linear, exponencial, potencial e reciproca I

Forma funcional I'§ Estatistica F
Linear 0,482 7,436
Exponencial 0,483 7,465
Potencial 0,485 7,520
Semilogaritmica II 0,490 7,683

De acordo com MATOS (2000) como todas as equagdes tém o mesmo nimero de
variaveis explicativas, foram estimadas com uma amostra de mesmo tamanho (» = 10) e
todos os coeficientes tem o sinal correto, a forma Semilogaritmica II apresenta o melhor
ajustamento, dado que possui o mais elevado valor de R? (0,490) e da estatistica F (7,683).
De qualquer modo, € importante ressaltar que as especificagdes ndo diferem
significativamente ja que os valores dessas estatisticas sfo virtualmente idénticos. Assim,
adotando-se, adicionalmente, o critério da simplicidade, poder-se-ia escolher a forma
linear.

Em seguida serd realizado o Teste de Hipotese para cada um dos casos.
Relembrando:

Regra de deciséo para estatistica F: Se Fca = Ferit, €ntdo Rejeita Ho

Regra de decisdo para estatistica #;: Se |ta| = [tc |, entdo Rejeita Hy

Regra de decisdo para estatistica #,: Se |ty] = |tc »|, entlo Rejeita Hy

Segue Tabela 17 que mostra as estatisticas F e ¢ calculadas e critico e as respectivas

decisdes, conforme a fungéo:

Tabela 18 - Estatisticas F e ¢ funcGes: linear, exponencial, potencial e reciproca I

Forma funcional Calculado Critico Decisfio
F=17,436 F=5318 Presenca de efeito
Linear t,= 6,688 t, =2,306 Presenga de efeito
t,=-2,727 t, =2,306 Presenca de efeito
F=17,465 F=5318 Presenca de efeito
Exponencial t,=20,109 t,=2,306 Presenca de efeito
t,=-2,732 t, = 2,306 Presenga de efeito
F=17,520 F=5318 Presenca de efeito
Potencial t,=6,571 t,=2,306 Presenca de efeito
t,=-2,742 t, =2,306 Presenca dé efeito




Semilogaritmica II

F=17,683 F=5318 Presenca de efeito
t,= 3,655 t,=2,306 Presenca de efeito
t,=-2,772 t,= 2,306 Presenca de efeito
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Segue abaixo a Analise de Varidncia com dados reais. A amostra retirada de uma

tabela disponivel do site do Instituto Brasileiro de Geografia ¢ Estatistica (IBGE) informa

o rendimento médio mensal de determinada classe de trabalhadores de cinco regides

metropolitanas no periodo de fevereiro de 2002 a janeiro de 2016. Pela grande quantidade

de dados a tabela foi adaptada trabalhando-se apenas com a metropole de Sdo Paulo no

periodo de 2011 a 2015 totalizando 60 amostras.

De forma analoga ao que foi feito anteriormente, seguem os resultados:

1. Forma Linear: grafico e quadro de analise (Anova)

Figura 11 - Forma Linear - dados IBGE
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Tabela 19 — Resumo dos Resultados - funco linear - dados IBGE
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F.=4,007
Estatistica de regressdo tae=2,002
R*= 0,506 the = 2,002
Observagdes 60
ANOVA
gl SO MO F
Regressdo 1 3142130,236 3142130,236 59,453
Residuo 58 3065348,561 52850,837
Total 59 6207478,797
Coeficientes Erro padrdo Stat t
Intersecéo 1594,706 60,108 26,531
X - Més/Ano 13,214 1,714 7,711
2. Forma Exponencial: grafico e quadro de anélise (Anova)
Figura 12 - Forma Exponencial - dados IBGE
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Tabela 20 — Resumo dos Resultados - fungdo exponencial - dados IBGE
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F.=4,007
Estatistica de regressdo tye = 2,002
R*= 0,568 tyc= 2,002
Observacgdes 60
ANOVA
gl SO MO F
Regresséo 1 0,771 0,771 76,198
Residuo 58 0,587 0,010
Total 59 1,357
Erro
Coeficientes  padrdo Stat t
Intersecéo 7,388 0,026 280,975
X - Més/Ano 0,007 0,001 8,729
3. Forma Potencial: grafico e quadro de analise (Anova)
Figura 13 - Forma Potencial - dados IBGE
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Tabela 21 — Resumo dos Resultados - fun¢do potencial - dados IBGE
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F.=4,007
Estatistica de regressdo the=2,002
R*= 0,502 the = 2,002
Observagdes 60
ANOVA
gl SO MO F
Regresséo 1 0,681 0,681 58,364
Residuo 58 0,677 0,012
Total 59 1,357
Erro
Coeficientes  padrdo Stat t
Intersecéo 7,213 0,051 141,391
LnX 0,119 0,016 7,640
4. Forma Semilogaritmica II: grafico e quadro de analise (Anova)
Figura 14 - Forma Semilogaritmica II - dados IBGE
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Tabela 22 — Resumo dos Resultados - fungfo Semilogaritmica II - dados IBGE

Estatistica de regressdo
R*= 0,424
Observagdes 60
ANOVA
gl SQ

Regressdo 1 2631122,518
Residuo 58 3576356,278
Total 59 6207478,797

Coeficientes Erro padrdo
Intersegéio 1260,729 117,291
Ln X 234,431 35,888

F.=4,007
t.a=2,002
lLey™ 2,002

MO
2631123
61661,32

Stat t
10,749
6,532

F
42,670
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Segue Tabela 22 com as estatisticas de avaliagdio a serem consideradas para a

escolha da melhor forma funcional.

Tabela 23 - R’ e Estatistica F - dados IBGE

Forma funcional '3 Estatistica F
Linear 0,506 59,453
Exponencial 0,568 76,198
Potencial 0,502 58,364
Semilogaritmica II 0,424 42,670

Como todas as equagdes tém o mesmo niimero de varidveis explicativas, foram

estimadas com uma amostra de mesmo tamanho (n = 60) e todos os coeficientes tem o

sinal correto, a forma Exponencial apresenta o melhor ajustamento, dado que possui 0 mais

elevado valor de R (0,568) e da estatistica F (76,198). Em seguida serd realizado o Teste

de Hipdtese para cada um dos casos. Relembrando:

Regra de decisfo para estatistica F: Se Fcac = Fcrit, entdo Rejeita Hy

Regra de decisdo para estatistica #,: Se |ta] = [tc o], entdio Rejeita Hy

Regra de decisfio para estatistica #,: Se [ty| = [tc |, entdo Rejeita Hy

Segue Tabela 23 que mostra as estatisticas F e ¢ calculadas e critico e as respectivas

decisdes, conforme a fungfo:
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Tabela 24 - Estatisticas F e 7 - dados IBGE

Forma funcional Calculado Critico Decisao
F=59453 F=4,007 Presenca de efeito
Linear t,=1,711 t, =2,002 Presenca de efeito
t, =26,531 t, =2,002 Presenca de efeito
F=176,198 F=4,007 Presenca de efeito
Exponencial t,= 8,729 t,=2,002 Presenca de efeito
t, = 280,975 t,=2,002 Presenca de efeito
F =58,364 F=4,007 Presenca de efeito
Potencial t,=17,640 t,=2,002 Presenca de efeito
t,=141,391 t,=2,002 Presenga de efeito
F=42,670 F=4,007 Presenca de efeito
Semilogaritmica II t,=10,749 : t,=2,002 Presenca de efeito
t,=6,532 1, =2,002 Presenga de efeito

Como os valores das estatisticas F e ¢ calculados sdo maiores que os valores criticos
ou valores tabelados segue que o efeito conjunto das variaveis explicativas, no caso apenas
uma por ser regressdo linear simples e o efeito individual da variavel explicativa Més/Ano
e do termo constante exercem influéncia sobre a varidvel dependente, pois ha presenca de
efeito.

Um ponto a ser destacado é a pequena diferenga de valores de R* calculado: 0,506;
0,568; 0,502 e 0,424. E possivel especular que os pontos referentes as parcelas de 13°
saldrio podem estar influenciando em seu calculo. Como os pontos equivalentes a primeira
e a segunda parcelas destoam dos demais ¢ possivel que haja interferéncia no calculo do
coeficiente de determinagfo. Um teste a ser feito seria o de ignorar esses pontos ou dividir
0 excesso para os meses do ano todo e verificar quais seriam os novos parametros e efetuar

“1”

o célculo de R’. Sers que o R* seria mais proximo de demonstrando que a reta de

regressdo se ajusta melhor aos dados?
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Conclusoes

Através dos estudos e andlises efetuados neste Trabalho de Conclusdo de Curso,
verificou-se que o Método dos Minimos Quadrados (MMQ) é um método eficiente para
determinar os pardmetros desconhecidos de uma equagdo de condigdes, pois o coeficiente
de correlagéio de Pearson, 7, € o coeficiente de determinac3o, R?, associados a0 MMQ o
comprova.

Neste trabalho estudou-se regresséo linear e nfo linear simples com duas varidveis,
aplicado & drea de Matemadtica Aplicada, especificamente Econometria, onde se buscou
encontrar o melhor ajuste para um conjunto de dados minimizando a soma dos quadrados
das diferencas entre o valor estimado e o valor observado.

Ressalta-se a importancia de conseguir chegar a uma equagfio que tratando com
dados reais permite que decisdes possam ser tomadas ou fendmenos possam ser
compreendidos. No caso analisado consumo de energia elétrica residencial por ano em
Sorocaba-SP tém-se uma situa¢dio importante, onde de acordo com a previsdo, segundo a
equagdo encontrada o consumo de energia estava aumentando em um ritmo ndo ideal e
decisdes importantes e tempestivas, no caso, devem ser tomadas. O municipio de
Sorocaba, assim como outros, passou por programa governamental onde o consumo de
energia foi reduzido. Infere-se que houve acompanhamento através de calculos estatisticos
chegando-se a uma equagio estimada. No caso da analise da renda média do trabalhador ao
longo dos anos ¢ possivel fazer comparativos em relagdo a inflagdo e analisar o poder de
compra efetivo e a quantidade de capital injetado na economia, por exemplo.

Portanto, conclui-se que a utilizag@o da Regressfo Linear e ndo Linear associada as
Estatisticas de Avaliacdo e Teste de Hipéteses permite avaliar o quéo eficiente ¢ um
modelo estimado.

Entretanto as possibilidades de estudos e investigacdes néo se esgotam podendo ser

ampliadas para outras 4reas do conhecimento humano com outras formas funcionais.
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Dados do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE) adaptados para

utilizag¢do nesse trabalho. Os dados originais sdo do periodo de fevereiro de 2002 a janeiro

de 2016. No trabalho foram utilizados os dados da regifio metropolitana de S&o Paulo no

periodo de janeiro de 2011 a dezembro de 2015.

Tabela 119 - Rendimento médio nominal do trabalho principal, efetivamente recebido no més de
referéncia,
pelas pessoas de 10 anos ou mais de idade, empregadas com carteira de trabalho assinada

do setor privado, no trabalho principal da semana de referéncia, por regides

metropolitanas, segundo os meses de referéncia - jan.2011-dez.2015

Meses de referéncia

Rendimento médio nominal do trabalho principal, efetivamente recebido no més de referéncia, pelas

pessoas de 10 anos ou

mais de idade, empregadas com carteira de trabalho assinada do setor privado, no trabalho principal da

semana de referéncia

Regides metropolitanas

g Recife I Salvador l Belo Horizonte Rio de Janeiro Sé&o Paulo Porto Alegre
Estimativas (Em R$)

Janeiro 11 14256 1027,2 1126,8 1188,3 1470,8 1.580,00 1286,1
Fevereiro 1434,7 1031,1 1117,0 1216,8 1466,1 1.599,80 1260,6
Marco 1440,3 1005,4 1178,5 1243,6 1489,8 1.590,50 1260,9
Abil 1457,0 1004,2 1193,5 1266,6 1528,4 1.602,10 1255,1
Maio 1462,0 963,1 1196,0 13254 1476,0 1.621,50 1294,0
Junho 1482,0 1040,0 1214,4 1325,2 1487,8 1.638,80 1310,2
Julho 1466,9 1052,4 1208,3 1292,1 1495,5 1.616,10 1282,1
Agosto 1480,6 1001,9 1247,2 1259,1 1492,2 1.649,10 1302,0
Setembro 1486,1 1094,4 1272,3 1278,0 1446,7 1.661,50 1298,2
Qutubro 1499,0 1099,8 1260,9 1266,1 1488,2 1.671,50 1303,1
Novembro 1740,6 1109,1 1311,1 1387,9 1685,2 2.042,00 1404,6
Dezembro 2094,1 1456,1 1901,6 1784,4 2089,4 2.299,20 1933,1
Janeiro 12 15787 1124,3 1342,6 1359,9 1589,9 1.747,90 1354,3
Fevereiro 1576,3 1131,3 1366,2 1386,0 1622,3 1.726,60 1349,7
Marco 1553,2 1061,1 13314 1394,5 1597.8 1.700,90 1359,9
Abril 1557,8 1126,6 1304,1 1401,2 1601,3 1.696,90 1387,9
Maio 1689,2 1116,2 1323,6 1495,2 1675,4 1.753,30 1365,8
Junho 1596,4 1136,5 1307,6 1436,1 1690,4 1.767,70 1394,7
Julho 1626,3 1151,3 1338,6 1417,2 1621,8 1.811,90 1421,0
Agosto 1639,4 1141,9 1376,2 1433,4 1649,6 1.816,50 1439,4
Setembro 1640,2 1156,9 1325,2 1459,3 1680,8 1.793,40 1487,2
QOutubro 1652,6 1177,2 1328,9 14525 1687,7 1.824,80 14411
Novembro 1873,6 1275,2 1385,9 1508,2 1862,7 2.163,60 1632,2
Dezembro 2340,3 1553,3 1897,2 1976,4 2350,1 2.616,50 2120,7
Janeiro 13 1695,9 1218,6 1361,8 1504,5 1746,5 1.863,20 1485,8
Fevereiro 1706,6 12247 1343,1 1495,0 1783,1 1.880,70 1444,9
Marco 1702,0 1236,1 1315,6 15152 1730,8 1.894,90 1455,0
Abril 17211 1199,6 1320,1 1500,8 1776,4 1.914,00 1477,0
Maio 1724,0 1253,9 1360,8 1484,3 1764,7 1.899,80 1568,5
Junho 1723,3 1156,1 1345,2 1542,0 1760,4 1.200,00 1576,3
Julho 1747,2 1209,6 1356,3 1563,8 1823,5 1.901,00 1600,7
Agosto 1760,6 1234,3 1369,2 1545,5 1818,7 1.931,30 1583,8
Setembro 1769,2 1236,2 1370,5 1539,7 1812,4 1.948,00 1624,1
Outubro 1796,4 1261,6 1315,1 1675,7 1866,0 1.967,70 1688,8
Novembro 1953,6 1288,5 1383,7 1618,5 2028,1 2.164,40 1920,2




Dezembro
Janeiro 14
Fevereiro
Margo
Abril

Maio
Junho
Julho
Agosto
Setembro
Outubro
Novembro
Dezembro
Janeiro 15
Fevereiro
Marco
Abril

Maio
Junho
Julho
Agosto
Setembro
Outubro
Novembro
Dezembro

2372,1
1840,3
1857,7
1856,5
1881,2
1848,3
1862,5
1886,8
1897,2
1929,1
1941,3
2257,3
25741
1986,6
1970,3
1964,4
1960,8
1979,4
1978,6
2008,5
2005,9
1992,4
2032,8
2.407,3
2.701,6

19904
1274,8
1331,3
1365,8
1364,4
1377,1
1359,9
1383,8
1397,7
1362,2
1361.9
1639,8
2114,6
1478,5
1446,2
1373,7
1382,4
1411,0
1440,1
1403,1
1431,9
1404,5
1422,2
1.617,0
2.157,1

1730.9
1446,2
1432,3
1428,1
1449,2
1420,9
14248
1420,7
1389,2
1446,1
1468,0
1577.4
1826,0
1550,9
1458,5
1423,1
1469,0
1508,3
1528,7
1574,7
1526,9
1542,7
1601,3
1.615,9
1.862,7

1791,9
1608,9
1599, 1
1609,4
1611,3
1598,3
1604, 1
1661,4
1654,1
1700,6
1696,5
1667,2
1905,5
1728,5
1692,0
1686,5
1685,1
1697,9
1718,4
1724,9

-1743,8

1702,2
1728,4
1.748,8
2.339,4

24921
1970,7
2034,9
2006,9
2081,8
2042,9
2071,0
2055,6
2009,1
2063,5
2028,2
2222,2
2729,9
2117,8
2154,2
2123,4
2130,5
2192,0
2166,0
2262,5
2145,8
2123,3
21114
2.211,3
2.640,8

2.586,40
1.991,20
1.998,20
2.006,70
2.010,00
1.968,60
1.978,50
2.019,90
2.050,10
2.086,30
2.421,10
2.644,80
2.862,60
2.144,10
2.115,00
2.135,60
2.107,30
2.096,70
2.100,50
2.112,10
2.161,00
2.160,30
2.222,70
2.932,20
2.995,10

Fonte: IBGE, Diretoria de Pesquisas, Coordenacéo de Trabalho € Rendimento, Pesquisa Mensal de Emprego

jan.2011-dez.2015.

Nota: Exclusive trabalhadores

domésticos.

23437
1682,9
1662,9
1637,1
1693,7
1670,2
1713,1
1739,0
1784,7
17¢0,3
1792,2
19134
2332,7
1792,5
1795,8
1756,5
1804,9
1872,9
1882,4
1887,2
1870,9
1827,0
1889,0
1.931,3
2.697,2
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Segue tabela estatistica Distribuicéio #-Student ao nivel de 5% de probabilidade.

Tabela 25 - Distribuic8o #-Student
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Tabela 5. Limites unilaterais da distribuicho F de Fisher-Snedecor a0 nivel de 5% de probabilidade
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3.112

2817
2786
2776
279
2743
2728
2714
2701
2820
2606
2557
2525
2488
2483
2447
2408

2302
10.208

2474
2450
2445
2432
2421
2336

214
2191
2175
2.138

2130
2097
2058

2016
1977

10

1

12

13

2.040
1.080
1.975
1.858
1819

2418
19,306
8785
5064
4735
4060
3837
3347
3437
2978
2854
2752
267
2802
2544
2404
2450
2412
2378
2348
2321

2275

1.951
1827
1810
1870

2430
19.405
8.763

2439

12.412 10410

8745
5012

2447

8718
5801
4.855
3.976

2459
10420
8703
5.858
4810

35N
3218
3.006
2845
2718
2817

2874
3445
3.150

2774

2191
2155
2124
2086
2071

2861
251
2426
2330

2151

231

2178
2114

201
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Segue tabela estatistica Distribuicdo F. Considerando ao nivel de 5% de

probabilidade, foi usada a coluna 0,025% de cada lado.

Tabela 26 - Distribui¢do F

Valores associados & cauds direita
hid
_ 98 025 0,2 01% 81 0 m‘m«‘{; ﬂw‘“ $ 10,0008
0,325 1,000 1,375 KT 078 3 2 658 <,’
21 B2E% Efﬁ 16 1,061 1,386 1,986 Pm i,xz 6,965 i,ﬁ}i 33.5&
3 bar 0,765 G378 1,250 3,638 2,353 1182 %543 5841 1292
83N @741 0,943 1,190 1,533 2332 2,778 3,747 4,604 86319
5 0287 6727 0970 56 1478 2015 1571 3365 4012 6,869
6 0265 0718 0808 1134 1440 1043 2447 3343 3907 5959
7 6,163 4711 089 119 141% 1898 1,388 2.99% 349% §,408
D262 2,708 o889 1308 1387 1 2,308 2,898 3,355 5,041
2 B.261 4,203 G883 1,400 $.383 181 2,362 2,821 3350 4,781
10 0,260 4,700 Lare 1,093 .31 1,812 3,238 2,764 1,165 4587
11 f.280 0,697 $.476 3.088 1,363 1,798 2.401 2,718 1108 4.4
12 235 G89% 4873 1,083 138 1M L1 2681 3088 a8
13} 035 0694 080 LYY 1,350 1,771 160 28650 3012 42
4] 0258 0692 0as8 L&?ﬁ .35 1761 145 25 1937 4540
181 0258 O69 0858 1,074 1341 1,753 243t 2,602 1947 4,073
18 5,248 6,5@ pass .01 132 1,746 213 2,583 54 015
27 oaer 9,689 0,863 1,069 1,333 1,740 2118 2,867 1,898 3,985
181 0267 Q488 0882 1087 4, 1,73« 2101 2552 a28x 393n
W o257 £.688 8851 1,066 1,328 1,229 093 2,539 4,961 3,88
20 0,257 0,687 o850 1,064 1,328 3.725% 2,088 2518 2,845 3,850
1) 0257 G688 TA58 1,063 1,321 1,74 1.086 2,518 2,831 3.819
22 0,256 ©.686 $.858 1,061 1,321 5,737 2,024 2,508 2,819 37383
23] 9356 0685 0858 1060 1,318  L7I4 3065 2500 2807 3,768
24 0,I58 0,685 o857 1,059 1,318 1,711 2,064 2492 2,787 3,785
25] D256 0684 D856 1,088 1,216 1,708 2080 2485 2787 3,7
26] 0056 0684 0856 1,058 31315 3,706 1,056 2479 2,772 3,707
270 %756 0884 0SS5 31057 1,314 1703 2052 2473 2771 3,689
28 L2568 0,683 {855 1,056 1,312 3701 2,048 2,467 2.763 3674
29 D258 0,683 0,854 1,085 1311 18 2,045 2,462 2,75 3*6!&
30 0,256 4,683 0854 1,055 1,310 1,697 2,042 £457 7% 3
A0F 9285 2,681 0,851 LUSG 1,303 1.684 208 2423 2,704 3 535&
50 G255 0,679 6,849 1,047 1,296 1,676 2009 2,403 2678 3,495
60 0,254 0,679 D848 1,045 1,296 3671 2,000 2390 2,860 3,480
70 0,254 0,678 8,847 1,044 1,294 1,667 1,594 2,388 2,548 R s
80l ©254 0878 0846 1043 1,292 1664 1,990 2,374  2.63% 3,418
j0{ 0254 o837 0,845 1,082 1,281 1,662 1987 2,368 2,632 3,402
B 0,254 4677 5,845 1,042 1,280 £ 1,884 2,354 2,828 3,390
120 0,254 677 D845 1081 §,28% 1,658 1,980 2,358 24617 3 3?3
oo ©I53 0674 08T 1036 1287 1845 1980 236 3 3
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