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Resumo

O presente trabalho foi desenvolvido a partir do estudo da Teoria de Averaging e sua aplicacao
para se determinar o nimero maximo de ciclos limites que bifurcam do centro planar perturbado
por uma classe de sistemas diferenciais polinomiais.

Para realizar os estudos citados acima, primeiro serd feita uma sintese sobre alguns temas dos
aspectos gerais da teoria qualitativa das EDOs como aspectos qualitativos de equagdes diferenciais
envolvendo sistemas lineares, Teorema de Existéncia e Unicidade de solugdes, nogdes basicas
de campos de vetores, Teorema do Fluxo Tubular, conjuntos limites das trajetérias, Teorema de
Poincaré-Bendixson, entre outros. Ao finalizar este trabalho foi possivel perceber a importancia

do estudo dos ciclos limites para a qualificagdo de sistemas diferenciais e suas aplicacoes.

Palavras-chave: Equacgdes Diferenciais; Sistemas Dinamicos; Ciclos Limites; Método Avera-

ging.

Abstract

The present work was developed from the study of the Averaging Theory and its application
for the determination of the maximum number of limit cycles that bifurcate from the planar center
disturbed by a class of differential polynomials systems.

In order to carry out the above mentioned studies, we will first make a synthesis about some
of the general aspects of the qualitative theory of ODEs, such as qualitative aspects of differential
equations involving linear systems, Theorem of Existence and Uniqueness of solutions, basics
of vector fields, Tubular Flow, limit cycle of trajectories, Poincaré-Bendixson Theorem, among
others. At the end of this work it was possible to perceive the importance of the study of the limit

cycles for the qualification of differential systems and their applications.

Keywords: Differential Equations; Dynamic Systems; Limit Cycle; Averaging Method.



Introducao

Ao estudar os sistemas diferenciais € comum nos voltarmos para problemas envolvendo solu-
¢oes periddicas ou de equilibrio, pois estas irdo aparecer em vdrias aplicacdes de maneira prética.
Ao desenvolver estas teorias é normal encontrarmos vdrios tipos de classificacdes e divisdes dos
sistemas diferenciais, de acordo com algumas caracteristicas em comum que compartilham como
sistemas Dinamicos, Gradientes e Hamiltonianos.

Quando fazemos um estudo ’qualitativo’ das equagdes diferenciais estamos nos voltando para
o estudo de suas caracteristicas basicas e como elas se comportam. Assim, determinamos a ’quali-
dade’ de um sistema diferencial a partir da andlise de seus pontos criticos, sua estabilidade, e suas
solucdes limitantes.

A motivacdo para buscar este tema foi devido ao fato de que, ao estudar em Portugal, foi
possivel ter contato com uma disciplina de equacdes diferenciais, porém, apenas em nivel linear.
Assim, devido ao ndmero considerdvel de possiveis aplicacdes e ramos de estudos, este tema foi
escolhido.

A primeira fase do trabalho, composta pelos capitulos 1, 2 e 3, consta de um estudo introdutério
sobre os resultados basicos da Teoria Qualitativa das Equacdes Diferenciais Ordindrias enfatizando
os sistemas planares. Para isso se faz necessario um estudo de dlgebra linear bdasica aplicado ao
estudo dos sistemas de equacdes diferenciais lineares. Sao abordados os seguintes temas: Teorema
de Existéncia e Unicidade de solucdes, nocdes bdsicas de campos de vetores, os conjuntos limites
das trajetdrias, Teorema de Poincaré-Bendixson e a Aplicacdo de Primeiro retorno de Poincaré em
sistemas planares. As principais referéncias para esta etapa do projeto sdo os livros de HIRSCH,
SMALE e DEVANEY (1974), PERKO (2006) e SOTOMAYOR (1979).

Em seguida, no capitulo 4, este trabalho serd voltado para as solugdes periddicas que sdo des-
critos por uma funcdo x : R — R? cujo comportamento é descrito por um sistema planar de
equagoes diferenciais ordindrias (EDQO’s). Uma fun¢do = : R — X, onde X é um conjunto arbi-
trario nao-nulo, é periddica se x(t +1") = x(t), paratodo t € R e ¢t € uma varidavel tempo. Entre as
solucgdes periddicas, denominamos ciclo limite uma solugdo periddica isolada em uma determinada
vizinhanca.

A nocgdo de ciclo limite surgiu pela primeira vez nos estudos de equacdes diferenciais no plano

realizados por Poincaré entre os anos de 1880 e 1890. No final da década de 20 Van der Pol,
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Lienard e Andronov, no estudo de certos fendmenos elétricos, obtiveram certas equagdes especiais
de segunda ordem para as quais ocorriam os ciclos limites idealizados por Poincaré. Desde entdao
a ndo existéncia, a existéncia, a unicidade e outras propriedades dos ciclos limites foram estudadas
extensivamente por matemadticos, fisicos, quimicos, biélogos e economistas.

Em 1990, em Paris, durante o II Congresso Internacional de Matematicos, o matemético Da-
vid Hilbert elaborou uma lista com 23 temas de pesquisa para o proximo século. Nenhum dos
problemas havia tido solucdo até entdo, e varios deles acabaram se tornando muito influentes na
matemadtica do século XX. Desta lista, dois problemas permanecem abertos. Sendo um deles a
conjectura de Riemann e o outro o 16° problema de Hilberst.

Originalmente, Hilbert formulou seu 16° problema em duas partes. A primeira delas é de
interesse da geometria e a segunda questiona sobre o niimero maximo e posi¢ao relativa de ciclos
limite de sistemas polinomiais planares. Durante o século XX e estes primeiros 18 anos do século
XXI a pesquisa sobre ciclos limite tem sido um dos grandes objetivos de Teoria Qualitativa de
Sistemas Dindamicos. Porém muitas perguntas continuam sem respostas.

Os problemas de Hilbert citados acima e os matematicos que os resolveram podem ser encon-
trados no livro de Yandell (2003).

Devido a dificuldade de se resolver o 16° Problema de Hilbert como fora proposto, véarios novos
enunciados foram surgindo para o problema. Um exemplo € o estudo do niimero méximo de ciclos
limite que bifurcam de um centro, conhecida como versdo fraca do 16° Problema de Hilbert.

Um método para o estudo das orbitas periddicas é Averaging. De forma resumida, a Teoria
de Averaging estabelece uma relacio entre as solucdes de um sistema diferencial ndo autdbnomo
dependente de pequeno parametro, e as solugdes de um novo sistema diferencial obtido, que é
autdbnomo.

A segunda fase do trabalho é focado no Método de Averaging. Alguns modelos matematicos
envolvendo sistemas planares sao selecionados e neles aplicados tal método. Aqui € utilizado como
bibliografia basica o artigo de Llibre, Mereu e Teixeira (2010).

Assim, o objetivo geral deste TCC € realizar um estudo introdutério de sistemas dindmicos
principalmente no problema de encontrar ciclos limites em sistemas planares, através de estudos
de resultados cldssicos da teoria qualitativa das equagdes diferenciais e do Método de Averaging,
bem como a aplicagao de tal conhecimento para o calculo do nimero de ciclos limites que podem

bifurcar de centros planares. Para atingir estes objetivos foram propostos outros objetivos ao autor:
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- Aprender a fazer levantamento/pesquisa bibliografica;

- Despertar o interesse pela matemadtica, principalmente no ramo de sistemas dindmicos e,
futuramente, desenvolver estes assuntos num curso de pds-graduagao;

- Possibilitar ao aluno ndo s6 o preenchimento das lacunas em sua formag¢do mas também

aprimorar seu espirito critico.
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CAPITULO 1

SISTEMAS LINEARES

Uma breve introducdo ao estudo de sistemas de equacdes diferenciais serd dada neste inicio.
As imagens utilizadas neste capitulo foram produzidas pelo préprio utilizando o aplicativo Mathe-

matica, citado nas referéncias.

1.1 Aspectos Gerais de Sistemas Planares

Vamos comecar os estudos com os sistemas de equacdes diferenciais dando algumas definicdes

basicas.

Definicao 1.1.1. Uma equacdo diferencial ordindria (EDO) é uma equacdo que contém uma ou

vdrias derivadas da fungdo incognita.

Alguns exemplos de equacao diferencial sdo:

d? d
md—; + bd—i + ka = 0, oscilador harmonico

T+ % sen x = 0 péndulo

Seja {2 um subconjunto do espaco vetorial R x [E, onde R € a reta real e E = R™ é um espaco

euclidiano de dimensdo n. Sejam f : {2 — [E uma aplicacio continua e / um intervalo real. A

1



funcdo diferenciavel ¢ : I — [ é uma solugdo da equagdo

dz
- = f(t.2) (1.1)

d
no intervalo / quando o conjunto {(¢, p(t));¢t € I} estd contido em ) e d—f(t) = f(t, (1))
paratodot € I.

Definicao 1.1.2. Um sistema de equagoes diferenciais lineares é da forma:

(

= filt,x1, T2, ..., xy)
33'/2 = fz(t,xl,l'z, ,ﬂfn) (1 2)
= folt,x1, 29, ...,2,),

\

onde f; sdo fungoes lineares com n + 1 varidveis.

Para simplificar as notag¢des iremos utilizar

€

T

E assim iremos escrever o sistema de equagdes da forma matricial X’ = f(¢, X) onde

f1<t,l’1,l'2, ...,{I?n>

ft,X) =
falt,x1, 2o, .., )

Aqui iremos tratar de sistemas auténomos, que sdo aqueles onde nenhuma das f; dependem de

t. Assim o sistema fica na forma X' = f(X).

Sistema Planar

Ao longo deste capitulo iremos tratar de equacoes diferenciais de segunda ordem, que sao

aquelas da forma: =" = f(¢, x, 2’). Podemos fazer a seguinte substitui¢do de varidveis:

r =Y

2



= f(x,y) (13)

Considerando X = (z,y) e F = (f(X), g(X)) , podemos escrever o sistema (1.3) na forma

X'(t) = F(X(t)). Vamos utilizar como exemplo o seguinte caso:

Neste exemplo € facil visualizar que uma possivel solugdo é:

x(t) = sent
y(t) = cost
Este sistema € equivalente a equagao diferencial de segunda ordem z” = —x. A forma geral

de escrever uma equacao diferencial de segunda ordem linear é:
a(t)z” + b(t)a’ + c(t)z = f(t).
Um caso especial € quando temos os coeficientes constantes, e assim

azr" +bx' +cx = f(t) =

b t
y':—Ex——y—i-&.
a’  a a

E um caso ainda mais especial é quando temos f(¢) = 0, que damos o nome de homogénea.

Sistema Linear Planar

Agora iremos nos restringir a classe dos sistemas planares lineares. Os casos autdbnomos assu-

mem a seguinte forma:
/

= ax—+by (1.4)

y = cx+dy.



Considere

Agora podemos escrever o sistema (1.4) na forma X’ = AX.
Chamamos de ponto de equilibrio as solu¢des x(t) da equagdo (1.2) tais que F'(z(t)) = 0.

Assim para encontrar os pontos de equilibrio do sistema (1.4) fazemos 0 = AX:
0=ax+ by
0=cx+dy.
E assim temos:

Proposicao 1.1.3. Considere o sistema linear planar X' = AX.
1. Se det A # 0, o sistema tem um tinico ponto de equilibrio.
2. Se det A = 0, o sistema possui uma linha reta de pontos de equilibrios (e A ndo é a matriz

nula).

Agora passaremos a procurar as solugdes do sistema que ndo sao de equilibrio. Para isso iremos

recordar os conceitos de autovalor a autovetor.

Definicao 1.1.4. Um vetor Vy ndo-nulo é chamado de autovetor de A se AVy = AV, para algum

valor de ). E neste caso )\ é chamado de autovalor.

Teorema 1.1.5. Suponha que Vy é um autovetor da matriz A com autovalor associado )\ . Entdo a

fungdo X (t) = MV é uma solugdo do sistema X'(t) = AX (t)

Demonstracao: Temos:

X(t) = (M) = XMV = eMAVy = M AV = AeMVy = AX(t).



Solucao Geral do Sistema Linear

Vimos que foi possivel encontrar um solugdo do sistema a partir do autovetor V{ e do autovalor
A da matriz A. Assim, se A possuir dois autovalores distintos A\; # Ay poderemos encontrar duas
solu¢des. Mas como podemos encontrar uma solugdo geral do sistema?

Vamos supor que a matriz A possui dois autovetores V; e V5 linearmente independentes.

Agora vamos supor que Z(t) = aX;(t) + fX2(t) (X1(t) e Xo(t) sdo as solu¢des associadas

aos autovetores citados anteriormente) € uma solucio do sistema. Para confirmar fazemos:
Z(t) = AZ(t)

Z(t)

AlaXy (1) + BX(1))
Z(t) = aAX;(t) + BAX:(t)
Z(t)" = aXi(t) + BX5(1)
Logo, podemos concluir que Z(t) é solugdo do sistema.

Teorema 1.1.6. Supondo que A tem um par de autovetores V e Vs, e autovalores reais associados

A1 # Aa. A solugdo geral do sistema X' = AX é dada por
X(t) = aeM'V; + BV,

Exemplo 1.1.1. Vamos encontrar a solugdo geral do sistema:

Cor 2
X' = X,
10

Primeiro iremos encontrar os autovalores de A:

1—X 2 5
det(A — A\I) = det D
1 —-A
Este polindmio obtido é chamado de polinémio caracteristico. Igualando a zero obtemos os
autovalores \; = 2e Ay = —1.

Para encontrar os autovetores faz-se:

(A=)
Y 0



E assim encontramos:

2 1
Vi = Vo =
1 1

Por fim obtemos a solugdo geral do sistema:

Para encerrar este capitulo iremos apresentar o Principio da Linearidade.

Teorema 1.1.7. Considere o sistema planar X' = AX. Supondo que Y:(t) e Ya(t) sdo solucdes

do sistema e que Y1(0) e Y5(0) sdo linearmente independentes, entdo
X(t) = aYi(t) + BYa(t)
é a tinica solugdo do sistema que satisfaz X (0) = aY1(0) + BY>2(0).

A demonstracdo deste teorema pode ser encontrada no livro de HIRSCH, SMALE e DEVA-
NEY (1974).

1.2 Retrato de Fase e Classificacao de Sistemas Planares

Agora iremos observar como se comportam os sistemas planares de acordo com a classificagcdo
de seus autovalores, e por consequéncia, iremos ver como sao os retratos de fase de cada um.

Antes de comecar a falar sobre os retratos de fase, temos que citar algo importante. Os exem-
plos que serdo dados no decorrer deste capitulo sdo todos simples, para facilitar a compreensao
dos conceitos. Usaremos as matrizes denominadas candnicas:

Aol |a B N1

Y Y
0 u -0 « 0 A
Deste modo € possivel surgir a divida: Mas como tratar de um sistema que possui matrizes
mais complexas? Basta que utilizemos transformagoes lineares para fazer com que o sistema dado

passe a ser composto pelas matrizes canodnicas.



Vale lembrar que uma transformago linear é uma fungio 7" : R* — R? definida por:

T ar +b
7|7 = Y

Y cr +dy

Assim, iremos transformar um sistema X’ = AX, que poderia ser mais complicado, em um
outro da forma Y’ = (T"1AT)Y. Se Y (¢) € uma solugio do do sistema obtido com a transforma-

¢do, entdo X (t) = TY (t) € uma solugdo do sistema original.

Para encontrarmos a matriz inversa 7! vamos lembrar que uma matriz A ¢ invertivel se

det A # 0. Assim, considerando que det A # 0 faz-se:

41 d —b
CdetT |_. 4

Agora a pergunta que fica é&: Como enconrar a transformacao linear T? Na maioria dos casos
utilizamos os autovetores da matriz A para compor as colunas da matriz T, como serd mostrado ao
longo deste relatdrio.

Para mais informacdes detalhadas sobre estas transformacdes lineares pode-se consultar os

livros de HIRSCH, SMALE e DEVANEY (1974) e PERKO (2006).

Autovalores Reais Distintos

Considere um sistema X’ = AX, onde A possui dois autovalores reais distintos A; # \o.

Podemos ter 3 possiveis situacdes:

1.>\1<0<>\2;
2)\1<)\2<0,
3.0 < Ay < Aq.

Vamos mostrar os exemplos mais simples dos trés casos, para que seja possivel ver a diferenca
entre eles.

1°) A\ < 0 < A9t Neste primeiro caso o exemplo mais simples seria:

R DV
X' = X
0 A



Como ja foi visto anteriormente, para determinar a solucdo geral deste sistema primeiro encon-
tramos o polinémio caracteristico (A — A1)(A — \y), resultando nos autovalores A; e Ay. Posteri-

ormente encontramos oS autovetores correspondentes

1 0
Vi= Vo =
0 1

E assim, a solucao geral do sistema seria:

1
X(t) = aeM? + Ber?t
0

A partir do estudo das solucdes de um sistema podemos montar um retrato de fase do mesmo.

O retrato de fase de um sistema € a representagdo de seu conjunto de solu¢des. Ao montar o
retrato de fase, cada curva observada representa uma solu¢ao do mesmo.

Agora vamos analisar o retrato de fase do sistema deste primeiro caso. Para isso precisamos
entender o comportamento das solugdes. Temos que V; = (1,0), assim, as solugdes referentes a
este vetor formam uma linha reta no eixo x. Temos ainda que A\; < 0, assim as solucdes irdo tender
para (0,0) quanto x tender para oo. Neste caso temos uma linha estdvel. Com relagio ao outro
vetor, Vo = (0, 1), temos uma linha reta no eixo y, e como Ay > 0, as solugdes tendem para co.
Aqui temos uma linha instdvel. Todas as outras solucdes do sistema irdo seguir as orientagdes das

solugdes descritas acima. Assim, o retrato de fase pode ser observado na Figura 1.1.

Figura 1.1: Retrato de fase do sistema 2’ = —x;1 = v.
10} ' . 4
AAAAA L PV AN
AAAAA YN
OOV NN NN RN
P il CAN | YN N R
.-v%//r ‘ A W
"m“‘\\\\\ \ P
N NN [y v g

I RGN SN B e
NNNNN N | A x
NNNNNN YV H A

S0 NNNNNY YV F Y AN

-10 -5 0 5 10



Neste caso o ponto de equilibrio do sistema € chamado de sela. Note que a posi¢cdo dos vetores

V1 e V5 determina a orientacdo das solugdes, assim como podemos ver no proximo exemplo.

Exemplo 1.2.1. Considere o sistema:

, 01
X' = X
3 2
Temos que A\; = 3 Ay = —1. O retrato de fase serd similar ao caso anterior, mas orientado

pelos autovetores V; = (1,3) e Vo = (—1,1). Uma representac@o deste sistema pode ser vista na

Figura 1.2.

Figura 1.2: Retrato de fase do sistema 2’ = y;9' = 3z + 2y.

10 R
‘\\ ----- /_! 4 A A
‘..\\--,%;_rg.‘!f‘ll
\'-\\,__,—‘.'r".‘“‘l

N Vo \ . efbfﬁl
b Y -Je;#
by 'I'w'ff

0—}+.-]‘ O I
Yoy o4 ro . ot
'+|l,1 \\=:t

SEorrdade [ N
AN A AR
yrvygoroy ) \
rid e N

S0 oy p b YAl

2%) A1 < Ay < 0: Vamos utilizar o mesmo exemplo do item anterior

R DY
X' = X,
0 A

Como ja vimos, a solugdo geral do sistema €

Agora vamos estudar o comportamento das solu¢des para determinar o retrato de fases. Os
autovetores sdo os mesmos do primeiro caso, porém, os autovalores sdo ambos negativos, logo,
quando ¢ — oo as solugdes tendem para (0, 0). Neste caso, sabemos que A; < \o, assim falamos

que o autovalor \; é o mais forte, pois a coordenada x das solucdes irdo tender para 0 mais rapido

9



do que as coordenadas y. Assim, no retrato de fase as solucdes irdo tender para 0 tangenciando
a reta que corresponde ao autovalor mais fraco, neste caso, \o. Podemos observar este retrato de

fases na Figura 1.3. Neste caso o ponto de equilibrio do sistema é chamado de nd estdvel.

Figura 1.3: Retrato de fase do sistema 2’ = —2x;1 = —v.
10+
i S e ] [ AV AV o o
S N A
5L e S SN ﬂ%\ N / ¥ ;@,’"
i o N 1 /.r T i ik
I \.\ S e
- =~ " - -
0p ——— } s
e e e =
I / \\ o ————
R P I N
B 2 A (Y N
A A f TR N N
0L A A A4 h N Y Y R

TR 0 5 10
3%) 0 < A3 < A;: Novamente utilizaremos o sistema

R DY
X' = X,
0 A

Mas agora temos que os dois autovalores sdo positivos, e assim, ao contrario do 2° caso, as
solugdes irdo se afastar do ponto de equilibrio tendendo para co. A orientagdo das solugdes segue
0 mesmo raciocinio do item anterior, ou seja, tangenciando o eixo em que o autovalor € mais fraco.
Podemos observar este retrato de fases na Figura 1.4. Neste terceiro caso chamamos o ponto de

equilibrio do sistema de ndo instdvel.

Autovalores Reais Iguais

Também podemos ter o caso onde a matriz A possui autovalores repetidos. Novamente vamos
utilizar o caso mais simples:
A0

X' = X
0 A

Aqui o polindmio caracteristico seria (A\; — A\)? = 0, e assim o tnico autovalor seria . Mas ao

tentar encontrar os autovetores é possivel perceber que todo vetor ndo-nulo é um autovetor de A.

10



Figura 1.4: Retrato de fase do sistema 2’ = 2x;y' = .
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Logo, as solugdes seriam linhas retas tendendo para (0,0) se A < 0, e tendendo para oo se A > 0.
Aqui temos um ponto de equilibrio chamado de né prdprio, e o retrato de fase do sistema seria

como mostra a Figura 1.5.

Figura 1.5: Retrato de fase do sistema x’ = 5x; y’= Sy.
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Um caso um pouco mais complicado € quando temos o seguinte sistema:
, Al
X' = X.
0 A

Agora o tinico autovetor possivel € v = (1,0), e assim a solugdo seria uma unica linha reta.
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Para encontrarmos mais solu¢des utilizamos a técnica chamada de método dos coeficientes
indeterminados, que pode ser vista com mais detalhes no livro de Hirsh (1974), onde ap6ds analisar

o sistema se chega a conclusdo que a solucdo geral € da forma:
1 t
X(t) = ae™ + pet
0 1
Neste caso o ponto de equilibrio € chamado de no impréprio, e o retrato de fase do sistema é

da forma como mostra a Figura 1.6.

Figura 1.6: Retrato de fase do sistema 2’ =z + ;1 = v.
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Autovalores Complexos

No caso dos autovalores complexos, podemos dividir em dois grupos, de acordo com a organi-

zacgdo do retrato de fase.

I°Caso: Quando temos um sistema da forma:

0
X' = P X.

-8 0
Aqui temos o polindmio caracteristico A + 3% = 0, e assim os autovalores sdo 4if3. Ao

fazermos o célculo do autovetor relativo a A = i3, encontramos v = (1,7) e assim teriamos a

solugdo da forma:

. 1
X(t) = e .
i
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Agora, como estamos trabalhando com um sistema de equagdes reais, nio seria adequado

termos uma solugdo complexa. Utilizamos a férmula de Euler e fazemos:
iBt _ -
e = cos ft + isen [t.
E agora nossa solucio ficaria na forma:

X(1) cos 3t + i sen [3t
—sen [t + i cos 5t

Separando os fatores reais e imagindrios da nossa solucdo temos:

X(t) = XRe(t) + Z)(Im(t)

cos Ot sen St
X(t) = P +1 &
— sen (St cos [(t
E podemos verificar que Xg.(t) e X, (t) sdo ambas solu¢des do sistema original. Assim, ao

fazer a combinacdo das 2 podemos encontrar a solu¢do geral do sistema:
X(t) = k1 XRge(t) + ko X1 (t).

Por fim, para construirmos o retrato de fase basta observar que as solug¢des sao periddicas de
periodo 27 /3 e assim a representacdo é um circulo em torno da origem. Se o valor de § for positivo
entdo a orientacdo das solucdes é no sentido hordrio, se o valor de /3 for negativo entdo o sentido é
anti-horario, assim como mostra a Figura 1.7. Neste caso o sistema € chamado de centro.

2°Caso: Quando temos um sistema da forma:

X' = X.
_B o

Agora o polindmio caracteristico é A — 2a\ + a? + 3% e os autovalores o + 3. O autovetor

associado a a + i3 é novamente v = (1,4). Assim, temos a solugdo:

X(t) — ae(a-l—iﬂ)t 1
(3
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Figura 1.7: Retrato de fase do sistema 2’ = 3y;y' = —3x.

SRR Y
NN

N

\

|

)

¥

K ¥

A
/’/%/’/ N
/A
e

\
}:\ \;__-/
~ ——Tmes

v,
= s

,,,,,

N
AN
. .\\
:ﬁ
2

Sy

R WASE L e Y

AAA T
AAA

-t /////W—-a-—a.m‘x\\\

E assim como no caso anterior utilizamos a féormula de Euler para obter as solugdes reais, e

agora adicionamos nas solugdes '
X(t) = e Xpe(t) +ie™ Xy (t).
Chegando a solucao geral da forma:

sen [t
—sen [t cos (3t

Para construir o retrato de fase devemos considerar a influéncia de e’ nas solugdes. Temos que
quando o < 0 o retrato de fase é composto de espirais tendendo para a origem, € quando v > 0
elas irdo se afastar da origem. Neste caso o ponto equilibrio do sistema € chamado de espiral

estdvel ou espiral instdvel, como podemos ver na Figura 1.8.

Plano Traco - Determinante e Classificacio Dinamica

Nesta parte do trabalho iremos apresentar dois tipos de classificacdo para os sistemas plana-
res. Uma € o plano trago-determinante e a outra é dinamica, envolvendo a no¢do de sistemas

conjugados. Vamos considerar o sistema abaixo:
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Figura 1.8: Retrato de fase dos sistemas: (a) 2’ = —x+43y;y' = —3z—ye(b) 2’ = 2+ 3y;y = -3z +y.
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O traco de A, tr(A), é igual a soma dos elementos de sua diagonal principal, isto é, a + d. O

determinante de A, det(A), é dado por ad — be. Ao calcularmos o polindmio caracteristico de A

temos:
N —(a+d)\+ (ad — bc) =0

AN —tr(A)A + det(A) = 0.

E assim, resolvendo a equagdo do segundo grau temos:

M = %[tr(A) + /(A = ddet(A)].

Ao fazermos A\, + \_ percebemos que o resultado é igual ao traco de A, e A .. \_ € igual ao
determinante de A. Assim é possivel ver que os valores do traco e do determinante estdo liga-
dos a solucd@o do polindmio caracteristco, logo, estdo ligados ao comportamento do sistema. Por

exemplo, chamando 7" = tr(A) e D = det(A), com relac@o ao autovalores de A, temos:

1. T7? — 4D < 0 : Complexos com parte imagindria
2.T? — 4D = 0 : Reais e iguais
3. 7? — 4D > 0 : Reais e distintos

Também podemos relacionar T e D com o comportamento do retrato de fase do sistema. Pri-

meiramente vamos tomar o caso onde os autovalores sdo reais e distintos, 72 — 4D > 0:

1. D < 0 : Ponto de Sela
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2.D > 0,T < 0: N6 estavel
3.D > 0,7 > 0 : N6 instavel

Se tivermos autovalores complexos com parte imagindria diferente de zero, 7% — 4D < 0:

1. T'= 0 = Central
2.T' < 0 = Espiral estavel
3.7 > 0 = Espiral instdvel

Agora vamos juntar todas essas informacdes de uma maneira geométrica. Para isso vamos
construir um plano chamado Trago(x)-Determinante(y). Nele iremos inserir a parabola que repre-

senta T? = 4D, e assim, obtemos a Figura 1.9.

Figura 1.9: Representacdo do plano traco-determinante.

det (A) det(A)=tr(A) / 2
Espiral Estavel Espiral Instavel
= i i

Portanto, € possivel perceber que ao encontrar os valores de T e D podemos obter vérias infor-
macdes sobre o sistema, isso sem nem mesmo calcular seus autovalores e autovetores.

Agora vamos mostrar uma classifica¢do de sistemas mais dindmica, baseada no comportamento
das solugdes. Vamos considerar a solucdo ¢o(Xy) que satisfaz a condig@o inicial Xy. Assim,
®0(Xo) = Xo. A fungdo ¢(t, Xo) = ¢+(Xo) é chamada de fluxo da equagdo diferencial, enquanto

que ¢; € mapa de tempo t ou solucdo de tempo t do fluxo.
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Assim, teremos dois sistemas dinamicamente equivalentes quando existir uma funcio s que
leva um fluxo a outro, e assim, a func¢do /4 deve ser um homeomorfismo, ou seja, uma aplicacdo que
seja continua, invertivel e a sua inversa seja continua.

Vamos supor que os sistemas X’ = AX e X’ = BX possuem fluxos ¢* e ¢Z. Dizemos que

os dois sistemas sdo conjugados se existir um homeomorfismo h : R? — R? que satisfaz:

6" (t, (Xo)) = Mo (t, Xo)).
O homeomorfismo h é chamado de conjugacdo. Assim, a conjugacdo leva as solucdes de
X' = AX para aquelas de X' = BX.
Agora a partir destas definicdes podemos criar uma nova maneira de classificar os sistemas.
Vamos tratar dos casos onde os sistemas possuem matrizes na forma candnica, pois como vimos

no capitulo anterior, podemos transformar um sistema mais complexo em um candnico.

Definicao 1.2.1. A matriz A é chamada hiperbdlica se todos os seus autovalores possuem parte

real diferente de zero. Também dizemos que o sistema é hiperbdlico.

Teorema 1.2.2. Sejam A, e Ay matrizes 2% 2 hiperbdlicas. Entdo os sistemas X' = A;X;j = 1,2,
sdo conjugados se e somente se cada matriz tem o mesmo nimero de autovalores com parte real
negativa.

Assim, duas matizes hiperbdlicas produzem sistemas lineares conjugados se ambos os conjun-

tos de autovalores pertencem a mesma categoria abaixo:

1. Um autovalor é negativo e o outro positivo;
2. Ambos autovalores possuem parte real positiva;

3. Ambos autovalores possuem parte real negativa.

A demonstragdo deste teorema pode ser encontrada em HIRSCH, SMALE e DEVANEY (1974),

1.3 Sistemas Lineares em Dimensoes Maiores

Nos itens anteriores estdvamos tratando de sistemas lineares de ordem dois. Agora iremos

passar a considerar sistemas com dimensdes maiores. Vamos dividir os sistemas em trés grupos,
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um deles contendo autovalores reais distintos, outro contendo autovalores complexos e por fim um

contendo os autovalores repetidos.

Autovalores Reais Distintos

Primeiro vamos considerar os sistemas que possuem 7n autovalores reais distintos Ay, ..., A,. Ja
vimos que € possivel fazer uma transformagao linear para simplificar o sistema X’ = AX em um
sistema Y’ = (T'AT)Y da forma:

Y1 = My

y; = An¥n.

Considerando uma condig¢do inicial Y (¢) = (¢, ..., ¢, ), a solugdo do sistema que satisfaz esta

condic¢do inicial é:

cpetnt

Assim, como também ja foi visto, a solugdo do sistema X’ = AX neste caso seria X (t) =

TY (t), e podemos escrever da forma:

n

Mt
E c;je V.

j=1

Agora vamos supor que os autovalores sao negativos até uma certa ordem k (A1, ..., \y) € a partir
desta ordem sdo todos positivos (Agi1, ..., Ay ). Assim, temos um sistema hiperbdlico, onde todos as
solugdes que comegam no subespago gerado por Vi, ..., Vi pernacem no mesmo. E também, cada
solucdo tende para a origem quando ¢t — oo. Este subespago é chamado de subespaco estdvel.
Analogamente, o subespago gerado por V1, ..., V,, contém as solucdes que se afastam da origem,
e é chamado de subespaco instdvel. Assim, podemos dizer que este sistema assume uma forma de

sela. agora com maior dimensao.
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Vamos dar um exemplo de dimenséo 3:

1 2 -1
X' =10 3 —2| X.
0 2 -2

Esta matriz possui trés autovalores 2, 1 e -1 com autovetores associados (3,2,1), (1,0,0) e
(0,1,2), respectivamente. Deste modo podemos simplificar o sistema utilizando a matriz dos auto-

vetores:

o O =
—

que converte o sistema X' = AX em:
20 0
Y'=(T'AT)Y =10 1 0 |Y.
00 -1

No qual € facil encontrar a solugdo. E em seguida multiplicando a solugdo deste sistema Y’ =

(T~ AT)Y por T encontramos a solugio geral do sistema X’ = AX:

3 1 0
Xt)=ce® 2|+’ 0| +ee |1
1 0 2

Considerando as informagdes dadas no comego desta se¢do, identificamos a parte estdvel como
sendo aquela correspondente ao autovalor negativo A3 = —1, ou seja, o vetor (0,1,2). E a parte
instdvel seria aquela correspondente aos autovalores positivos A\; = 2 e A\, = 1, ou seja, o plano
gerado pelos vetores (3,2,1) e (1,0,0). Este caso estd representado na Figura 1.10.

Agora vamos considerar o caso onde a matriz A possui apenas autovalores negativos. Podemos

utilizar uma transformacao linear e obter:

A 000
Y =(T'AT)Y = |0 X, 0]Y,
0 0 A3
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Figura 1.10: Representacdo do retrato de fase sela em 3 dimensdes, orientado pelos autovetores
(3,2,1),(1,0,0),(0,1,2).

onde \3 < Ay < A;. Neste caso todas as solugdes irdo tender para a origem, e assim, temos
uma representacdo de No Estdvel de maior dimensdo. Na Figura 1.11 podemos ver um exemplo

onde é dada a condicdo inicial (g, Yo, 20)-

Autovalores Complexos

Também vamos considerar o caso onde a matriz A n X n possui k; autovalores reais e 2k,
autovalores complexos, onde n = k; + 2k,. Assim, apés fazermos a mudanga de coordenadas, o

sistema fica na forma:

.17; = )\j.flfj,
uy = oquy + B,
Ul/ = —Blul -+ ;.
comj=1,..,kiel=1,.., k. Neste caso as solu¢cdes sdo dadas por:

L — et
xj = c;e’,

w = pre®t cos Bit + qe® sin fit,

20



Figura 1.11: Representacdo do retrato de fase n6 estdvel em 3 dimensdes, orientado por 3 autovetores

negativos.

w = —pe™sin Bit 4+ g™t cos fit.

Tendo isso em vista podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 1.3.1. Considere o sistema linear X' = AX onde A possui autovalores distintos Ay, ..., \g,

€Reay +if,...,au, + 10, € C. Seja T a matriz que coloca A na forma candnica:

A

A
T AT = h
By

onde
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Entdo a solugdo geral do sistema X' = AX é TY (t), com:

cretMt

Cke)\klt
a,e*t cos Bit + bie®tsen Bt

—a1e*tsen Byt + bre®tt cos it

g, €7%2" 08 Pyt + bi,e®2" sen fy,t

—aye® 2! sen By, t + by, e 2" cos Py, t

As colunas da matriz 7' formam os autovetores correspondentes a cada autovalor. E assim
como no caso anterior, os subespagos gerados pelos autovetores correspondentes aos autovalores
com parte real negativa sdo estdveis, e aqueles com parte real positiva sdo instdveis.

Agora vamos mostrar dois exemplos de como podem se comportar os sistemas que possuem

autovalores complexos.

Exemplo 1.3.1. Primeiro consideraremos o sistema:

0 1 0
X'=|-10 0]|X
0 0 —1

A matriz ja estd na forma candnica. Seus autovalores sdo +7 ¢ —1. Se levarmos em conta uma

condic@o inicial (xg, yo, 29), obtemos a solugdo geral do sistema:

cost sent 0
X(t)=wzo | —sent | +yo | cost | +z0e™ |0
0 0 1

Aqui temos um caso onde a parte estdvel encontra-se ao longo do eixo z, enquanto que todas
as solugdes do plano xy viajam em circulos centrados na origem. Assim, é formado um cilindro

em R3, como mostra a Figura 1.12, e é conhecido como central espiral.
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Figura 1.12: Representacdo do retrato de fase central espiral em 3 dimensdes.

Exemplo 1.3.2. Agora vamos considerar o sistema:

—0,1 0,0 1,0
X'=1]-1,0 1,0 —1,1| X.
—1,0 0,0 —0,1

Aqui para encontrar os autovalores utilizamos o polindmio caracteristico
(1,00 — A)(A* 4 0,02) + 1.01) = 0.

E assim obtemos A = 1,0; —0.1 & 7. Resolvendo (A — AJ) X = 0 encontramos os autovetores
(0,1,0) e (—i7,1,1), onde parte real é (0,1, 1) e a parte imagindria é (—1,0,0). Logo, a matriz T

fica na forma:

0 -1 0
T=11 0 1
1 0 0
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E o sistema X’ = AX fica na forma:

0,1 1,0 0,0
Y'=1-1,0 —0,1 0,0]Y
0,0 0,0 1,0

Podemos perceber que agora o sistema possui uma linha instdvel ao longo do eixo z, enquanto
que o plano zy € estavel. Neste caso as solu¢des formam uma espiral tendendo para zero no plano
estavel. Este sistema é chamado de sela espiral. As diversas solugdes do sistema formam planos
estaveis em forma de espirais em direcao ao eixo z, conforme as coordenadas de z crescem ou

decrescem, assim como esta representado na Figura 1.13.

Figura 1.13: Representacdo das solugdes de sela espiral em diregdo ao eixo z.

—
<

= 7

@D

Autovalores Repetidos

No caso da matriz A possuir autovalores repetidos, a transformacao linear nos apresenta matri-

zes que contém blocos da forma:
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A

Vamos considerar o caso de uma matriz 3 X 3 com autovalor \:

A1 0
X'=10 N 1| X
0 0 )\

O tnico autovetor associado a A é (1,0,0). Note que a partir da linha trés podemos concluir
que
A
x3(t) = cze™.
E assim na linha dois:

Tl = A1y + cze
To(t) = coe™ + cate.
E por fim, na primeira linha:

z = Ay + e + cgte

t2
21(t) = cre™ + cote™ + c3—eM.

2
Juntando as informacdes, obtemos a solucdo geral:
1 t t2/2
Xt)y=ceM|o| +ee | 1] +ezeM]| ¢
0 0 1

Note que quando A\ < 0, devido aos termos exponenciais, todas as solu¢des tendem para zero.

Este caso estd ilustrado na Figura 1.14. Isso ocorre exatamente como vimos no sistema planar com

autovalores repetidos.
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Figura 1.14: Representacdo do retrato de fase com autovalores repetidos em 3 dimensdes.

Definicao de Matriz Exponencial

Vamos agora estudar um modo diferente de resolver sistemas lineares. Considere um sistema

linear de primeira ordem, ou seja, do tipo:
2 (t) = ax(t)

Assim, a solucao para esta equagao pode ser obtida de maneira simples, sem utilizar autovalores

e autovetores. Apenas utilizamos o exponencial de @ e obtemos a solucio () = c;e(*), pois:
2'(t) = acre® = ax(t).

Este método também funciona quando temos uma matriz A n X n, porém, precisamos saber
como encontrar a exponencial de uma matriz.
Vamos primeiro recordar que uma funcdo exponencial pode ser descrita como uma série que

converge para todo x € R, da forma:

Assim, podemos tentar 0 mesmo raciocinio para matrizes. Precisamos elevar até uma certa

1
ordem k e em seguida multiplicar por o



Definicao 1.3.2. Seja A uma matriz n X n, a exponencial de A é definida como a matriz
ok
A
k!
J=0

E preciso ter sempre atencdo sobre a convergéncia desta soma de matrizes. Dizemos que

uma matriz exponencial converge se todos os seus elementos convergem. Vamos observar alguns

exemplos:

Exemplo 1.3.3. Considere a matriz Ag,o:

A O
A=
0 Ao
Elevando A até uma certa ordem k temos:
el o
0 A

Logo, a matriz exponencial serd da forma:

Dm0

A _ | k=0
e’ = oy
0 2
k!

k=0

E por fim, a as séries acima irdo convergir para:
4 M0
(& =
0 e

O exemplo acima lembra o caso onde temos matrizes com autovalores reais distintos. Aqui foi

relativamente simples elevar a matriz A até a ordem k.
Observe agora um exemplo mais complicado.

Exemplo 1.3.4. Considere a matriz Asy»
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E possivel perceber que este exemplo lembra o caso onde temos matrizes com autovalores reais
repetidos. Assim, iremos encontrar a forma exponencial da matriz t A, ao invés do exponencial da

matriz A. Faz-se:

(tA) = (EA)F ktE (A
0 (tA)®

E em seguida temos a matriz exponencial:

2 AR tAk
Z tA tet)\
ﬁ 0 e
k!
k=0
Exemplo 1.3.5. Considere a matriz As o

0
A= ol

B8 0

sobre esta matriz temos que:

0 1
A=A =5
~1 0

=LA = -5 :

0 1
A4:54];A5:/B5 :
-1 0

E assim por diante, até encontrarmos a matriz A elevada a uma certa ordem k:

OO ﬁQk o0 ﬁ?k—i—l

Z Jom ZE(_MW

_ =0 k=
A= o0 BQk—&-l

k 0 6%
- (-1 Qk (2k + 1)! kz_o( om

k=0
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Logo, encontrando a fun¢do que representa cada uma das séries temos:

cos(fB)  sen(p)
—sen(B) cos(d)

Percebemos que este exemplo lembra o caso onde temos matrizes com autovalores complexos.

Propriedades de Matriz Exponencial

Vamos mostrar que as matrizes exponenciais possuem muitas propriedades semelhantes as

fungdes exponenciais. A primeira proposicao mostra algumas operagdes que podem ser feitas.

Proposicao 1.3.3. Considere as matrizes A, B e T, sendo elas n x n. Entdo:
1. Se B =T~ AT, entdo e® = T 'eAT
2. Se AB=BA, entdo e*t8B = ¢4l
3t =(eM!
Demonstragio:A prova da parte (1) vem das identidades T~ (A + B)T = T 'AT + T 'BT e
(T~*AT)* = T~ AT Portanto:
"L AF " (T7TAT)*
-1 .
U DIE o D D vt
k=0 k=0

Para provar (2) observe que, como AB = BA, nés temos pelo teorema binomial que:

Portanto devemos mostrar que
AJ BF = AJ =, B
DR DI N DOk
j+k=n Jj=0 k=0

Para provar esta igualdade iremos mostrar que as matrizes irdo convergir uma para a outra.

Considere as somas parciais:

2m /V Bk W1<Aj m ng
72m22 ZF? 3 Om = 27 ; B = M

n=0 \j+k=n j=0 k=0
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Devemos mostrar que a subtragdo das matrizes 72, — 5, converge para zero quando m —
oo. Com esta finalidade vamos mostrar que ||y2m, — || — 0 quando m — oo, onde || M || =

max |m;;|. Chamando ), como a soma dos termos satisfazendo:
J+E<2m0<j<mm+1<k<2m.
Enquanto que ) _, é a soma dos termos satisfazendo:
J+E<2mm+1<7<2m,0<k<m.

Podemos realizar um calculo, visto com mais detalhes em HIRSCH, SMALE e DEVANEY
(1974), para mostrar que:

| Rk | Rk
fYQm_@mﬁm:ZAJB +ZAJB

— J! k! > J! k!
Portanto temos:
Al ||| B* A ||| B*
H’Y2m—amﬁm|‘§21: iz +22: s
E assim:
Adll|| B UN|JE; || Bk
> STl ] = > il > T
1 j=0 k=m+1

Este fator tende para zero quando m — oo, € como ja sabemos:

m

2

J=0

Al

- < enlIAll < 00
7]

Similarmente podemos encontrar que » ., — 0 quando m — oo. Portanto, lim,,_, - (Yy2m —
amfBm) = 0, provando a propriedade.
Por fim, observe que a afirmagio (3) da proposi¢do implica que e & invertivel para cada matriz

A. Isso € andlogo ao fato de que e* # 0 para todo niimero real a.

A préxima proposigio é sobre a relagio entre os autovetores da matriz A e os da matriz e,

30



Proposicao 1.3.4. Seja V' um autovetor da matriz A associado ao autovalor \, com'V € R. Assim,

V também é um autovetor da matriz e®, neste caso associado ao autovalor e

Demonstracao:Como AV = AV, temos:

Existe também uma proposi¢do referente a derivada de uma matriz exponencial.

Proposicao 1.3.5. Considere a matriz A n x n.

%em = At = A
Demonstracao: Temos:
detA plt+h)A _ tA olAGhA _ tA
dt A0 h B0 h
otA(ehA _ T ehA T
lim Q = ¢ lim = e A.
h— 0 h h— 0 h

O fato de que o tltimo limite é igual a A segue da definicdo de série de 4. Observe que A

comuta com cada termo da série para e*“, portanto com e*“. Isso prova a proposicio.
|

Agora vamos voltar a resolu¢do de sistemas de equagdes diferenciais. A seguir temos o Teo-

rema Fundamental das Equag¢des Diferenciais Lineares com Coeficientes Constantes.

Teorema 1.3.6. Considere a matriz A n X n. O problema de valor inicial X' = AX com X (0) =
Xo possui uma tinica solugdo que é:

X(t) = etAXO

Demonstracao:Pela propriedade anterior temos:

detAXO

tA
_ MAX,.
dt e Ao
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Mais ainda, como %4 X, = X, segue-se que esta é uma solucdo do problema de valor inicial.

Para ver que ndo ha outras solugdes, seja Y (¢) uma outra solucdo que satisfaca Y (0) = X e defina
Z(t) = e MY ().

Entao:
d eftA

dt
= 7'(t) = —Ae MY (1) + Ae Y (1) =

Z'(t) = Y(t) +e Y (t) =
= Z'(t) = e Y ()(-A+ A) =
= Z'(t)=0

Portanto temos que Z(t) é uma constante. Tomando ¢t = 0 mostra que Z(t) = Xy, de modo

que Y (t) = e X,. Isso completa a prova do teorema.
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CAPITULO 2

SISTEMAS NAO-LINEARES

Neste capitulo iremos comegar os estudos sobre os sistemas nao-lineares. Aqui iremos ver
que, ao contrdrio dos sistemas lineares, nem sempre poderemos descrever as solu¢des do sistema.
Algumas vezes poderemos ver que existem infinitas solucdes, ou até mesmo casos onde o sistema
nao possui solu¢do para um valor inicial. Assim, até mesmo propriedades bédsicas como existéncia
e unicidade de solugdes ndo podem ser provadas de maneira genérica. Assim, ao tratar de sistemas
nao-lineares veremos que as teorias e hipdteses serdo um pouco mais complicadas. Deste modo,
iremos mostrar neste capitulo como identificar os casos onde os sistemas se adequam as técnicas

gerais das solugdes de equacdes diferenciais, e também os casos onde essas técnicas falham.

2.1 Aspectos Gerais de Sistemas Nao-Lineares

Como j4 foi dito, a maioria dos sistemas ndo-lineares ndo possuem uma solucdo analitica. E
também, em alguns casos, sistemas com dimensdes maiores possuem um comportamento total-
mente cadtico, e mesmo que pudéssemos encontrar uma solucao particular, ela ndo seria suficiente
para entendermos o comportamento deste sistema em larga escala. Assim, temos que procurar no-
vas técnicas para entender estes sistemas. Vamos utilizar uma combinagdo de técnicas analiticas,

geométricas e topoldgicas.
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Sistemas Dinamicos

Primeiramente vamos comecar falando sobre os sistemas dindmicos, que sao maneiras de des-
crever a passagem de tempo ao longo de todos os pontos em um espacgo S. Dado um valor inicial
X € R”, um sistema dindmico ird nos dizer onde X estard depois de 1 unidade tempo, depois de
2 unidades de tempo, e assim por diante. O valor inicial no tempo zero € chamado de X, seguido
por X;. No geral, a trajetéria de X é dada por X;.

Temos trés tipos principais de sistemas dindmicos. Quando X; € dado usando apenas nimeros
naturais, dizemos que o sistema € discreto. Se o sistema depender de t de uma maneira continua,
utilizando nimeros reais entdo dizemos que o sistema é continuo. E por fim, se além de continuo
também for diferencidvel, dizemos que o sistema € suave.

A funcdo que leva t a sua posicdo X; é uma sequéncia de pontos ou uma curva em R". De

maneira formal temos:

Definicao 2.1.1. Um sistema dindmico suave em R" é uma fungdo continua e diferencidvel ¢ :
R — R™onde ¢ : (t,X) = ¢;(X) que satisfaz:

1. ¢o : R™ — R" € a fungdo identidade: ¢po(Xo) = Xo;

2. A fungdo composta ¢y 0 ¢s = ¢y € vdlida para todo t, s € R.

Exemplo 2.1.1. Para a equagdo diferencidvel de primeira ordem 2’ = ax, a fungio ¢;(Xy) =
Xo.€(® é uma solugio desta equagio e também define um sistema dindmico suave em R.
De maneira geral, um sistema dinamico suave sempre produz um campo de vetores em R"” pela

regra:

d

FX)=—|  ¢u(X),

dt|,_,

onde ¢; € mapa no tempo t associado ao fluxo do sistema X' = F'(X).

Neste caso temos um sistema bem definido e continuo ao longo do tempo. Porém, nem sempre

iremos encontrar sistemas nesta forma.

Exixténcia e Unicidade

Considere o sistema de equagdes X’ = F'(X), onde F' : R™ — R"™. Uma solugdo deste sistema

seria uma funcdo X : J — R” definida num intervalo J C R, tal que para qualquer valor ¢t € J:
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Um problema comum em equacdes diferenciais € encontrar a solucao para um problema de
valor inicial, ou seja, determinar a solu¢do do sistema que satisfaz a condi¢do X (tg) = X, para
todo Xy, € R". (para simplificar normalmente usamos ¢, = 0). Como ja foi dito anteriormente,
nem sempre os sistemas nao-lineares irdo possuir uma solu¢do que satisfaz uma certa condicao

inicial.

Exemplo 2.1.2. Considere o sistema simples de primeira ordem:

1 r <0,
-1 z>0.

Este campo de vetores em R € direcionado para a esquerda quando z > 0 e direcionado para
a direita quando x < 0. Consequentemente, ndo existe solu¢do que satisfaz a condi¢@o inicial
z(0) = 0, pois tal solu¢do deveria inicialmente decrescer, pois z'(0) = —1, mas para todos os
valores negativos de x, as solucdes crescem. Isso ndo pode acontecer. O problema acontece
pois o campo de vetores ndo € continuo em zero. Sempre que este fato acontece podemos ter a

possibilidade de que os vetores nesta vizinhanca apontem para direcdes contrarias.

Além destes casos onde nao existe uma solucio para uma determinada condi¢ao inicial, tam-
bém poderemos encontrar sistemas que possuem mais de uma solu¢do para um mesmo problema

de valor inicial.

Exemplo 2.1.3. Considere a equagao diferencial 2’ = 3z3. A fungdo nula f(¢) = 0 é claramente
uma solugiio para o problema de valor inicial f(0) = 0. Porém, uma outra fungdo f(t) = 3

também € uma solucdo satisfazendo a mesma condi¢ao inicial.

Observando estes dois casos anteriores fica claro que ndo podemos afirmar a existéncia e uni-
cidade das solugdes de maneira geral para os sistemas ndo-lineares. Podemos ver que no primeiro
exemplo a fun¢do ndo era continua em zero. J4 no segundo, a funcio ndo era diferencidvel em zero.
Felizmente, as equagdes diferencidveis que normalmente aparecem em aplica¢des sdo continuas e

diferencidveis. Assim, levando em consideragao estas restricdes podemos enunciar o teorema:
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Teorema 2.1.2. (Existéncia e Unicidade): Considere o problema de valor inicial X' = F(x),
com X (ty) = Xy, onde Xy € R". Supondo que F é da classe C1, entdo existe uma solucdo para
este problema de valor inicial, e esta solucdo é unica. Mais precisamente, existe a > (0 e uma
solugdo unica:

X :(to—a,tp+a) CR—-R"

satisfazendo a condicdo inicial X (to) = X.

A prova deste importante teorema pode ser encontrada em HIRSCH, SMALE e DEVANEY
(1974).

Assim, podemos ver que sempre € possivel admitir a existéncia de uma solucd@o tinica em um
intervalo maximo. Porém, veremos que nao existe garantias de que a solucao estard definida para

todo tempo, ndo importa o quio agraddvel F(X ) possa parecer.

Exemplo 2.1.4. Considere a equagao diferencial em R:
=1+ 2>

Essa equagio tem como solucio a fungio 2(t) = tan(t + ¢), onde ¢ € R é uma constante. E ficil

de entender que esta solu¢do ndo pode ser estendida para um intervalo maior do que:

Tctc—c4 X
—c—— —Cc+ —=.
5 5

Isso por que a func¢do z(t) — oo quando t — —c £+ /2.
Logo, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.1.3. Seja U C R"™ um intervalo aberto, e F : U — R" de classe C'. Considere a
solugdo X (t) do sistema X' = F(X), definida em um intervalo aberto mdximo J = (a,b) C R,
com b < oco. Entdo, dado qualquer conjunto fechado e limitado K C U, existe um t € (a,b) tal
que X(t) ¢ K.

Este teorema nos diz que se uma solu¢do ndo pode ser estendida a um intervalo de tempo maior,
entdo esta solucdo deixa qualquer conjunto fechado e limitado em U. Isso implica que X (¢) deve

chegar arbitrariamente perto do limite de U quando ¢ — b, assim como quando ¢ — a.
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Dependéncia Continua das Solucoes

Agora iremos complementar o teorema de existéncia e unicidade com uma propriedade que

descreve a dependéncia continua da solu¢do X () com uma condigdo inicial X (0).

Teorema 2.1.4. Considere a equacdo diferencial X' = F(X), onde F : R™ — R™ ¢ de classe
C. Supondo que X(t) é uma solucdo desta equagéo definida em um intervalo fechado |ty,t,] com
X(tog) = Xo. Existe uma vizinhanga U C R" de X e uma constante K, tal que, se Y, € U, entdo
existe uma solugdo tinica Y (t) também definida em [to, t1] com Y (to) = Y. Além disso, para todo

t € [to, t1], Y (¢) satisfaz:
Y (1) — X(1)] < K|Yy — X|eftt0),

Este resultado nos diz que solu¢des X (¢) e Y'(¢) que comegam juntas, permanecem juntas para
um ¢ proximo a t,. Enquanto que, se estas solugdes se separarem, elas ndo irdo faze-lo com um

parametro mais rdpido do que exponencialmente. Podemos também chegar a mais uma conclusao.

Corolario 2.1.5. (Dependéncia continua em Condigées Iniciais): Seja ¢(t, X) o fluxo do sistema

X' = F(X), onde I é de classe C'. Entdo ¢ é uma funcdo continua de X.

Nao € raro encontrarmos equacdes diferenciais que dependem de pardmetros. A pergunta que
fazemos €: como as solucdes desta equacao irdo depender deste parametro? Como no caso anterior,
as solugdes irdo depender continuamente desses parametros, desde que o sistema dependa dos

parametros de uma forma continua e diferenciavel.

Teorema 2.1.6. (Dependéncia Continua em Pardmetros): Seja X' = F,(X ) um sistema de equa-
coes diferenciais, no qual F, é continuamente diferencidvel em ambos X e a. Entdo o fluxo deste

sistema também depende continuamente de a.

Equacao Variacional e Linearizacao

Considere o sistema auténomo X’ = F(X), onde F é de classe C'. Se ¢(t, X) € o fluxo
deste sistema, nds ja vimos que ¢ € continua na varidvel X. Agora, no préximo teorema que sera

enunciado, poderemos ver que ¢ € continua e diferencidvel em ambos ¢t e X:
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Teorema 2.1.7. (Suavidade do Fluxo): Considere o sistema X' = F(X), onde F é de classe C".
Entéo o fluxo ¢(t, X ) deste sistema também é de classe C*, ou seja, as derivadas parciais O¢ /Ot

e 0p/0X existem e sdo continuas.

E possivel ver que podemos calcular ¢/t para qualquer valor de t, contanto que saibamos a

solu¢do X, onde temos:

o

E(t XO) = F(¢(t7 XO))7
¢
8_X(t’ Xo) = D¢y (Xo),

onde D¢; € a jacobiana da fungdo X — ¢;(X). Para encontrar o valor de 9¢/0X também
precisaremos conhecer as solu¢des proximas ao ponto inicial, visto que precisaremos calcular as
derivadas parciais dos varios componente de ¢;. Podemos contornar esta pequena dificuldade
introduzindo a equagdo variacional ao longo da solucdo através de X.

Considere o sistema X’ = F'(X). Seja X (¢) uma solug@o particular do sistema definida para ¢

em um intervalo J = [a, b]. Fixando ¢, € J e definindo X (¢y) = X, para todo t € J fazemos:

onde D F ;) é a matriz jacobiana de F no ponto X (¢). Como F é de classe C"', A(t) é uma familia
continua de matrizes n X n.

Considere a equagdo linear ndo-auténoma U’ = A(t)U. Ela é conhecida como a equacdo
variacional ao longo da solu¢ao X (¢). Para garantir que esta equacdo possua uma solugdo definida

em todo .J, para cada solug@o inicial U(ty) = U, temos:

Teorema 2.1.8. Seja A(t) uma familia de matrizes n X n continuas, definidas para todo t € [a, b].

Entdo o problema de valor inicial:
X' =A)X, X(ty) = Xo
possui uma solugdo unica que estd definida em todo o intervalo [a, b].

Voltando para a equacdo variacional, sabendo que ela possui uma solu¢do definida em todo

intervalo J, se U(t) é uma solugdo que satisfaz U(t,) = Uy entdo a fungdo
t— X(t)+U(t)
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¢ uma boa aproximagdo para a funcdo Y(¢) da equagdo autdbnoma com valor inicial Y (¢y) =
Xo + Uy, desde que Uy seja suficientemente pequeno.

Assim, dado um sistema qualquer X’ = F(X), com um ponto de equilibrio em X, consi-
deramos a equagdo variacional ao longo desta solug¢do, U’ = AU, com A = DFYy,, sendo um
sistema linear autébnomo. Este sistema é chamado de Sistema Linearizado em X. Ao redor de um
ponto de equilibrio do sistema ndo-linear, o retrato de fase se assemelha ao do sistema linearizado
correspondente.

Agora, utilizando os resultados acima, podemos enfim calcular com certeza o valor de 9¢/0X.

Teorema 2.1.9. Considere o sistema de equagcoes diferenciais X' = F(X), onde F é de classe C".
Seja X (t) uma solucdo deste sistema que satisfaz a condigdo inicial X (0) = X, definido para
todo t € [a,b]. Seja U(t,Uy) a solucdo da equagdo variacional ao longo de X (t) que satisfaz
U(0,Uy) = Uy. Entdo:

Dy(Xo)Up = U(t, Uy).

Demonstracao: Para provar este teorema precisamos antes enunciar uma proposi¢ao que nos diz:
1. X(t) € uma solugdo do sistema X’ = F(X), com F de classe C', ondeX (t) estd definida
para todo t € [o, §] e também X () = Xo;
2.U(t) é a solugdo da equag@o variacional ao longo de X(t) que satisfaz U (ty) = Up;
3. Y (t) é a solugdo do sistema que satisfaz Yy = X, + Uj. Entdo o limite:

V() (X0 +U()
Up— 0 |Us|

converge para 0 uniformemente em ¢ € [«, 3.
Assim, para todo t € [« ] fazemos:

&e(Xo + hUp) — ¢, Xo T U(t, hlUy)
= lm ———
h h— 0 h

Do (Xo)Up = }}i_r)no =U(t,Up)
[ |

Resumindo, temos que d¢/0.X aplicada a Uy é dada resolvendo a equagdo variacional corres-

pondente comegando em Uj.
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2.2 Equilibrio de Sistemas Nao-Lineares

Como ja vimos, nem sempre € possivel encontrar solu¢des para os sistemas nao-lineares. Po-
rém, temos uma exce¢do quando tratamos de solucdes de equilibrio. Desde que possamos resolver
as equagdes algébricas, podemos encontrar os pontos de equilibrio. Como ja trabalhamos ante-
riormente com sistemas lineares, aqui, podemos utilizar as técnicas de linearizacdo para estudar
o comportamento das solucdes proximas. Em muitos casos as solucdes de equilibrio sdo as mais
importantes de um sistema.

Ao tratar das solugdes de equilibrio temos duas situacdes possiveis. Quando temos um sistema
linearizado hiperbdlico, seu retrato de fase ird se assemelhar ao do sistema nao-linear correspon-
dente. Porém, quando o sistema ndo € hiperbdlico, os retratos de fase irdo apresentar uma grande

diferenca.

Nos Estaveis e Instaveis Nao-Lineares

Levando em consideracdo o que foi dito anteriormente, aqui iremos trabalhar com os sistemas
que possuem uma linearizacdo hiperbdlica, ou seja, sistemas que possuem todos os autovalores
com parte real ndo-nula. Vamos comecar descrevendo o comportamento dos sistemas que apre-
sentam No6s. Para facilitar, iremos utilizar os resultados abaixo em casos planares, porém, eles

também serado validos em R".

Teorema 2.2.1. Linearizacdo: Suponha que o sistema n-dimensional X' = F(X) tenha um ponto
de equilibrio em X que seja hiperbolico. Entdo o fluxo ndo-linear é conjugado ao fluxo do sistema

linearizado em uma vizinhanga de X,

Nao vamos provar este teorema aqui, ja que a prova requer técnicas analiticas além do que
estudamos neste relatério, quando existem autovalores presentes tanto em partes reais positivas
quanto negativas.

Para visualizar melhor, considere o sistema ndo-linear X’ = F'(X) e suponha que F'(X) = 0.
Assim, DF'(X,) denota a matriz Jacobiana de F’ calculada no ponto Xj. Temos entdo o sistema

linearizado préximo a X, da forma:

Y' = DF(X,)Y.
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Agora vamos nos restringir aos casos onde o equilibrio do sistema planar linearizado possui

um n6 em zero. Suponha que nosso sistema seja:

o= f(z,y)
¥ = gz,y),
onde f(zo,y0) = 0 = g(zo,yo). Podemos fazer uma mudanga de coordenadas u = = — xy e
v = Y —1o, € assim 0 novo sistema possui um ponto de equilibrio em (0,0). Podemos também supor
que g = Yo = 0 no inicio. Em seguida fazemos uma outra mudanga de coordenadas que coloca o

sistema linearizado na forma candnica. Vamos assumir que neste caso o sistema linearizado possui

autovalores distintos —\ < —p < 0. Assim, apds essas mudangas, nosso sistema fica na forma:

= —Ax+ h(z,y)

/

y' = —py + ha(z,y),

onde as fungdes h; (x,y), J = 1,2, contém todos os termos de ordem superior, isto é, em termos
de sua expansdo de Taylor, cada h; contém termos que sdo de ordem quadrada ou superior em x
e/ou y. Equivalentemente, utilizando r?> = 22 + y? temos que:

h.
hm ] (x7 y)
(z,y)—(0,0) r

=0.
E agora o sistema linearizado fica na forma:

T =—-\x
Yy = —puy.

Neste sistema linearizado, podemos recordar que o campo vetorial sempre aponta para dentro
do circulo de raio r, centralizado na origem. O mesmo ird acontecer com o sistema nao-linear,
pelo menos préximo a origem. O campo vetorial ndo-linear aponta para o interior dos circulos de
raio pequeno em torno de 0, e assim todas as solucdes cujas condigdes iniciais estdo dentro desses
circulos devem tender para a origem. Assim, podemos chamar esse tipo de ponto de equilibrio de

No, exatamente como no caso linear.
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Selas Nao-Lineares

Agora vamos nos voltar para o caso de um equilibrio onde o sistema linearizado possui uma
sela na origem em R?. Como jé fizemos no caso anterior, podemos utilizar algumas mudangas de

coordenadas e deixar o sistema na forma:

= =X+ hi(z,y)
Y = —py+ he(zr,y)

Mas aqui, temos que os autovalores sdo —p < 0 < A.

No sistema linearizado, o eixo y serve como linha estdvel, com todas as soluc¢des tendendo a 0
quando ¢ — oco. Da mesma forma, o eixo x € a linha instdvel. Porém, para o sistema nao-linear
nao podemos esperar que essas linhas retas estdveis e instaveis continuem da mesma forma. No
entanto, existe um par de curvas na origem que possuem propriedades semelhantes.

Seja Ws(0) o conjunto de condig¢des iniciais cujas solugdes tendem a origem quando t — oo.
Seja W (0) o conjunto de condigdes iniciais cujas solu¢des tendem a origem quando t — —oo.

Ws(0) e Wi (0) sdo chamados de curva estdvel e curva instdvel, respectivamente.
Teorema 2.2.2. Curva Estdvel: Suponha que o sistema:

= =X+ hi(z,y)
v = —my+ha(z,y)

satisfaz as condi¢oes —pn < 0 < X e hj(x,y)/r — 0 quando r — 0. Entdo existe um € e uma
curva x = hy(y) que estd definida para |y| < € e satisfaz hs(0) = 0. Além disso:

1. Todas as solucoes cujas condigcbes iniciais se encontram nesta curva permanecem nesta
curva para todo t > 0 e tendem para a origem quando t — 0oy

2. A curva x = h*(y) passa pela origem tangente ao eixo y;

3. Todas as outras solugoes cujas condigodes iniciais estdo no disco de raio € centradas na

origem, deixam este disco a medida que o tempo aumenta.

Como a demonstracdo deste teorema é um pouco extensa ela ndo serd abordada aqui, mas pode
ser encontrada em HIRSCH, SMALE e DEVANEY (1974).
Este teorema nos mostra que solucdes proximas a selas nao-lineares se comportam da mesma

maneira que no caso linear. Podemos fazer algumas observagdes. A curva z = h*(y) é chamada
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de curva estdvel local. Podemos encontrar a curva estével completa 1W°(0) seguindo as solugdes
que estdo na curva estdvel local para em sentido contrario ao tempo. A fungdo x = h®(y) é de
classe C'*° em todos os pontos.

Um teorema parecido, nos da as curvas instdveis locais da forma y = h"(x). Esta curva
¢é tangente ao eixo x na origem. Todas as solugdes nesta curva tendem para a origem quando
t — —o0.

Vamos encerrar esta se¢cao com uma breve discussao a respeito das selas em dimensdes maiores.
Considere o sistema X' = F'(X) com X € R". Suponha que X, é uma solugéo de equilibrio, na
qual o sistema linearizado possui k£ autovalores com a parte real negativa e n — k autovalores com a
parte real positiva. Entdo, os conjuntos locais estdveis e instdveis ndo sao exatamente curvas. Pelo
contrério, eles sdo ‘subvariedades’ de dimensdes k e n — k, respectivamente. Sem entrar no reino
da teoria de variedades, simplesmente notamos que isso significa que hd uma mudanca linear de
coordenadas na qual o conjunto estavel local é dado préximo a origem pelo grafico de uma funcao
g : B, — R"* de classe C*™ que satisfaz g(0) = 0, e todas as derivadas parciais de g desaparecem
na origem. Aqui, B, é o disco de raio r centrado na origem em R*. O conjunto instdvel local é um
grafico semelhante, sobre um disco de dimensdo n — k. Cada um desses graficos é tangente aos
subespagos estdveis e instdveis no ponto de equilibrio em X. Por isso, eles se encontram apenas

em Xg.

Estabilidade

O estudo dos pontos de equilibrio de um sistema de equagdes diferenciais possui um papel
fundamental. Para que um ponto de equilibrio possa ter um papel significativo ele precisa satisfazer
certos critérios de estabilidade.

Um ponto de equilibrio de um sistema é chamado de estdvel se as solu¢des ao seu redor se
mantém proximas para todo o tempo. No estudo dos sistemas dindmicos, por exemplo, nio é
possivel denotar com certeza as posi¢des, € assim, um ponto de equilibrio precisa ser estdvel para
ser fisicamente significativo.

Para entendermos de maneira mais precisa, considere a equagdo diferencial X’ = F'(X) com
um ponto de equilibrio X* € R". Entdo, X* é um equilibrio estdvel se, para cada vizinhanca (2 de

X* em R"™ existe uma outra vizinhanga 2; de X* em (2, tal que toda solug¢do X (¢) com X (0) = X
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em (; estd definida e permanece em €2 para ¢t > 0.

Uma forma diferente de estabilidade € a estabilidade assintética. Se €2, pode ser escolhido de
modo que, além das propriedades para estabilidade, tenhamos lim; _, o, X (t) = X*, entdo dizemos
que X* € assintoticamente estdvel.

Se um ponto de equilibrio ndo condiz com as restrigdes citadas anteriormente, entdo ele é
chamado de instdvel.

Um N6 Estdavel é um exemplo assintoticamente estdvel, j4 uma Sela € instdvel. Um ponto
de equilibrio que € estdvel, porém nio assintoticamente, seria a origem em R? para uma equagio
linear X’ = AX, onde A possui autovalores imagindrios puros. Porém, a importincia de sistemas
como este é limitada, visto que, qualquer perturbag¢do ndo-linear, por mais pequena que seja, pode
alterar completamente o comportamento das solugdes.

Quando tratamos de um sistema linearizado, se este for hiperbdlico, podemos determinar ime-
diatamente a sua estabilidade. Entretanto, muitos pontos de equilibrio que encontramos em apli-
cagdes importantes possuem um carater ndo-hiperbdlico. Assim, para determinar a estabilidade
destes pontos teriamos que calcular todas as solug¢des do sistema, o que pode nao ser tao facil, ou

até mesmo possivel.

Bifurcacoes

Agora vamos descrever alguns exemplos simples de bifurcacdes que ocorrem em sistemas nao-

lineares. Vamos considerar a familia de sistemas
/
X'=F,(X)

onde a € um parametro real. Uma bifurcag¢ao ocorre quando a variacdo do parametro a gera uma
mudanga significativa na estrutura das solugdes do sistema. Os tipos mais simples de bifurcacoes

sdo aquelas que ocorrem quando a variacao do parametro altera o nimero de pontos de equilibrio.

Teorema 2.2.3. Bifurcacdo No-Sela: Suponha que x' = f,(x) seja uma equacado diferencial de

primeira ordem na qual:

1. fao(xO) =0
2'fC/LO (ZE()) = 0,'
3. fap(@o) # 0;
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4. % (10) # 0.

Entdo esta equacdo diferencial possui uma bifurcacdo no-sela em a = ag

Demonstracdo: Seja G(z,a) = f,(x). Temos que G(z¢, ag) = 0. E também:

9 (o, ag) = oo
anUJO - aa

Oa

(zo) # 0,

entdo podemos aplicar o teorema da fun¢@o implicita, detalhado em PERKO (2006), para concluir
que existe uma funcdo suave a = a(x) tal que G(z,a(x)) = 0. Em particular, se z* pertence ao
dominio de a(x), entdo x* é um ponto de equilibrio para a equagdo =’ = f,(,+)(x), uma vez que
fa@z+(2*) = 0. Diferenciando G(x, a(z)) = 0 com em relacdo a x, encontramos
—0G /0x
a(x) = T/aa'
Agora (0G /0x)(x0,a0) = f; (zo) = 0, enquanto (0G/0a)(x¢,ag) # 0 por suposigdo. Dai
um d' () = 0. Diferenciando mais uma vez, encontramos

_#GoG 96 #G
o (z) = 0z2 Da Oz Oa? ‘

(5)

Como (0G/0z)(xg, ag) = 0, temos:

82G< )
— 5 o, do
a'(x) = (%:2— #0
%('I()v ao)
pois (9°G/0%x)(xo, ag) = fli (x9) # 0. Isto implica que o grifico de a = a(x) é concavo para

cima ou cOncavo para baixo, entdo temos dois equilibrios préximos a x para valores de a em um

lado de ag, € nenhum equilibrio para valores de a no outro lado.
[ |

Nas bifurcacdes né-sela, hd um intervalo sobre o valor de bifurcagdo ag e outro intervalo /no
eixo xz em que a equagdo diferencial tem:
1. Dois pontos de equilibrio em / se a < ao;

2. Um ponto de equilibrio em [ se a = ay;
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3. Nenhum ponto de equilibrio em I se a > ay.
O diagrama de bifurcagio para ' = f,(z) é um gréfico das varias linhas de fase da equagdo
e do parametro a. O diagrama de uma bifurcacdo né-sela tipica pode ser visto na Figura 2.1 (A

direcdo das setas e da curva de equilibrio pode mudar).

Figura 2.1: Representagdo de um Diagrama de Bifurcacido No6-Sela.

"y
= A 4
4 4
X0 7 § A A 4 A 4
/ Y 7
A 4
___.____/v
Y a

Exemplo 2.2.1. Considere a equagdo de primeira ordem
v = fi(r) = 2% +a.

Ela possui um ponto de equilibrio tinico em = 0 quando a = 0. Veja que f;(0) = 0, porém
J(0) # 0. Para a > 0 a equag@o ndo possui pontos de equilibrio, pois f,(x) > 0 para todo x.
Porém quando a < 0 a equag@o possui um par de equilibrios em z = ++/a. Portanto, a bifurcagio

ocorre quando o pardmetro passa por a = 0.

Exemplo 2.2.2. Bifurcacio de Forquilha - Pitchfork: Considere a equagao

7' = fu(r) =2° — ar.

Aqui temos duas situagdes possiveis. Quando a > 0 a equagdo possui trés pontos de equilibrio,
um em 2 = 0 e outros dois em z = ++/a. Porém, quando a < 0 o sistema possui apenas um ponto

de equilibrio em = = 0. Assim, o diagrama de bifurcacdes estd representado na Figura 2.2.
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Figura 2.2: Representa¢do de um Diagrama de Bifurcacdo Pitchfork.
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Exemplo 2.2.3. Bifurcacao de Dimensao Maior: Agora vamos tratar de algumas bifurcagdes em
dimensdes maiores. A bifurcacdo né-sela no plano é semelhante a sua representagao unidimensio-

nal, s que agora podemos ver de onde a sela surge. Considere o sistema:

= 22+a

/

y= —v

Quando a = 0 temos um ponto de equilibrio tGnico na origem. Quando a passa sobre a = (
podemos ver uma bifurca¢do né-sela acontecendo. Quando a > 0 temos z’ > 0, e assim, todas
as solugdes se movem para a direita e o ponto de equilibrio desaparece. Quando a < 0 temos um
par de equilibrios em (—+/—a,0) e (v/—a,0). Calculando a equagdo linearizada correspondente

temos:

X' = X.

Portanto, temos um né estdvel em (—/—a,0) e uma sela em (y/—a,0). Podemos ver que as
solugdes nas linhas x = ++/—a permanecem sobre elas para todo tempo, pois =’ = 0. As solug¢des
nestas linhas tendem diretamente para o equilibrio, visto que iy = —y. Esta bifurcacdo pode ser

vista na Figura 2.3.
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Figura 2.3: Representacdo de uma Bifurcagdo N6-Sela com (a): a = —1,(b) :a=0¢e (c): a = 1.
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Exemplo 2.2.4. Bifurcacao de Hopf:

v =ar —y — x(x* +1?)

Y =xz+ay—y@®+y°)

Considere o sistema:

Existe um ponto de equilibrio na origem e o sistema linearizado correspondente €:

Com autovalores a + ¢. Assim, esperamos encontrar uma bifurcacdo em a = 0. Vamos utilizar

uma mudanca de coordenadas e colocar o sistema em sua forma polar:

Como 0" # 0, o unico ponto de equilibrio seria a origem. Quando temos a < 0 conclui-se que

r'=r(a—r?

0 =1.

r(a — r?) < 0 para qualquer r > 0. Assim, temos um né estavel, com todas as solugdes tendendo

para a origem. Ja quando a > 0, vamos considerar um caso especifico onde r = /a, e assim

temos 7’ = 0. Logo, obtemos uma solugdo periddica circular de raio /a. Podemos entéo concluir

que a origem fica isolada por uma 6rbita fechada que € unica, atratora e centrada na origem. Assim

sendo, todas as Orbitas internas ou externas a este ciclo, com exce¢do da origem, tendem 4 6rbita

fechada quando ¢ — oo.
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O surgimento da orbita periddica e a mudanca de estabilidade do no a partir da perturbacdo do
sistema, com o parametro a, ¢ o que chamamos de Bifurcagcdo de Hopf. Uma representacdo pode

ser vista na Figura 2.4.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 2.4: Representacido de uma Bifurcacdo de Hopf com (a): a = —1 e (b): a = 1.
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2.3 Técnicas Locais de Sistemas Nao-Lineares

Agora vamos estudar algumas técnicas qualitativas para analisar o comportamento dos sistemas
nao-lineares de equacgdes diferenciais. As técnicas que serdo apresentadas se mostram de extrema
importancia, contudo, elas ndo podem ser aplicadas a todos os tipos de sistemas nao-lineares.
Elas funcionam para alguns tipos especificos de situagdes, e estas ocorrem em muitas aplicagoes
importantes de equacdes diferenciais.

Vamos comegar com algumas técnicas locais que podem ser aplicadas em sistemas nao-lineares.
Estas aplicacdes nos ajudaram a estudar o comportamento local dos sistemas. Em alguns tipos de
sistema € consideravelmente f4cil utilizar as técnicas, porém, em outros casos, € mais dificil aplicar

tal ferramenta do que resolver analiticamente.
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Nulidade

Uma ferramenta muito importante para analisar sistemas de equacdes diferenciais (principal-

mente os sistemas planares) € a nulidade. Considere um sistema da forma:

ry = fi(zy, .., 1)

= fu(zy, 1)

O conjunto de pontos onde as derivadas z; sdo nulas, ou seja, onde f;(z1,....,z,) = 0, é
chamado de nulidade de ordem x;

Estas 2, nulidades do sistema separam R" em vdrias regides, onde as x’; componentes do campo
vetorial apontam para o lado positivo ou para o lado negativo. Assim, ao determinar as nulidades
de um sistema, podemos decompor R" em uma cole¢do de conjuntos abertos, nos quais, 0 campo
de vetor aponta para uma determinada dire¢do. Quando temos a intersec¢do de duas curvas de

nulidade, é formado um ponto de equilibrio do sistema.

Exemplo 2.3.1. Para entender melhor, vamos considerar o caso de um sistema planar

7 =y —a?

/

Yy =x—2.

Para a nulidade em z temos que 2’ = 0, ou seja, a pardbola y = . J4 para a nulidade em y
temos a linha vertical z = 2. As intersec¢des destas nulidades se dd no ponto (2,4), onde temos
um equilibrio. Assim as nulidades irdo dividir R” em quatro regides distintas. Para determinar
a dire¢do do campo vetorial em cada uma destas regides precisamos apenas escolher um ponto
pertencente a cada regido, e em seguida determinar a dire¢ao do campo vetorial neste ponto. Como
jéa foi dito, as regides separadas pelas nulidades possuem o mesmo caréter direcional. Por exemplo,
se escolhermos o ponto (0, 1), podemos encontrar o vetor (1,—2) correspondente. Assim, os
vetores nesta regido irdo apontar sempre para sudeste, ou seja, possuem um angulo # compreendido
entre —7/2 e 0. Utilizando este mesmo raciocinio é possivel encontrar as dire¢des do campo
vetorial em todas as regides. Uma representacdo das nulidades deste sistemas pode ser vista na

Figura 2.5.
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Apenas observando as nulidades e o campo de direcdes podemos ter uma ideia de que o ponto
de equilibrio do sistema se assemelha a uma Sela. De fato, ao encontrar o sistema linearizado
correspondente em (2, 4) temos:

—4 1
1 0

Os autovalores seriam —2 + /5, um positivo e outro negativo. Ou seja, como previmos, temos
um ponto de Sela.

A relagdo entre as nulidades e o comportamento do campo de dire¢des é muito importante
pois conseguimos presumir o comportamento aproximado das solucdes em todos os lugares no
plano. Observe que todas as solucdes das regido B e D se mantém nelas para todo tempo e tendem
para oo, nas dire¢Oes nordeste e sudoeste, respectivamente. J4 nas outras duas regides A e C, as
solugdes se dividem em duas op¢des. Ou elas tendem diretamente para o ponto de equilibrio, ou
elas atravessam as curvas de nulidade e assim seguem o comportamento das outras solugdes nestas
regides. Assim sendo, conseguimos entender de maneira qualitativa o comportamento do retrato

de fase deste sistema, que esta representado na Figura 2.5.

Figura 2.5: Representacio das Nulidades (a) e do Retrato de Fase (b) do Sistema 2’ =y — 2%,y = — 2.
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Exemplo 2.3.2. Bifurcacao Heteroclinica: Agora vamos considerar o sistema de equagdes abaixo
que depende do parametro a:

=2 —=1

51



y = —zy+a(x® —1)

Primeiramente vamos encontrar as nulidades. Para o eixo x elas s@o dadas em x = £1, e para
0 eixo y temos xy = (x? — 1). Portanto temos dois pontos de equilibrio (1,0) € (—1,0).

Antes de estudar os diferentes valores do parametro, temos alguns comportamentos universais
deste sistema. Na primeira linha de nulidade do eixo x, em x = 1 teriamos ¢y’ = —y, e assim,
as solucdes irdo tender para o ponto de equilibrio ao longo desta linha vertical. Jiem z = —1
terfamos iy’ = y, e assim, as solugdes iriam se afastar do ponto de equilibrio.

Agora vamos considerar o caso a = (), onde o sistema fica na forma

= 22-1

/

y = —uay.

Ao longo dos eixos temos ¢y’ = 0. Em particular, o campo de vetores é tangente ao eixo ,
e é dado por 2’ = 2 — 1 nesta linha. Assim temos que 2’ > Ose 22 > le 2’ < O0se 22 < 1.
Portanto, temos uma solucao em linha reta tendendo ao equilibrio e uma tendendo para longe. Ao
que parece, cada ponto de equilibrio seria uma sela. Este fato é facilmente checado ao utilizar o
sistema linearizado.

Existe uma segunda nulidade de y, quando = = 0. Aqui o campo vetorial ndo é tangente a
essa nulidade. Ao calcular a dire¢cdo do campo vetorial em cada uma das regides determinadas
pelas nulidades encontramos a Figura 2.3.2, a partir da qual podemos deduzir imediatamente o
comportamento qualitativo de todas as solugdes.

Veja que aqui, quando temos o pardmetro a nulo, uma ramificacdo da curva instavel através
de (1,0) coincide exatamente com uma ramificagdo da curva estdvel em (—1,0). As solugdes
nesta curva viajam de uma sela para a outra, de maneira ciclica. Tais solu¢des sdo chamadas de
Heteroclinicas ou Conexoes de Sela. Normalmente, em sistemas planares, as curvas estaveis e
instaveis raramente se encontram para formar tais “conexdes’ heteroclinicas. Quando o fazem, no
entanto, pode-se esperar uma bifurcacdo. As nulidades e o retrato de fase neste caso podem ser

vistos na Figura 2.3.2.
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Figura 2.6: Representagio das Nulidades (a) e do Retrato de Fase (b) do sistema 2’ = 2% — 1;9/ = xy.

Agora vamos analisar o caso onde o parametro a # (. Temos uma mudanca significativa no
sistema. A nulidade do eixo x apresenta 0 mesmo comportamento anterior, em x = +1. J4 para a
nulidade do eixo y temos aqui as curvas y = a(z?—1)/z. Quando a > 0, temos uma regido central
entre as nulidades onde o ciclo heteroclinico é quebrado. O campo de vetores nesta regido aponta
para a dire¢do sudoeste. A parte direita da curva estdvel associada a (—1,0) surge de y = oo na
parte superior do plano. J4 a parte esquerda da curva instdvel associada a (1, 0) parte paray = —oo
na parte inferior do plano. Assim temos um tipo de ’corredor’ entre as linhas x = +1 com solugdes
viajando de y = oo para y = —oo. Este comportamento pode ser observado na Figura 2.7. Para

a < ( este comportamento seria similar.

Estabilidade dos Equilibrios

Ja vimos neste relatério que € relativamente simples determinar a estabilidade de pontos de
equilibrio hiperbdlicos. Porém, quando este ndo € o caso, a situacdo fica um pouco mais compli-
cada. Aqui vamos estudar um método diferente para determinar a estabilidade dos equilibrios de
um sistema. Este método generaliza a nocdo de que, para sistemas lineares na forma candnica,
o componente radial r decresce ao longo das curvas de solu¢do. O matematico russo Liapunov
descreveu um método que nos d4 uma ideia do tamanho da bacia de atracdo de um ponto de equili-

brio assintoticamente estavel. Por defini¢do, a bacia de atracao é o conjunto de todas as condi¢des

53



Figura 2.7: Representacio das Nulidades (a) e do Retrato de Fase (b) para um pardmetro a > 0.
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iniciais cujas solugdes tendem ao ponto de equilibrio.
Considere o sistema X’ = F(X) com um ponto de equilibrio X*. Seja L : U — R uma func¢éo

diferencidvel definida no conjunto aberto U contendo X *. Considere ainda que:
L/(X) = DLy (F(X)).

Como ja vimos, se ¢;(X) é uma solugdo do sistema passando por X quando ¢ = 0, entdo

usando a regra da cadeia para ¢t = 0 temos:

(x) = 20

Consequentemente, se L'(X') é negativo, entdo L diminui ao longo da curva de solugdo através
de X.

Teorema 2.3.1. Estabilidade de Liapunov: Considere o sistema X' = F(X) com um ponto de
equilibrio X*. Seja L : U — R uma funcdo diferencidvel definida no conjunto aberto U contendo
X*. Considere as trés condi¢coes:

(a) L(X*)=0e L(X)>0se X # X*;

(b) ! <0emU — X*;

(c) L/ <0emU — X*.

Se X* satisfaz as condicoes (a) e (b) entdo é um ponto de equilibrio estdvel. Se X* satisfaz as

trés condicoes acima entdo é um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel.
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Se L satisfaz as condicoes (a) e (b) entdo é chamada de fun¢do de Liapunov. Se L satisfaz as

trés condicoes acima entdo é chamada de Fungdo de Liapunov Estrita.

Veja que o Teorema de Liapunov pode ser aplicado sem resolver a equacao diferencial, tudo que
precisamos é encontrar DL x (F'(X)), e isto € um ganho significativo. Por outro lado, ndo existe
nenhum método simples para encontrar as fungdes de Liapunov. Normalmente é uma questao de

criatividade ou tentativa e erro. As vezes, existem funcdes simples para tentar.

Exemplo 2.3.3. Considere o sistema de equacdes diferenciais abaixo com um parametro A:

= (Ar+2y)(z+1)
Y= (—z+Ay)(z+1)

—23.

O tnico ponto de equilibrio do sistema é a origem (0,0, 0). O sistema linearizado neste ponto

A 20
X'=1-1 )\ 0| X.
0 00

Os autovalores sio 0 e A + 1/2i. Supondo que A > 0, podemos concluir apenas que a origem
seria instdvel. Supondo que A < 0 podemos concluir apenas que a origem ndo seria hiperbdlica.
Quando A < 0 procuramos por uma fun¢do de Liapunov para (0,0,0) da forma L(z,y, z) =

ax? + by? + %, com a, b, ¢ > 0. Para tal fun¢do temos:
L' = 2(axz’ + byy' + cz2') =

L')2 = ax(\z +2y)(z + 1) + by(—z + \y)(z + 1) — ez

Para existir estabilidade nés queremos que L' < 0. Podemos chegar neste resultado utilizando
a=1,b=2c=1. Se A = 0 a fungio fica na forma L' = —z*, que € menor ou igual a zero,
e assim, a origem ¢é estdvel. E possivel mostrar, no entanto, que a origem ndo é assintoticamente
estdvel. Se A < 0 a fungdo fica na forma L' = A(2? 4+ 2y?)(2 + 1) — 2*. Aqui, L' < 0 na regido de

U dada por z > 1(exceto a origem). Concluimos entdo que a origem € assintoticamente estavel.
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A funcao de Liapunov ndo € usada apenas para analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio,
mas também, para fazer estimativas sobre o tamanho da bacia de atracdo dos equilibrios assin-
toticamente estdveis. O teorema a seguir nos mostra alguns critérios para definir a estabilidade
assintdtica e o tamanho da bacia de atragdo, mesmo quando a fun¢do de Liapunov ndo € estrita.
Para entender este teorema precisamos recordar algumas defini¢oes.

Um conjunto A é chamado invariante se, para cada X € A, ¢,(X) estd em A para todo ¢t € R.
O conjunto A é chamado positivamente invariante se para cada X € A, ¢,(X) estd em A para

todo t > 0. Por fim, uma solugdo inteira de um sistema é um conjunto da forma (¢;(X)|t € R).

Teorema 2.3.2. Principio de Invaridncia de Lasalle: Considere o sistema X' = F(X) com um
ponto de equilibrio X*. Seja L : U — R a fungdo de Liapunov em X*, onde U é um conjunto
aberto contendo X*. Seja Q) C U uma vizinhan¢a de X* fechada e limitada. Supondo que ) seja
positivamente invariante e que ndo existem solugéoes inteiras em 2 — X* no qual L é constante.

Deste modo X* ¢ assintoticamente estdvel e () estd contido na bacia de atragdo de X*.

Demonstracao: Imagine uma solugdo X (¢) que se encontra no conjunto invariante positivo 2
para 0 < t < oo, mas suponha que X(t) ndo tenda a X* quando t — oo. Como () é fechado e

limitado, deve haver um ponto Z # X* em () e uma sequéncia t,, — oo tal que:

lim X(t,) = Z.

n— oo

Podemos supor que a sequéncia t,, é crescente.

Afirmamos que toda a solugdo através de Z estd em 2. Isto é, ¢;(Z) € definida e estd em 2 para
todo ¢ € R, néo apenas para t > 0. Isto pode ser visto como segue. Primeiro, ¢,(7) é certamente
definida para todo ¢t > 0, uma vez que {2 é positivamente invariante. Por outro lado, ¢;(X (¢,,)) é
definida e estd em 2 para todo ¢ no intervalo [—t,, 0]. Como t,, ¢ uma sequéncia crescente, temos
que ¢ (X (tn4x)) também é definida e estd em 2 para todos ¢ € [—t,,0] e todos £ > 0. Como os
pontos X (t,+x) — Z quando k — oo, segue da dependéncia continua de solugdes em condi¢des
iniciais que ¢;(Z) é definida e estd em € para todo ¢ € [—t,,0]. Como isso vale para qualquer ¢,
vemos que a solucgdo através de Z é uma solugdo inteiramente situada em ().

Finalmente, mostramos que L é constante em toda a solugdo através de Z. Se L(Z) = «, entdo

temos L(X(t,)) > «. Além disso:

lim L(X(t,)) = .

n— oo
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Mais geralmente, se s,, € qualquer sequéncia de tempos para a qual s,, — oo quando n — o0,
entdo L(X (s,)) — a. Isso decorre do fato de que L ndo aumenta ao longo das solu¢des. Agora a
sequéncia X (¢, + s) converge para ¢(Z), e assim L(¢s(Z)) = «. Isso contradiz nossa suposi¢ao
de que ndo ha solugdes inteiramente situadas em §2 para as quais L é constante, e iSso comprova o

teorema.

Sistema Gradiente

Agora vamos tratar de um tipo especifico de sistema, chamado Sistema Gradiente. Considere

o sistema de equacdes diferenciais em R" da forma:
X'= —grad V(X),

onde V' : R” — R ¢ uma funcdo de classe C* e :

LY

dV = —. ..
gre (8:{:1’ " 0xy,

Sistemas Gradiente possuem propriedades especiais que tornam seus fluxos um tanto quanto

simples. A igualdade seguinte é fundamental:
DVx(Y)=grad V(X).Y

Ela nos diz que a derivada de V' em X, calculadaem Y = (yy, ..., y,) € R™ é dada calculando

o produto escalar entre os vetores grad V (z) e Y.

Proposicao 2.3.3. A fungdo V é considerada uma Fungdo de Liapunov do sistema X' = —grad V (X).

E ainda, V'(X) = 0 se, e somente se, X é um ponto de equilibrio do sistema.

Demonstracao: Pela regra da cadeia temos:
V(X) = DVx(X') = grad V(X)(—grad V(X)) = —|grad V (X)|* < 0.

Em particular, V'(X) = 0 se, e somente se, gradV (X) = 0.

57



Uma consequéncia imediata disso € o fato de que, se X* € um minimo isolado de V, entdo
X* € um equilibrio assintoticamente estdvel do sistema gradiente. De fato, se X™* for isolado, isso

garante que V' < 0 em uma vizinhanga de X* (ndo incluindo X*).

Teorema 2.3.4. Propriedades do Sistema Gradiente: Para o sistema X' = —grad V(X):

1. Se c é um valor regular de V', entdo, o campo de vetores é perpendicular ao Conjunto de
Nivel V=1(c);

2. Os pontos criticos de V' sdo os pontos de equilibrio do sistema;

3. Se um ponto critico é um minimo isolado de V', entdo este ponto é um equilibrio assintoti-

camente estdvel.

Exemplo 2.3.4. Considere a fungio V(z,y) = z%(x — 1) + 3°.

—grad V(X)) é dado por:

O sistema gradiente X' =

= —2z(x—1)2z—-1)

De acordo com o teorema acima, temos que os pontos criticos da fungdo V' (z, y) sdo os pontos
de equilibrio do sistema. Assim, encontramos 3 pontos de equilibrio em (0, 0), (1,0) e (1/2,0).
As linearizagdes do sistema em cada um dos pontos geram as matrizes:

-2 0 -2 0 1 0
DF(0,0) = ,DF(1,0) = ,DF(1/2,0) =
0 -2 0 -2 0 -2

Assim temos que (0,0) e (1,0) sdo nés estdveis e (1/2,0) é uma sela. E possivel vermos uma

representacdo do retrato de fase deste sistema na Figura 2.8. Podemos ver que todas as solugdes

descritas irdo tender para um dos 3 equilibrios.

Dada uma solugao X(t), o conjunto de todos 0s pontos que sdo limites de uma sequéncia quando
t — 400 é chamado de conjunto w—limite da solug@o X(t). Da mesma forma, o conjunto de todos
os pontos que sdo limites de uma sequéncia quando ¢ — —oo € chamado de conjunto o — limite.

No préximo capitulo iremos estudar mais afundo estas defini¢des de conjunto limite.

Proposicao 2.3.5. Considere um sistema gradiente X' = —grad V(X). Suponha que 7 é um
ponto o — limite ou w — limite de uma solucdo deste sistema. Entdo podemos afirmar que 7 é

um ponto de equilibrio do sistema.
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Figura 2.8: Representacio do Retrato de Fase do Sistema Gradiente V' (z,y) = 2%(z — 1)? + y2.
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Demonstracao: Suponha que Z seja um ponto w — limite. Como na prova do principio de
invariancia de Lasalle da secdo anterior, mostra-se que V' é constante ao longo da solucdo através
de Z. Assim, V'(Z) = 0, e Z deve ser um ponto de equilibrio. O caso de um ponto o — limite é
similar. De fato, um ponto Z que é o — limite de X' = —grad V(X) é um ponto w — limite de

X' = grad V(X), de modo que grad V(Z) = 0.
|

Se um sistema gradiente tiver apenas pontos de equilibrio isolados, isto implica que toda solu-
¢do do sistema deve tender ao infinito ou a um ponto de equilibrio. No exemplo anterior, vemos
que cada solucdo que entra nos conjuntos de nivel correspondentes aos pontos fixos é definida para
todo ¢ > 0 e tende para um dos trés equilibrios (0, 0), (1,0) ou (1/2,0).

Existe ainda uma ultima propriedade que os sistemas gradientes compartilham. Perceba que,
no exemplo anterior, a lineariza¢do dos pontos de equilibrio possuem todos os autovalores reais.
Isso ocorre por que, uma matriz A gerada pela linearizacdo de um sistema gradiente em um ponto

de equilibrio X*, possui elementos da forma:

PV
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Como as derivadas parciais mistas sdo iguais, temos:

o’V o’V
(X" ] = X*
Gudr, ) (x9 ),

ox j al’z
E também a,; = aj;. Isso nos diz que as matrizes sdo simétricas, € como jd vimos, tais matrizes

possuem sempre autovalores positivos.

Proposicao 2.3.6. Para um sistema gradiente X' = —grad V(X), a linearizacdo em pontos de

equilibrio possui apenas autovalores reais.

Sistema Hamiltoniano

Agora vamos nos voltar para um outro tipo especifico de sistema que costuma aparecer co-
mumente em aplicacdes de mecanica cldssica. Estes sistemas sdo chamados de Hamiltonianos.

Assim, ao restringirmos os estudos em R?, um sistema hamiltoniano é da forma:

’—8_H( )
x—ay z,y

=y
y = or T, Y)

7z

A fungdo H: R? — R" de classe C*° é chamada de func¢do hamiltoniana.

Exemplo 2.3.5. Oscilador Harmonico Nao Amortecido: Considere o sistema:

r =1
y/:—kl',

com a constante £ > 0. Aqui temos um sistema hamiltoniano cldssico, onde a fun¢do hamiltoniana

¢ dada por:

A importancia de saber que um determinado sistema € hamiltoniano, se da pelo fato de que

podemos construir o seu retrato da fase sem resolver o sistema. Assumindo que / ndo € constante
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em nenhum conjunto aberto, simplesmente construimos as curvas de nivel H(x,y) = k, para
uma constante k. As solucdes do sistema estdo nesses conjuntos de niveis. Assim, nds apenas
precisamos descobrir para quais dire¢des as curvas de solucdo apontam. Mas isso € facil, ja que
temos o campo vetorial. Veja que, em sistemas hamiltonianos, os pontos de equilibrio sdo iguais
aos pontos criticos de H.

Outro fator que torna os sistemas hamiltonianos tdo importantes, é que a fungdo hamiltoniana é

a integral primeira, e isto significa que que H é constante ao longo de todas as solu¢des do sistema.

Proposicio 2.3.7. Para um sistema hamiltoniano em R?, a funcdo H é constante ao longo de

todas as curvas de solugdo.

Exemplo 2.3.6. Considere o sistema:

Aqui podemos encontrar a fun¢do hamiltoniana correspondente:

2 2 oy 1
H(ZE,y)ZZ—?"—?—FZ.

A fungdo H possui valor minimo igual a zero, que ocorre em (+1,0). A linearizagdo genérica

do sistema ficaria na forma:
, 0 1
X' = X.
1—32% 0
No ponto de equilibrio (0,0) do sistema temos autovalores A = +1, gerando assim um ponto
de sela. J4 nos pontos de equilibrio (£1,0) temos autovalores A = 4+/2i, gerando assim dois
centros.
Assim, podemos facilmente encontrar a configuracdo do retrato de fase do sistema. Perceba

que as curvas estdveis e instdveis na origem combinam exatamente, formando assim ciclos hetero-

clinicos. Uma representacdo deste caso pode ser vista na Figura 2.9.

O fato de que os autovalores do sistema possuem a forma especial de +1 e ++/2i ndo foi

coincidéncia, como podemos ver na proposi¢ao a seguir.

Proposicao 2.3.8. Suponha que (xq, o) seja um ponto de equilibrio de um sistema hamiltoniano

planar. Assim, os autovalores do sistema linearizado sdo especificamente £\ ou +\i, com \ € R.
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Figura 2.9: Representacio do Retrato de Fase do Sistema 2’ = y; 3/ = —z(2? — 1).
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A prova desta afirmag¢do pode ser encontrada em HIRSCH, SMALE e DEVANEY (1974).

2.4 Técnicas Globais de Sistemas Nao-Lineares

Nos capitulos anteriores estdvamos focados em estudar os comportamentos das solugdes de
equilibrio e suas aplicacdes. Podemos afirmar sem divida que estas solucdes estdo entre as mais
importantes de um sistema diferencial. Porém, existem outras que também representam um papel
importante nas aplicagdes. Agora vamos nos focar em outros tipos de solugdes, de maneira mais
global, nos voltando para as solucdes periodicas, ou orbitas periodicas.

Uma solugdo do sistema X’ = F'(X) é chamada de periddica se para um ponto X (que ndo
seja um equilibrio) e um tempo 7 > 0 temos que p.(X) = X e assim py (X ) = p:(X) para todo
t. O valor 7 > 0 € chamado de periodo. Veremos que, assim como nos pontos de equilibrio, aqui

as solucdes periddicas poderdo atrair outras solucoes.

Conjunto Limite e Atratores

Vamos comecar descrevendo o comportamento limitante das solucoes.
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Definicao 2.4.1. Considere um conjunto A C R". Um ponto p € A é chamado de ponto w—limite
da solucdo ¢,(X) se existe uma sequéncia t,, — oo tal que:

lim ¢, (X)=p.

n— oo

De maneira similar, um ponto q € A é chamado de ponto o — limite da solugdo ¢(X) se
existe uma sequéncia t, — —oo tal que:

lim ¢, (X) =q.

n— oo

Para simplificar, considere uma solucdo ¢. Podemos chamar o conjunto w — limite desta
solucdo de w(¢). Seguindo a mesma ideia, o conjunto ov — limite € chamado a(¢).

Se X* é um equilibrio assintoticamente estdvel, entdo ele € o conjunto w — lzmite de cada
ponto em sua bacia de atracdo. Qualquer equilibrio também é seu proprio conjunto w — limite e
a — limite. Uma solugdo periddica € o conjunto w — limite e também o — limaite de todos os seus
pontos. Tal solucdo também pode ser o conjunto w — [imite de muitos outros pontos.

Para entendermos a préxima definicdo precisamos saber que dado um conjunto A, a notac¢io

X(t) — A quando ¢t — oo significa que a distancia d(X (¢), A) — 0 quando t — oc.

Definicao 2.4.2. Um conjunto invariante e fechado A C R"™ é chamado de Conjunto Atrator do
sistema X' = F(X) se existe alguma vizinhanga ) de A tal que, para todo X € €, a solugdo
o:(X) € Q em todo tempo t > 0. E também ¢.(X) — A quando t — oc.

Seja g qualquer ponto regular em «(¢) ou w(¢), entdo a trajetdria através de g é chamada
de drbita limite de ¢. Consideremos agora alguns exemplos especificos de conjuntos limite e

atratores.

Exemplo 2.4.1. Considere o sistema de planar:
v = —y+a(l -2 —y?)

"=a 4yl -2 — ).

Convertendo o sistema para coordenadas polares ficamos com:
=7l -1
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0 =1.

Podemos ver que a origem € um ponto de equilibrio desse sistema. O fluxo € uma espiral em
torno da origem no sentido anti-horario. Em 0 < r < 1 ela tende para fora, pois ' > 0. Jd em
r > 1 ela tende para dentro, visto que ' < 0. Para r = 1 o fluxo no sentido anti-horario descreve
uma trajetdria pg circular unitéria, pois 7’ = 0. O retrato de fase deste sistema é mostrado na Figura
2.10. Neste caso podemos ver que todas as solugdes do sistema estio tendendo para a solucdo py,
e assim, ela é chamada de ciclo limite estdvel.

O ciclo de limite estavel do sistema no exemplo anterior, € o conjunto w — l¢mite de cada
trajetdria deste sistema, exceto o ponto de equilibrio na origem. Este ciclo limite estdvel do sistema

também € um atrator.

Figura 2.10: Representagio do Retrato de Fase do Sistema 7' = (1 — r2); ¢’ = 1.
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Agora vamos considerar um exemplo de conjunto limite para um sistema em R3,

Exemplo 2.4.2. Considere o sistema:
¥ = —y+a(l—a®— )
v =a+y(l—a®—y?)
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zZ =«

Veja que o sistema possui no eixo z e no cilindro x? + > = 1 conjuntos invariantes. Assim, o

cilindro € um conjunto atrator. Uma representacio deste sistema pode ser vista na Figura 2.11.

Figura 2.11: Representagio do Retrato de Fase do Sistema em R3.

Proposicao 2.4.3. Considere dois pontos X e Z € R". Entdo

1. Se X e Z estiverem na mesma curva de solugdo, entdo w(X) = w(Z) e a(X) = a(Z);

2. Se D é um conjunto fechado, positivamente invariante e Z € D, entdo w(Z) C D. Este fato
acontece similarmente para conjuntos negativamente invariantes e conjuntos o — limite;

3. Um conjunto invariante fechado, em particular, um conjunto limite, contém os conjuntos de

a — limite e w — limite de cada ponto nele mesmo.

Demonstracio: Para (1), suponha que Y € w(X) e ¢5(X) = Z. Se ¢, (X) — Y, entdo temos

O, (Z) = &1, (X) = Y.

E assim Y € w(Z) também.

Para (2), se ¢, (Z) — Y € w(Z) quando ¢, — oo, entdo temos ¢, > 0 para um n suficiente-
mente grande, tal que ¢, (Z) € D. Assim Y € D, pois D é um conjunto fechado.

Por fim, a parte (3) segue imediatamente da parte (2).
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Ciclos Limite e Mapa de Poincaré

Assim como vimos no estudo dos pontos de equilibrio, podemos analisar a estabilidade das
Orbitas periddicas. As defini¢des desses conceitos sdo inteiramente andlogas as dos equilibrios.
Assim, uma Orbita periddica p se diz estdvel se todas as solugdes ao seu redor se mantém proximas,
para todo o tempo. Uma 6rbita periddica € instavel se ndo for estavel. Estes conceitos, assim como

a defini¢do de estabilidade assintética, serdo descritos com mais formalidade nos resultados abaixo.

Definicao 2.4.4. Considere uma orbita periodica p. Entdo:
1. p é estavel se, para cada € > 0 houver uma vizinhanca €2 de p tal que para todo x € () e
t > 0, a distancia entre p e qualquer outra solugcdo ¢, do sistema é d(p,(X), p) < €
2. p é assintoticamente estdvel se é estdvel, e também, para todos os pontos X em alguma
vizinhanga §) de p temos:
Jim d(6:(X), p) =0

3. p é chamada instdvel se ndo for estdvel;

Para exemplificar vamos nos lembrar de um sistema que possui um ponto de equilibrio em
formato de centro. Ele é um ponto de equilibrio cercado por uma faixa continua de ciclos. Em
geral, o periodo 7 varia continuamente a medida que nos movemos ao longo de uma curva continua,
cruzando essa familia de ciclos. No entanto, no caso de um centro para um sistema linear, o
periodo € o mesmo para cada Orbita periddica na familia. Cada orbita periddica na familia de
ciclos circundando um centro € estavel, mas ndo assintoticamente estavel.

Agora vamos considerar as 6rbitas periddicas de sistemas planares, com X € R2,

Definicao 2.4.5. Sejam A um conjunto aberto em R? e I : A — R? um campo vetorial de classe
C. Uma érbita periddica p de T chama-se ciclo limite se existe uma vizinhanga ) de p tal que p

€ a tinica orbita periddica de ' que intercepta ().

De maneira simplificada podemos dizer que, um ciclo limite de um sistema de equagdes dife-
renciais € uma Orbita periddica isolada no conjunto de todas as 6rbitas periddicas do sistema. A

definicdo abaixo nos diz respeito a estabilidade de ciclos limites.

Definicao 2.4.6. Considere uma orbita periodica p que também é um ciclo limite. Entdo:
1. Se p é o conjunto w — limite de todas as trajetorias em alguma vizinhanga de p, entdo p é

um ciclo limite estdvel;
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2. Se p é o conjunto o — limite de todas as trajetorias em alguma vizinhanca de p, entdo p é
um ciclo limite instdvel;
3. Se p € o conjunto w — limite de uma trajetoria, porém, p também é o conjunto o — limite

de uma outra trajetoria, entdo p é um ciclo limite semiestdvel.

Figura 2.12: Representacio dos Trés Tipos de Estabilidade de Ciclo Limite.

D » ®

Ciclo Limite Estavel Ciclo Limite Instavel Ciclo Limite Semi-Estavel

Exemplo 2.4.3. Considere o sistema:
1
1

Com 22 +y?> #A0e a2’ =y = 0em (0, 0), e assim, sendo de classe C'' em R?. Passando o

v = —y+ x(z? + y¥)sin

7' =+ y(x® +y?)sin

sistema para coordenadas polares temos:
!
r = r3sin—
r
0 =1

A origem aqui é um ponto de equilibrio e existem ciclos limite p,, situados nos circulos de raio

r = 1/(n.m). Estes ciclos limite se acumulam na origem, isto é:

lim d(py,0) =0

n— oo

Cada um dos ciclos limite de ordem p,,, € estdvel, ja os ciclos de ordem po,, 1 sd0 instaveis.

Podemos ver uma representacao deste sistema na Figura 2.13.
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3

Figura 2.13: Representacdo do Retrato de fase do sistema r’ = r sin%; 0 =1.

O préximo teorema ird nos mostrar que sistemas planares da forma X’ = F'(X) em que F'(X)
¢ uma fun¢do analitica em um conjunto A C R? ndo pode admitir um nimero infinito de ciclos

limite se acumulando em ponto critico, como aconteceu no exemplo anterior.

Teorema 2.4.7. Teorema de Dulac: Em qualquer regido limitada do plano, um sistema analitico
planar X' = F(X) com F(X) analitica em A C R? tem no mdximo um niimero finito de ciclos

limite. Qualguer sistema polinomial tem no mdximo um niimero finito de ciclos limite em A C R

Como pudemos ver, determinar a estabilidade das orbitas periddicas € muito mais dificil do
que o problema correspondente para os equilibrios. Embora tenhamos uma ferramenta que se
assemelhe a técnica de linearizacdo usada para determinar a estabilidade da maioria dos pontos de
equilibrio, geralmente essa ferramenta é muito mais dificil de usar na pratica. Esta ferramenta é
conhecida como o Mapa de Poincaré.

Seja entdo p uma o6rbita periédica de periodo 7y de um campo vetorial I' de classe C*, com
k > 1, definido em um conjunto A C R™. Seja > uma secco transversal de [' em p. Agora
considere um ponto X pertencente ao plano transversal e a p. Assim, para qualquer outro ponto
X € X préximo a Xy, a solu¢do ¢,(X) permanece préxima a érbita fechada p, com ¢ em um

intervalo compacto pré-fixado. Define-se P(X) como o primeiro ponto onde esta drbita, partindo
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de X intercepta novamente o plano . A fun¢io P(X), com dominio Y, é chamada de Mapa de

Poincaré. Temos que X, € Yy e P(Xy) = Xo.

Figura 2.14: Representacio do Mapa de Poincaré.

Para sistemas planares, se considerarmos a origem como o ponto X, € p N X, teremos que a
sec¢do transversal serd uma linha normal a partir da origem. A solugdo ¢;(X) que parte de um
ponto X em > se move para mais perto da Orbita periddica p depois de seu primeiro retorno ao
plano ¥. Continuando seu movimento, nds temos que a solucdo ¢;(X) se aproxima cada vez mais
de p cada vez que retorna a . Podemos ver uma representagdo desta situagdo na Figura 2.15.

Assim, podemos chegar a proposi¢ao seguinte.

Figura 2.15: Representacio do Mapa de Poincaré em R?.

Proposicao 2.4.8. Considere o sistema planar X' = F(X) e uma drbita periédica p. Suponha
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que X esteja situado em p. Entdo, seja P o mapa de Poincaré definido em uma vizinhanga de X

em uma sec¢do transversal. Se |P'(Xy)| < 1, entdo p é uma érbita assintoticamente estdvel.

Este resultado acima é muito importante, visto que, para determinar a estabilidade assintética
de uma 6rbita fechada precisaremos apenas encontrar uma fungao P que satisfaca as condi¢des ne-
cessarias. Porém, encontrar esta funcao nem sempre é uma tarefa féacil. Para facilitar este processo

temos o teorema abaixo.

Teorema 2.4.9. Derivada do Mapa de Poincaré: Sejam A C R? um conjunto abertoe f : A — R?
de classe C*. Seja p uma orbita periddica de periodo T e P : Xy — X 0 mapa de Poincaré numa

secgdo transversal > em Xy € p. Entdo:

P = o | [V Fole)].

Em particular, temos que a orbita periodica p é um ciclo limite estdvel se:

/ Y (p(t)dt < 0

0

e p é um ciclo limite instdvel se:

/OT Y f(p(t))dt > 0.

Demonstracdo: Para cada ¢, definimos A(t) = DX(p(t)). Seja ¢(t) a matriz fundamental de

x' = A(t)z, com ¢(0) = E. Vamos utilizar aqui a férmula de Liouville.

Proposicao 2.4.10. Formula de Liouville: Seja ¢(t) uma matriz cujas colunas sdo solugdes de

2’ = A(t)x. Entdo paratodot € I ety € I fixo,
det ¢(t) = det[(b(to)]efti) trA(s)ds

A demonstra¢io desta propriedade pode ser encontrada no livro de SOTOMAYOR (1979),
no capitulo 2. Continuando a demonstracao do nosso teorema, utilizando a férmula de Liouville

temos:
detp(T) = exp [/ Vf(p(t))dt} :
0
Vamos mostrar que P'(X,) = det ¢(7). Seja ¢ o fluxo gerado por f. Pela defini¢do global de

diferenciabilidade temos ¢(7) = Dop(7, X). Vamos mostrar primeiro que Dop(7, Xo) - f(Xo) =
f(Xo). De fato, como £ (¢, XO)‘ = f(Xo), temos:
0

t=
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d
dt@(TJr , Xo) . dt@( , Xo) - f(Xo)

Dap(r, Xo) - J(Xo) = (. (1, X))

t=0
Por outro lado se g : (—¢,€) — X é uma parametrizacdo de ¥ tal que ¢g(0) = X, o conjunto
B = {f(Xo,g’(O))} é uma base de R?. Por definicdo P(g(s)) = (1 + ¥ (p(1, 9(s)), 9(s)), e

assim:

P/(X0)¢/(0) = L P og(s)

7 = Dyp(7, Xo)-a+Dap(7, X0)-¢'(0) = af(Xo)+Dap(1, Xo)-g'(0),

s=0

onde a € a derivada de ¢ (¢ (7, g(s))) em s = 0. Portanto, a matriz Dy (7, X) na base B é:

1 —a
0 P(Xo)

Obtemos det ¢(7) = P'(X)), provando nossa afirmacao.

Exemplo 2.4.4. Considere o sistema planar:
7= —y+ax(l—2*—y?

Y =z+y(l—2>—y),

Temos um ciclo limite de periodo 7 representado pela solug@o p(t) = (cost,sent)”. Podemos

converter o sistema para coordenadas polares, e assim temos:
=7l —r?
0 =1
Para utilizar o teorema da derivada do mapa de Poincaré em p(t) = (cost,sent)” fazemos

Vf(z,y) = (2 —42* — 4y?). E assim:

2

V£ (p(t))dt = /0%(2 _42? — )it = —dr,

0

Portanto concluimos que no ponto X da trajetéria p temos:
P'(Xy) = e .
Assim, como P'(X) < 1, p € um ciclo limite estavel.

71



Teorema de Poincaré-Bendixson

Aqui vamos estudar uma ferramenta muito importante que vem sendo utilizada para determinar
a existéncia de ciclos limites em sistemas planares. Para entender o teorema vamos nos lembrar

que se p é uma 6rbita periddica, entdo o conjunto p* € definido por p™ = { pe(X);t > O}.

Teorema 2.4.11. Poincaré-Bendixson: Considere o sistema planar X' = F(X). Suponha que F
é de classe C' definida em um conjunto aberto A C R? e que o sistema possui uma 6rbita fechada
p, tal que p* estd contida em um subconjunto compacto K de A. Portanto, se o conjunto w(p) ndo

contém pontos de equilibrio do sistema, w(p) € uma Jrbita periddica.

Demonstracdo: Suponha que w(X) seja fechado e limitado e que Y € w(X) (A demonstra¢do
para o caso do conjunto o — limite € idéntica). Mostraremos primeiro que Y estd em uma Orbita
fechada e depois que essa drbita fechada é na verdade w(X).

Como Y pertence a w(X), sabemos que w(Y') € um subconjunto ndo vazio de w(X). Seja
Z € w(Y) e seja S uma se¢do local em Z. Seja V uma caixa de fluxo associada a S. A solugdo
através de Y encontra S em exatamente um ponto. Por outro lado, existe uma sequéncia ¢,, — oo
tal que ¢, (Y) — Z, portanto existem infinitas ¢, (Y) que pertencem a V. Assim, podemos
encontrar 7, s € Rtal que r > se ¢,.(Y), ¢s(Y) € S. Daqui resulta que ¢,(Y) = ¢4(Y), e assim
¢r—s(Y) =Y er —s > 0. Como w(X) ndo contém equilibrios, Y deve estar em uma 6rbita
fechada.

Agora precisamos provar que se p é uma Orbita fechada em w(X), entdo p = w(X). Para isso,

basta mostrar que:
lim d(¢(X),p) =0,
t— oo

onde d(¢(X), p) € a distancia de ¢;(X) até o conjunto p.

Seja S uma sec¢do local em Y € p. Seja € > 0 e considere a caixa de fluxo V, associada a S.
Entdo existe uma sequéncia ty, < t; < ... tal que

1. ¢, (X) € S,

2.0, (X) =Y,

3. ¢1(X) ¢ Sparat, | <t <t,,comn=12 ..

Considere X,, = ¢, (X). Assim, X,, é uma sequéncia monétona em S que converge paraY .

Afirmamos que existe um limite superior para o conjunto de nimeros positivos t,.1 — t, para n
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suficientemente grande. Para ver isso, suponha que ¢,(Y) = Y, onde 7 > 0. Entdo, para X,
suficientemente proximo de Y, ¢,(X,,) € V. e, portanto, ¢.+(X,,) € S para algum t € [—¢, €.
Logo:

tpi1 —tn < T+ e

Isso fornece o limite superior para t,,,; — t,. Além disso, ¢,,.1 — t,, € claramente pelo menos
2¢, entdo t,, — oo quando n — oo.

Considere 5 > 0 pequeno. Pela continuidade das solu¢des em relag@o as condigdes iniciais,
existe d > Otalque,se |Z — Y| < de|t| <7+ eentdo |p(Z) — ¢ (V)| < B. Ou seja, a distincia
da solugdo ¢,(Z) para p € menor que (3 para todo ¢ satisfazendo |t| < 7+ €. Seja ng ndo tdo grande
que | X, — Y| < 0 para todo n > ng. Entdo |¢:(X,,) — ¢:(Y)| < Bse |t| < 7en > ng. Agora

considere umt > t,,,. Sejan > ng tal que ¢, <t < t,.,. Entdo:

d($(X), p) < |0e(X) = Grt, (V)| = | b1t (X0) = b1t (V)] <

pois |t — t,| < 7 + €. Isso mostra que a distdncia de ¢;(X) a p € menor que /3 para todo ¢

suficientemente grande. Isto completa a prova do teorema de Poincaré-Bendixson.
[ |

Este teorema se mostra de extrema importancia para o estudo dos pontos de equilibrio e ciclos
limites de um sistema. Isto por que, além de sua aplicacdo direta, ele gera varios outros resultados
diretos. Vamos mostrar alguns destes resultados abaixo.

Primeiro vamos mostrar um coroldrio importante, que vai no caminho inverso do teorema de
Poincare-Bendixson, ou seja, mostra um critério para determinar quando um sistema planar nao

possui ciclos limite.

Corolario 2.4.12. Seja H a integral primeira de um sistema planar. Se H ndo é constante em

nenhum conjunto aberto, entdo ndo existem ciclos limite.

Demonstracao: Suponha que haja um ciclo limite p. Seja ¢ € R o valor constante de H em p. Se
X (t) é uma solugdo que forma uma espiral em direcdo a p, entdo H (X (t)) = ¢, pela continuidade
de H. Considere um X ¢ p tal que p = w(X). Entdo X possui uma vizinhanga © tal que para

todo Y € © temos que p = w(Y'). Em outras palavras, podemos definir o conjunto:
{Y]w)=p}-p,
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de modo que este seja aberto e forme uma espiral em direcdo a p. Assim, H é constante em um

conjunto aberto.

Para checar o critério acima utilizamos a seguinte estratégia.

Teorema 2.4.13. Critério de Bendixson-Dulac: Considere um conjunto A simplesmente conexo.
Of\(z,y)  OHy(z,y)

Para determinar se H ndo é constante encontramos o valor de suas derivadas

ox oy

Se as derivadas forem continuas em A e para todos os pontos de A:

aHl(xay) + 8H2<x7y)

0
ox y 7
entdo o sistema
.%'/ Hl (I, y)
y = Hy(z,y)

ndo possui ciclos limite em A.

Demonstracao: Suponhamos por contradicdo que existe um ciclo limite p em A. Denote por S
o interior da curva fechada p. Vamos calcular a integral de linha no sentido positivo (o interior da

curva p fica sempre a esquerda), ou seja, vamos aplicar o Teorema de Green no plano, que é:

]{Hlxydy ngydx—// (8]-[1 8HQ)dxdy

Observe que o lado direito da igualdade é diferente de zero por hipétese. Do sistema podemos

obter:
dx o Hl(xay)

dy — Hy(z,y)
Logo, a integral do lado esquerdo da igualdade anterior deve ser igual a zero, o que nos leva a

ou Hi(x,y)dy = Hy(x,y)dz.

uma contradigdo.

Exemplo 2.4.5. Considere o sistema planar:



y/ — 1 + y3.
Encontramos as derivadas do sistema na forma:

aHl(w,y) . aHQ(Ivy) _ 2
Ox - dy =

Como podemos ver, a soma das derivadas € e* + 3y? > 0, e assim, pelo critério de Bendixson-

Dulac, o sistema ndo possui ciclos limite.

Exemplo 2.4.6. Considere um sistema planar genérico da forma:
¥ = ax + by

Yy = cx + dy.

Ao calcularmos os valores das derivadas temos que, se a + d = 0 ent@o o sistema nao possui

ciclos limite. Caso a + d # 0 entdo nao podemos utilizar o critério.
Exemplo 2.4.7. Vamos analisar a existéncia de ciclos limite para o sistema:
v = —y—z+2(2? +197)
v =2 —y+y®+y?)

Calculando o valor das derivas temos:

a]{1 (.Z', y)
ox

OH,(x,

Assim o valor da soma das derivadas é 422 + 4y? — 2. Como podemos ver, este valor ¢ igual a
zero para 72 + y? = 1/2. Ndo podemos assumir que a soma das derivadas é diferente de zero para
todo R2. Porém, podemos nos restringir a um conjunto A onde 22 + y* # 1/2, ou seja, todo R?

sem a circunferéncia de raio v/2 /2.

Temos agora mais um resultado importante derivado do teorema de Poincaré-Bendixson. Aqui
podemos afirmar que um ciclo limite definido em um campo vetorial F' de classe C' em um

conjunto aberto A de R? envolve pelo menos um ponto de equilibrio.

Corolario 2.4.14. Considere o sistema planar X' = F(X). Suponha que F € C*(A) onde A é um
subconjunto aberto de R* que contém uma 6rbita periédica p do sistema, assim como o interior

desta orbita B. Entdo B contém pelo menos um ponto de equilibrio do sistema ou um ciclo limite.
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Demonstracao: Considere D um conjunto compacto tal que D = B U p. Entdo D € invariante,
j4 que nenhuma solu¢do em B pode cruzar p. Se B ndo contém nenhum ciclo limite € nenhum

equilibrio, entdo, para qualquer X € B temos:
w(X) = a(X) = p,

pelo teorema de Poincaré-Bendixson.

Agora considere a proposicdo abaixo:

Proposicao 2.4.15. Seja S uma secdo local para um sistema planar de equacoes diferenciais e
Yo, Y1, Y5, ... é uma sequéncia de pontos distintos em S que estdo na mesma curva de solugdo. Se

esta sequéncia é mondtona ao longo da solugdo, entdo ela também é mondtona ao longo de S.

A demonstracdo desta proposi¢cdo pode ser encontrada em HIRSCH, SMALE e DEVANEY
(1974). Assim, continuando com a prova do nosso corolério, considere S uma secdo local em um
ponto Z € p, existem sequéncias ¢, — oo e s, — oo tais que ¢y, (X), ¢s,(X) € S e ambos
&1, (X) e ¢, (X) tendem a Z quando n — oo. Mas isso leva a uma contradi¢do da proposi¢do

citada em sequéncias mondtonas.

Exemplo 2.4.8. Considere o sistema planar:
l_/ —_ 1'2 4 y2 + 1

Y = a2 — o

Analisando este sistema podemos perceber que z2 + y* + 1 # 0 para todo (X, y), ou seja,
o sistema nao possui pontos de equilibrio. Portanto, pelo coroldrio anterior temos que o sistema

também nao possui ciclos limite.

Por dltimo temos uma resolucdo que nos diz respeito das fungdes de Liapunov estudadas na

secdo 6.2.

Corolario 2.4.16. Considere um sistema planar X' = L(X). Se L é uma funcdo de Liapunov

entdo ndo existem ciclos limite.
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Encerramos os estudos deste capitulo mostrando um exemplo onde, ao analisar o sistema e
tentar aplicar o teorema de Poincaré-Bendixson, ndo conseguimos definir que o conjunto w—limite

€ um ponto de equilibrio nem que ele € uma 6rbita periddica.

Exemplo 2.4.9. Considere o sistema planar:

x4 1'2 y2
r_ -z J 3
v y<4 yt3 )@ —2)

4 2 2
. B
Yy =x x <4 2+2)y.

Podemos encontrar os pontos de equilibrio em (0,0); (—1,0);(1,0). A origem é uma sela,
enquanto os outros dois equilibrios sdo nds instaveis. Note que solucdes longe da origem tendem a
se acumular na origem. O par de solu¢des homoclinicas, cada uma das quais, deixa e depois retorna
para a origem. As solucdes que emanam de qualquer né instdvel possuem conjunto w — limite que
consiste em apenas uma solugdo homoclinica e (0,0). Temos aqui um exemplo onde o conjunto
w — limite, que nao € nem um ponto de equilibrio nem uma 6rbita periddica, € fornecido por uma

solucdo homoclinica. O retrato de fase deste sistema é mostrado na Figura 2.16.

Figura 2.16: Representacdo do Retrato de Fase de uma solucdo Homoclinica.




CAPITULO 3

APLICACAO DO METODO DE
AVERAGING EM EQUACOES DE LIENARD

Nos capitulos anteriores estudamos as defini¢des de ponto de equilibrio e ciclos limite, assim
como as maneiras de determinar a existéncia destes nos sistemas nao-lineares. Aqui iremos nos
focar em determinar a quantidade de ciclos limite que existem em um sistema especifico. Esta
linha de estudos vem sendo desenvolvida por varios matematicos ao longo do tempo, e assim, vem

se tornando algo cada vez mais refinado.

3.1 Lienard e Suas Implicacoes

Vimos que o Teorema de Poincaré-Bendixson poderia ser usado para estabelecer a existéncia de
ciclos-limite para certos sistemas planares. Porém, uma questdo muito mais delicada € determinar
o nimero exato de ciclos limite de um determinado sistema ou classe de sistemas, dependendo de
parametros.

O sistema



ficou conhecido como sistema de Lienard. E a equacao:
2"+ f(2)a' + g(x)

ficou conhecida como a equagdo polinomial generalizada de Lienard, onde f(x) e g(x) s@o polind-

mios de grau n e m, respectivamente.

Teorema 3.1.1. Lienard: Seja F(x) uma funcdo que satisfaz as condi¢des acima para m=1. A
fungdo possui uma unica raiz em x = a e é mondtona crescente em r > a. Assim, a equagdo de

Lienard correspondente possui um tinico ciclo limite.

O numero de ciclos limite de uma equacao diferencial polinomial pode ser chamado de niimero
de Hilbert H(m,n) onde m e n séo os graus dos polindmios g(z) e f(x).

Muitos resultados de ciclos limite de equagdes diferenciais polinomiais tem sido obtidos con-
siderando os ciclos limite que bifurcam de um ponto singular. Estes ciclos sdo chamados de ciclos
de pequena amplitude. Chamamos de H (m,n) o nimero maximo de ciclos limite de pequena
amplitude das equacdes diferenciais polinomiais da forma vista acima. Agora vamos descrever
alguns resultados obtidos a partir dos estudos de Lienard e de sua equacio generalizada.

1. Rychkov (1973) provou que se m = 1 e F(z) = [’ f(s)ds é um polindmio impar de grau
5, entdo a equagdo generalizada de Lienard tem até 2 ciclos limite;

2. Lins, de Melo e Pugh (1977) provaram que H(1,1) =0e H(1,2) = 1;

3. Dumortier e Chengzhi (1996) provaram que H(2,2) = 1;

4. Coppel (1998) provou que H(2,1) = 1;

A tabela a seguir mostra os valores de H(m,n) ou H(m,n) para equagdes de Lienard em
fun¢do dos graus m e n. Até agora os unicos nimeros de Hilbert determinados sdo os casos

marcados com asterisco na Tabela 3.1.
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Tabela 3.1: Valores de H(m,n) ou H(m,n) para equacdes de Lienard em fungdo dos graus m e n.

n
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 ... 48 49 50
1 0 1#* 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 ... 24 24 —
21 1+ 2 3 3 4 5 S5 6 7 7 8 9 ... 32 33 —
3 1 2 2 4 4 6 6 6 8 8 8 10 10 ... 36 38 38
4 2 3 4 4 o 7 8 9 9 10 11 12 13
5 2 3 4 6 6 8 9 10 11
6 3 4 6 7 8 8 9
7 3 5 6 8§ 9 9 9
mi| 8§ 4 5 6 9 10
9 4 6 8 9 11
10 5 7 8 10
11 5 T 8 11
12 6 8 10 12
13 6 9 10 13
20 10 13 14 17
48 24 32 36
49 24 33 38
50 ) 1l 38

Temos alguns resultados importantes mostrados por Blows (1984), Lloyd (1998) e Lynch
(1995), que usaram argumentos indutivos em suas provas:

1. Se g é impar, entdo H(m,n) = [n/2];

2. Se f é par, entdo H(m,n) = n, para qualquer g;

3. Se f for impar, entdo H(m,2n + 1) = [(m — 2)/2] + n;

4. Se g(x) = = + g.(x), onde g, é par, entdo H(2m,2) = m.

Temos também os resultados de Christopher e Lynch (1999), que utilizaram métodos algébricos
em suas provas:

1. H(m,2) = [(2m +1)/3];

2. H(2,n) = [(2n+1)/3];

3. H(m,3) = 2[(3m + 2)/8] para todo 1 < m < 50;

4. H(3,n) = 2[(3n +2)/8] para todo 1 < n < 50;
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5. Os valores da Tabela 3.1 para H(4, k) = H(k,4), com k = 6,7,8,9. E H(5,6) = H(6,5).

Gasull e Torregrosa (1988) obtiveram as cotas superiores para H (7,6), H(6,7), H(7,7), H(4, 20).

E por fim, Yu e Han (2006) encontraram os valores da Figura ?? onde H(m,n) = H(n,m)
para alguns valores de m e n:

l.n=4em=10,11,12,13;

2.n=5em=26,7,8,9;

3.n=06em=>5,6.

3.2 Método de Averaging

O método que vamos utilizar nesta sec¢ao € conhecido como ”Averaging”. Ele esta descrito no

teorema abaixo.

Teorema 3.2.1. Método de Averaging de Primeira Ordem: Considere o seguinte sistema diferen-
cial:

7' (t) = eFy(t,x) + ER(t, x,€),

onde F1 :Rx D —R"eR:Rx D x (—¢f,er) = R” sdo fungdes continuas, T-periddicas na

segunda varidvel e D é um subconjunto aberto de R"™. Definimos f, por

fi(z) = /OT Fi(s,z)ds

e assumimos que

(i) Fy e R sdo localmente Lipschitz em relagdo a x;

(ii) para D com fi(a) = 0, existe uma vizinhan¢a V de a tal que f1(z) # 0 para todo z €
V —{a} edp(f1,V,0) #0.

Entdo para € > 0 suficientemente pequeno, existe uma solugdo T-periédica (e, €) do sistema

anterior tal que p(e, €) — a quando € — 0.

A demostracdo deste método pode ser encontrada no artigo de LLIBRE, MEREU e TEIXEIRA
(2010).
Agora iremos utilizar o método de "averaging” para determinar o nimero maximo de ciclos

limite F (m,n) que bifurcam de 6rbitas periddicas de um centro linear perturbado, das equagdes
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diferenciais polinomiais de Lienard de graus m e n na forma:
=y
k( gk k
Y= =) @)y + g (@),
k>1

onde para todo k os polindmios f*(x) e g* (x) tem graus n e m respectivamente, e € é um parimetro
suficientemente pequeno. Ou seja, vamos estudar o numero de ciclos limite de amplitude média
que podem bifurcar das 6rbitas periédicas de centro 2’ = y;y’ = —x perturbado. Vamos denotar
este nimero maximo como Hy(m, n).

Vamos aplicar a teoria de averaging para os sistemas descritos acima com k=1. Como H (m,n) >

H(m,n) > Hy(m,n).

Teorema 3.2.2. Primeira Ordem: Se para cada k = 1 os polindmios f*(z) e g* (z) tem graus n
e m respectivamente, com m,n > 1, entdo para || suficientemente pequeno o niimero mdximo de
ciclos limite de média amplitude dos sistemas diferenciais polinomiais de Lienard bifurcando de
orbitas periddicas do centro x' = y;y = —x, usando a teoria de ” averaging” de primeira ordem
é:
~ n
Hi(m,n)=|=].
2
Demonstracao: Primeiramente vamos reescrever o sistema anterior na forma polar, com as coor-

denadas x = r cosfl e y = r senf.

r=—¢ Z(air”l cos' O sen? ) + Z(bﬂ“i cos' 0 sen 6)
i=0

=0

0 =—-1-° Z(aﬂ“”l cos' ™ fsen 6) + Z(biri cos'! fsen 0)

r ; ;
1=0 =0
Tomando agora ¢ como nova varidvel independente, fazemos a divisao dr/df. Ao utilizar a

expansdo de Taylor encontramos o resultado:

d n , ‘ m o
d_g =¢ ;(air”lcoszesen%) + ;(birzcoszﬁsene) +EH 4+ EHy + .
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Como estamos trabalhando com o método de primeira ordem podemos desconsiderar os termos

de ordem maior. Assim, a funcio f; do método de averaging é dada por:
1 2m n A A m A ‘
filr) = 7 / Z(aﬂ“”l cos' fsen” ) + z:(birz cos' @senf) | db.
mJo i=0 i=0

Para encontrar o seu valor exato usamos as formulas de integrais trigonométricas com expoen-

tes pares e impares:
27
/ cos? 1 fsen?0dh = 0
0

21
/ cos? 0 sen? 0df = ayy,
0

2m
/ cos” fsen df = 0.
0
Por fim, para 7 assumindo valores pares, temos que:

1< :
fi(r) = 52_; azor'

Para encontrarmos o nimero de solucdes desta equagao fazemos:

S (7’) = §(a00407“ + Cl2Oz2T3 + a4a4r5 + )
1 2 4
fi(r) = 57‘(&0040 + ax00r” + agour® + ...

Assim, esta fun¢do possui possui n solugdes, com n par, e n — 1 solucdes com n impar. Mas,
como estamos tratando da varidvel r, ndo podemos levar em conta as solu¢gdes negativas. Como os
expoentes dos polindmios sdo todos pares, podemos dizer que suas solu¢des sdo dadas em pares.
Assim, retirando as solugdes negativas, e usando a fun¢do do menor inteiro, temos que a funcao
possui [n/2] raizes positivas. Logo, o teorema estd provado.

Agora vamos enunciar os teoremas referentes a segunda e terceira ordem.

Teorema 3.2.3. Segunda Ordem: Se para cada k = 1 os polinémios f*(x) e g* (z) tem graus n
e m respectivamente, com m,n > 1, entdo para |e| suficientemente pequeno o niimero mdximo de

ciclos limite de média amplitude dos sistemas diferenciais polinomiais de Lienard bifurcando de

83



orbitas periddicas do centro ¥’ = y;y = —x, usando a teoria de ” averaging” de segunda ordem

mon= w157+ [2].[3])

Teorema 3.2.4. Terceira Ordem: Se para cada k = 1 os polindmios f*(z) e g% (x) tem graus n

é:

e m respectivamente, com m,n > 1, entdo para |e| suficientemente pequeno o niimero mdximo de
ciclos limite de média amplitude dos sistemas diferenciais polinomiais de Lienard bifurcando de
orbitas periddicas do centro x' = y;y = —x, usando a teoria de " averaging” de terceira ordem
é:

Exemplo 3.2.1. Vamos considerar o caso simples da primeira ordem onde os polindmios sdo
f(x) =2%e g(x) = 2° e e = 1. Assim terfamos o sistema:

r =1

/

y =~z — (2% +a”)

Logo, pelo teorema podemos afirmar que o ndmero de ciclos limite neste sistema é [n/2] =

[6/2] = 3. O retrato de fase deste sistema pode ser visto na Figura 3.1.

Figura 3.1: Retrato de fase do sistema 2’ = y;9' = —x — (25 + 2°)
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CONCLUSAO

Ao concluir os estudos sobre as equagdes diferenciais e produzir este trabalho de conclusdo
de curso, foi possivel perceber que minhas ideias sobre estes assuntos aumentaram de maneira
considerdvel. No periodo em que estive participando do Projeto de Licenciaturas Internacionais na
universidade de Coimbra pude ter um contato maior com equagdes diferenciais, porém, nao tive
oportunidade de estudar teorias qualitativas sobre os sistemas nao-lineares. Assim, este trabalho
serviu como um complemento para a minha graduacdo, visto que ele contempla assuntos nao
abordados ao longo do curso.

Também podemos adicionar o fato de que este trabalho serviu como um método efetivo para
o desenvolvimento da utilizacdo do software Latex, que € uma ferramentas muito importantes na
producdo de relatdrios cientificos.

Foi possivel perceber que ao estudar os sistemas diferenciais € muito importante entender o
comportamento que eles descrevem em torno de solu¢des de equilibrio e ciclos limite, pois estas
solugdes sdo encontradas em diversos casos de aplicacdo, como por exemplo em mecanica clas-
sica. Assim, ao estudar inicialmente os pontos de equilibrio de um sistema e sua estabilidade, e
posteriormente as Orbitas periddicas e ciclos limite, pude ter uma base para o entendimento dos
sistemas de Lienard e aplicacdo do método de Averaging.

Ao aplicar o método de Avering em equacdes diferenciais que respeitam certas restricoes po-
demos ter uma ideia do nimero de ciclos limite em um determinado intervalo. Isso € um resultado

muito importante, pois como vimos no relatdrio, os ciclos limite estdo interligados aos pontos de
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equilibrio de um sistema, e o teorema de Poincaré-Bendixson e suas implicacdes nos ddo uma
ideia da existéncia de ciclos limite, mas ndo de sua quantidade.

Assim, acredito que seja correto afirmar que os objetivos deste trabalho foram cumpridos, visto
que ao final dos estudos foi possivel adquirir conhecimentos novos sobre sistemas diferenciais,
assim como saber a maneira de determinar o nimero de ciclos limite em um determinado sistema
diferencial planar.

Acredito que a grande diversidade de temas relacionados aos sistemas diferenciais poderao ser
abordados em estudos posteriores, como por exemplo, aplicar o método estudado para encontrar o

namero de ciclos limite de outras classes de sistemas diferenciais.
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